TEOPETUHECKAH U3MKA ToM IH 


:mo KBAHTOBAA MEXAHUKA 
(HEPEATUBCTCKAA TEOPWA) 


理论 物理 子 教程 第 三 郑 


量子 力学 
( 非 相 对 论 理 论 ) (第 六 版 ) 








几 .有 0. 朗 道 ”E. M. 栗 弗 席 效 著 严肃 译 咯 兴 林 校 


EOPETUHECKAH DU3UKA ToMJII 


Emounu KBAHTOBAA MEXAHUKA 
(HEPEIWTWMBWMCTCKAH TEOPMA) 


汪 


WA NN 
SN | Wh 
tw ttt 


WAN 


Www 





俄罗斯 联邦 教育 部 推荐 大 学 物理 专业 教学 参 


高 等 教育 出 版 社 


图 字 : 01 - 2007 -0912 号 


J. 1. JaHmay,E. M. JI 中 IIHIH. TeopeTHdSecKag 中 H3HKa. B 10 ToMmax 

CopyrightG FIZMATLIT PUBLISHERS RUSSIA, ISBN 5 - 9221 -0053 -X 

The Chinese language edition is authorized by FIZMATLIT PUBLISHERS RUSSIA 
for publishing and sales in the People's Republic of China 


图 书 在 版 编目 ( CIP) 数据 


量子 力学 : 非 相对 论 理论 :第 6 版 (俄罗斯) 朗 道 ， 
(俄罗斯 ) 栗 弗 席 歼 著 ;严肃 译 . 一 北京 :高 等 教育 出 
版 社 ,2008. 10 

ISBN 978 -7 -04 -024306 -2 


TI . 量 … .名 朗 … 名 于 …@ 严 … 焉 . 量子 力 
学 NV.0413.1 


中 国 版 本 图 书馆 CIP 数据 核 字 (2008 ) 第 117488 号 


策划 编辑 王 超 责任 编辑 王 超 封面 设计 刘 晓 翔 . 责任 绘图 郝 林 
版 式 设计 陆 瑞 红 ”责任 校对 胡 晓 琪 责任 印 制 韩 刚 


出 版 发 行 ” 高 等 教育 出 版 社 购书 热线 010 -58581118 

社 址 北京 市 西城 区 德 外 大 街 4 号 免费 咨询 800 -810 -0598 

邮政 编码 100120 网 址 http:NHwww. hep. edu. cn 

总 机 010 -585$81000 http :和 www. hep. com. cn 
网 上 订购 http:Ywww. landraco. com 

经 销 蓝 色 畅想 图 书 发 行 有 限 公 司 http :和 www. landraco. com. cn 

印 刷 北京 中 科 印 刷 有 限 公 司 畅想 教育 http:Ywww. widedu. com 

开 本 787 x1092 1/16 

印 张 39 版 ”次 2008 年 10 月 第 1 版 

字 数 730 000 印 次 2008 年 10 月 第 1 次 印刷 

插 页 |] 定 价 ”85.00 元 


本 书 如 有 缺 页 \ 倒 页 \ 脱 页 等 质量 问题 ,请 到 所 购 图 书 销售 部 门 联系 调换 。 
版 权 所 有 ”侵权 必 究 
物料 号 24306 -00 


第 四 版 编者 序言 





在 《量子 力学 目前 的 第 四 版 中 ,改正 了 在 第 三 版 中 已 发 现 的 错误 和 不 要 之 
处 ,对 几 个 例题 也 作 了 一 些 修正 和 补充 。 
我 感谢 所 有 提出 意见 的 本 书 读者 。 


HAI. II. 皮 塔 耶 夫 斯 基 
1988 年 5 月 
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本 卷 前 一 版 是 我 和 我 的 老师 朗 道 共 同 工 作 的 最 后 一 本 书 。 我 们 所 作 的 修改 
和 扩充 很 可 观 , 影 响 到 每 一 章 。 

对 这 第 三 版 ,所 需 的 修改 自然 少 得 多 ,但 也 增添 了 不 少 新 材料 ,包括 更 多 的 
例题 ,补充 了 一 些 日 益 显 得 重要 的 早期 结果 和 近期 研究 。 

朗 道 对 理论 物理 的 惊人 理解 力 往 往 使 他 无 需 参 考 原始 文献 ,他 能 用 自己 的 
方法 导出 结果 。 这 可 能 是 我 们 的 书 中 为 什么 不 列 出 其 他 作者 的 一 些 必要 参考 文 
献 的 一 个 原因 ,在 本 版 中 ,我 尝试 尽量 地 列举 这 些 文献 。 在 我 们 描述 属于 明道 本 
人 未 曾 发 表 的 一 些 结果 或 方法 之 处 ,我 还 增 举 了 关于 朗 道 本 人 工作 的 一 些 参考 
文献 。 

正如 修订 《理论 物理 学 教程 》 其 它 几 卷 时 一 样 , 我 得 到 了 许多 同事 的 帮助 ， 
他 们 告诉 我 前 版 处 理 中 的 不 足 之 处 或 者 应 予 增添 的 新 材料 。( 余 略 ) 对 所 有 这 
些 , 我 表示 衷心 的 感谢 。 

本 卷 的 整个 修订 工作 ,是 在 和 I. II. 皮 塔 耶 夫 斯 基 密 切合 作 中 完成 的 。 我 
结识 了 这 位 出 身 于 同一 朗 道学 派 并 受 科 学 服务 的 同样 理想 鼓舞 的 同事 , 甚 感 
有 幸 。 


E. M. 栗 弗 席 效 
1973 年 11 月 ,莫斯科 


第 一 版 序言 摘录 





《理论 物理 学 教程 》 的 这 一 卷 是 讲述 量子 力学 的 。 由 于 量子 力学 的 相关 内 
容 十 分 浩 繁 ,我 们 把 它 分 成 两 个 部 分 。 已 出 版 的 第 一 部 分 是 非 相 对 论 理 论 , 而 相 
对 论 理论 将 放 在 第 二 部 分 。 

关于 相对 论 理论 ,我 们 是 按 它 的 最 广泛 的 意义 去 理解 ,是 指 所 有 实质 上 与 光 
速 有 关 的 量子 现象 的 理论 。 其 中 不 仅 包括 狄 拉克 的 相对 论 性 理论 及 相关 问题 ， 
而 且 包 括 全 部 辐射 的 量子 理论 。 

在 本 书 中 ,和 量子 力学 的 基础 内 容 一 起 还 讲述 了 量子 力学 的 大 量 应 用 。 应 
用 的 数量 远 比 通常 量子 力学 教材 为 多 。 我 们 只 是 没有 收入 一 类 应 用 问题 ,讨论 
这 类 问题 必须 同时 分 析 有 关 的 实验 数据 ,这 显然 超出 了 本 书 的 范围 。 

讲述 具体 问题 时 我 们 力求 全 面 ,在 引用 原始 文献 时 只 限于 指出 其 作者 。 

和 前 儿 卷 一 样 ,在 讲述 一 般 问题 的 上 时候, 我 们 尽 可 能 把 理论 的 物理 实质 以 及 
在 这 个 基础 上 所 建立 的 数学 工具 讲解 清楚 。 特 别 是 在 本 书 的 前 几 节 中 ,在 阅 述 
量子 力学 算 符 的 一 般 性 质 时 ,就 采用 了 这 种 讲法 。 

和 一 般 采 用 的 讲法 不 同 ,我 们 不 是 从 线性 算 符 的 数学 理论 出 发 ,而 是 从 面临 
的 物理 问题 出 发 ,引导 到 数学 上 的 需要 ,提出 算 符 和 本 征 函数 。 

必须 指出 ,和 原始 文献 相 比 ,许多 量子 力学 教程 讲 得 过 于 复杂 。 这 种 复杂 化 
的 一 般 理 由 虽然 是 为 了 普遍 化 和 严格 化 ,但 是 仔细 研究 后 不 难看 出 ,这 种 做 法 实 
际 上 往往 是 一 种 空想 ,这 些 “ 严 格 ”理论 往往 不 少 是 错误 的 。 

既然 复杂 化 的 阔 述 我 们 认为 根本 不 恰当 ,我 们 就 力求 简洁 并 且 更 多 地 回 到 
原始 文献 。 

为 了 不 打 断 论述 的 连续 性 , 尽 可 能 不 把 注意 力 转移 到 纯粹 的 计算 方面 ,我 们 
把 某 些 纯粹 的 数学 知识 放 到 书 末 的 “数学 附录 ”中 ,以 备 参考 。 


A. .明道 
E. M. 楼 弗 席 效 
1947 年 5 月 ,莫斯科 
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第 一 章 
量子 力学 的 基本 概念 


$1 不 确定 性 原理 


每 当 我 们 试用 经 典 力 学 和 经 典 电 动力 学 阐释 原子 现象 时 ,总 会 得 出 与 实验 
有 明显 矛盾 的 结论 . 最 明显 的 例子 ,是 把 通常 的 电动 力学 用 于 电子 绕 原 子 核 作 经 
典 轨道 运动 的 原子 模型 . 当 电 子 作 这 种 运动 的 时 候 , 它 和 任何 带电 粒子 的 加 速 运 
动 一 样 ,会 不 断 地 辐射 电磁 波 . 由 于 这 种 辐射 ,电子 便 会 丧失 能 量 ,这 将 使 它 最 终 
落 入 原子 核 中 . 故 按 经 典 电动 力学 看 来 ,原子 是 不 稳定 的 ,但 这 与 事实 完全 不 符 . 

理论 与 实验 之 间 如 此 深刻 的 予 盾 ,表明 有 必要 建立 一 种 适用 于 原子 现象 
( 即 质量 极 小 的 一 些 粒 子 在 极 短 间 距 内 所 发 生 的 现象 ) 的 理论 ,需要 根本 改变 基 
本 的 物理 概念 和 定律 . 

为 方便 计 , 我 们 拿 实 验 上 观察 到 的 电子 衍射 现象 ,作为 阐明 这 种 根本 改变 
的 出 发 点 . 当 一 均匀 电子 束 穿 过 一 块 晶 体 时 ,发 现 出 射 波 呈现 一 种 强 弱 交替 的 图 
样 , 完 全 类 似 于 电磁 波 衍射 中 所 观察 到 的 衍射 图 样 ,由 此 可 见 , 在 一 定 的 条 件 下 ， 
粒子 (此 例 中 为 电子 ) 的 行为 中 会 表现 出 属于 波动 过 程 的 特征 . 

这 种 现象 与 习 常 的 运动 观念 之 间 的 矛盾 ,究竟 尖锐 到 什么 地 步 ,最 好 用 以 下 
的 假想 实验 说 明 , 它 是 晶体 的 电子 衍射 实验 的 一 种 抽象 化 .设想 有 一 块 电 子 不 能 
穿 透 的 屏 板 , 板 上 开 有 两 道 狭 缝 . 让 电子 束 包 通过 其 中 的 一 个 狭 缝 ( 遮 住 另 一 
个 ) , 则 在 狭 缝 后 放置 的 连续 幕 上 可 以 得 到 某 一 强度 分 布 图 样 ;应 用 同样 的 方 
法 , 遮 财 第 一 个 狭 颖 并 打开 第 二 个 ,可 得 另 一 个 图 样 . 现在 让 电子 束 同 时 通过 这 


Q 电子 衍射 现象 实际 上 是 在 量子 力学 建立 以 后 才 发 现 的 .但 在 我 们 的 论述 中 ,我 们 不 去 拘泥 于 理 
论 的 历史 发 展 顺序 ,而 是 尽量 采用 这 样 的 讲法 ,使 得 量子 力学 的 基本 原理 与 实验 现象 之 间 的 联系 表达 得 
最 为 清楚 . 

@ 假定 粒子 束 是 如 此 稀疏 ,以 致 粒子 间 的 相互 作用 可 以 略 去 不 计 . 
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两 个 狭 甸 ,我 们 根据 通常 的 经 典 观念 ,一 定 会 设想 所 得 的 图 样 不 过 是 原先 两 个 图 
样 的 简单 春 合 :因为 每 一 个 电子 都 沿 自己 的 轨道 运动 ,只 通过 狭 颖 之 一 ,而 不 会 
影响 正在 通过 另 一 个 狭 颖 的 电子 . 可 是 ,电子 入 射 现象 表明 ,由 于 干涉 作用 ,我 们 
所 得 的 衍射 图 样 实际 上 并 不 等 于 每 一 个 单 狭 锋 所 分 别 给 出 的 那 两 个 衍射 图 样 之 
和 . 十 分 明显 ,这 个 结果 无 法 与 电子 的 轨道 运动 观念 相 协调 ， 

因此 ,统辖 原子 现象 的 力学 一 一 量子 力学 或 波动 力学 一 一 必须 建立 在 与 经 
典 力学 根本 不 同 的 运动 观念 的 基础 之 上 . 量子 力学 中 并 不 存在 粒子 轨道 之 类 的 
概念 . 这 就 构成 了 1927 年 DW. 海 森 伯 所 发 现 的 量子 力学 基本 原理 之 一 所 谓 不 
确定 性 原理 的 主要 内 容 . 

从 抛弃 经 典 力学 的 习 常 观念 这 一 角度 来 讲 ,不 确定 性 原理 的 内 容 也 许可 以 
说 是 消极 的 . 诚然 ,这 个 原理 本 身 ,还 不 足以 作为 建立 新 的 粒子 力学 的 基础 . 这 样 
一 种 新 的 理论 , 自 应 建立 在 若干 积极 论断 的 基础 上 ,这 将 在 以 后 ($2) 讨 论 .但 
是 ,为 了 能 够 表述 这 些 论断 起 见 ,我 们 有 必要 首先 弄 清 量子 力学 所 面临 的 问题 的 
提 法 . 为 此 ,我 们 先 来 考察 一 下 量子 力学 和 经 典 力学 内 在 关系 间 的 特殊 性 质 . 

凡是 一 个 更 为 普遍 的 理论 ,往往 可 用 完整 的 逻辑 形式 表述 出 来 ,并 且 独 立 于 
那些 作为 它 的 极限 情形 的 较 窄 理论 . 例如 相对 论 力学 可 以 建立 在 自己 的 基本 原 
理 的 基础 上 ,无 需 参 考 牛 顿 力学 . 可 是 , 当 我 们 表述 量子 力学 的 基本 概念 时 ,原则 
上 却 不 能 不 用 到 经 典 力学 . 一 个 电子 @ 没 有 确定 的 轨道 ,这 一 事实 本 身 意味 着 这 
个 电子 也 不 会 有 其 它 什么 动力 学 标志 @. 于 是 就 很 清楚 ,对 于 一 个 只 包含 量子 客 
体 的 系统 来 讲 ,势必 完全 不 可 能 建立 起 任何 逻辑 上 独立 的 力学 .对 电子 运动 作出 
定量 描述 的 可 能 性 ,要 求 同 时 存在 一 些 物理 客体 ,这 些 物 理 客体 在 足够 精确 的 范 
围 内 服从 经 典 力学 . 如 果 一 个 电子 和 这 样 的 “经 典 客体 " 相 作用 ,后 者 的 状态 一 
般 讲 来 会 有 所 变化 . 这 一 变化 的 性 质 及 大 小 依赖 于 电子 的 状态 ,从 而 就 可 以 用 来 
定量 描述 电子 的 状态 . 

因而 ,“ 经 典 客体 "通常 称 为 仪器 , 它 和 电子 的 作用 就 称 为 测量 . 但 是 有 必要 
强调 指出 ,我 们 在 这 里 根本 没有 讨论 物理 观测 者 所 参与 的 “测量 "过 程 . 量子 力 
学 中 所 谓 的 测量 ,我们 总 是 把 它 理解 为 与 任何 观测 者 无 关 的 发 生 于 经 典 客体 和 
量子 客体 之 间 的 任 一 相互 作用 过 程 . 测量 概念 在 量子 力学 中 的 重要 性 是 由 N. 玻 
尔 所 阐明 的 . : 

我 们 已 把 “仪器 "定义 为 在 足够 精确 范围 内 服从 经 典 力学 的 一 个 物理 客体 . 


Q@ 值得 指出 ,量子 力学 的 完整 数学 表述 ,是 在 不 确定 性 原理 发 现 之 前 ,由 W. 海 森 伯 和 下. 酬 定 户 在 
1925 一 1926 年 间 建立 起 来 的 ,不 确定 性 原理 体现 了 这 一 数学 表述 的 物理 内 容 : 

@ 为 简便 计 , 在 本 节 及 以 后 各 节 中 ,凡是 讲 到 “一 个 电子 "的 地 方 ,可 以 一 般 地 理解 为 一 个 具有 量子 
特性 的 任何 客体 , 即 指 不 服从 经 典 力学 而 服从 量子 力学 的 粒子 或 粒子 系统 . 

@ ”我 们 所 指 的 是 标志 电子 运动 的 那些 量 , 而 不 是 指标 志 粒 子 本 身 的 电荷 .质量 等 等 参量 . 
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例如 一 个 质量 足够 大 的 物体 . 但 不 能 因此 认为 仪器 必然 是 宏观 的 . 在 一 定 条 件 
下 ,微观 客体 也 能 起 部 分 仪器 的 作用 ,因为 “具有 足够 的 精确 度 " 这 一 概念 取决 
于 所 涉及 的 具体 问题 . 例如 威 耳 逊 云 室 中 的 电子 运动 ,可 用 它 所 遗留 的 云 迹 来 观 
察 , 这 种 云 迹 的 粗细 远大 于 原子 尺度 ; 当 用 这 样 低 的 精确 度 确 定 轨道 时 ,电子 完 
全 是 一 个 经 典 客 体 . 

由 此 可 见 ,量子 力学 在 物理 理论 中 占有 一 个 很 不 平常 的 地 位 ; 它 把 经 典 力学 
作为 一 种 极限 情形 而 包含 在 内 ,但 在 它 的 自身 表述 中 ,同时 又 需要 这 一 极限 

现在 可 以 来 表述 一 下 量子 力学 问题 的 提 法 . 一 种 典型 的 问题 是 :用 前 次 测量 
的 已 知 结果 ,去 预 断 下 一 次 的 测量 结果 . 除 此 以 外 ,我 们 以 后 将 看 到 ,量子 力学 中 
的 各 种 物理 量 (例如 能 量 ) 所 能 采取 的 数值 , 即 作为 该 量 的 测量 结果 所 能 得 到 的 
数值 ,它们 的 值 域 和 经 典 力学 相 比 一 般 讲 来 是 受 限制 的 . 量子 力学 方法 必须 告 i 
我 们 怎样 来 确定 它们 的 各 种 允许 值 . 

量子 力学 中 的 测量 过 程 具有 一 种 十 分 重要 的 特性 : 它 总 是 要 影响 到 被 测 的 
电子 ,并 且 在 给 定 的 测量 精确 度 范围 内 ,原则 上 不 可 能 使 这 种 影响 变 得 任意 小 . 
测量 得 钝 精确 , 它 所 给 予 的 影响 就 愈 大 ,只 有 在 精确 度 极 低 的 测量 中 ,被 测 客体 
所 受 的 影响 才能 很 小 . 测量 的 这 种 性 质 ,逻辑 上 是 由 于 电子 的 动力 学 标志 仅仅 作 
为 测量 本 身 的 结果 才能 表现 出 来 ;十 分 明显 ,如 果 测量 过 程 对 客体 的 影响 可 以 任 
意 地 小 ,这 就 意味 着 被 测 的 那个 量 本 身 具 有 一 个 和 测量 无 关 的 定 值 . 

在 各 种 测量 中 ,电子 的 坐标 测量 具有 基本 的 意义 . 在 量子 力学 的 适用 限度 
内 ,对 一 个 电子 所 施行 的 坐标 测量 总 是 可 以 达到 需要 的 任何 精确 度 . 

现在 假定 对 一 个 电子 的 坐标 相继 测量 了 许多 次 ,每 次 相隔 的 时 间 固 定 为 
At. 这 些 测量 结果 ,一 般 讲 来 ,并 不 位 于 一 条 光滑 的 曲线 上 . 而 是 相反 ,测量 得 愈 
精确 ,这些 结果 会 变化 得 愈 不 连续 愈 不 规则 ;正好 和 电子 不 存在 轨道 的 概念 相 一 
致 . 只 有 在 极为 粗略 地 测量 电子 坐标 的 情形 下 ,例如 ,在 威 耳 逊 云 室 中 根据 燕 气 
凝 成 的 液 滴 确定 电子 坐标 的 情形 下 , 才 会 得 到 一 条 相当 光滑 的 轨道 . 

现在 让 测量 的 精确 度 保持 不 变 , 我 们 把 测量 之 间 的 时 间 间 隔 At 加 以 缩短 ， 
那么 , 相 邻 的 测量 当然 就 会 给 出 坐标 的 相 邻 值 . 一 系列 相继 测量 之 后 所 得 的 结 
要 ,虽然 都 会 落 到 某 一 很 小 的 空间 范围 内 ,可 是 它们 将 在 这 个 区 域内 毫 无 规则 地 
分 布 着 ,并 不 位 于 任 一 光滑 曲线 上 . 特别 是 Ai 趋向 于 零 时 ,相继 测量 的 结果 完全 
不 趋 于 同一 直线 上 . 

这 种 情况 表明 ,量子 力学 中 并 不 存在 经 典 意 义 下 的 粒子 速度 概念 ,经 典 的 粒 


中 ”我 们 再 强调 一 遍 ,所谓 “ 施 行 测量 "是 指 一 个 电子 和 一 个 经 典 “ 仪 器 ”的 相互 作用 ,丝毫 也 没有 预 
设 外 界 观 测 者 的 存在 . 
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子 速度 ,就 是 指 两 个 时 刻 的 坐标 之 差 除 以 这 两 个 时 刻 的 时 间 间 隔 At 后 当 At 趋 
向 于 零 时 所 得 的 极限 .不 过 ,以 后 我 们 会 看 到 ,量子 力学 中 可 以 建立 一 个 合理 的 
定义 ,用 来 表示 茶 一 给 定时 刻 的 粒子 速度 ,并 且 当 量子 力学 转 问 经 典 力学 时 ,这 
个 速度 也 随 之 转 为 经 典 的 速度 . 可 是 ,在 经 典 力学 中 ,一 个 粒子 在 任 一 给 定时 刻 
可 以 同时 具有 确定 的 坐标 和 确定 的 速度 ,而 在 量子 力学 中 ,情况 则 完全 不 同 . 如 
果 测 量 结果 发 现 电 子 具 有 确定 的 坐标 ,那么 , 它 就 不 可 能 同时 具有 任何 确定 的 速 
度 . 反 之 ,具有 确定 速度 的 电子 ,就 不 可 能 具有 确定 的 空间 位 置 . 事实 上 ,坐标 和 
速度 的 同时 存在 就 意味 着 一 条 确定 轨道 的 存在 ,这 正 是 电子 所 没有 的 . 由 此 可 
见 ,在 量子 力学 中 ,一 个 电子 的 坐标 和 速度 是 两 个 不 能 同时 确切 测量 的 量 , 也 就 
是 两 个 不 能 同时 具有 定 值 的 量 .我 们 也 可 以 说 ,电子 的 坐标 和 速度 是 两 个 无 法 同 
时 存在 的 量 . 以 后 我 们 还 要 导出 一 个 定量 的 关系 式 , 用 来 判断 坐标 和 速度 同时 进 
行 非 精 确 测量 的 可 能 性 . 

在 经 典 力 学 中 ,物理 系统 的 完全 描述 是 通过 某 一 时 刻 给 定 其 中 的 全 部 坐标 
和 速度 来 实现 的 .运动 方程 根据 这 些 初始 条 件 就 可 以 完全 确定 系统 此 后 所 有 时 
刻 的 行为 . 而 在 量子 力学 中 这 种 描述 在 原则 上 是 不 可 能 的 ,因为 坐标 和 与 其 相应 
的 速度 不 可 能 同时 确定 . 于 是 ,量子 系统 的 状态 是 用 远 比 经 典 力 学 为 少 的 数值 描 
写 的 . 这 就 是 说 ,对 量子 系统 的 状态 的 描写 不 如 经 典 系统 那样 详细 . 

由 此 得 出 关于 量子 力学 所 能 作出 的 预言 的 性 质 的 一 个 非常 重要 的 结论 :和 
经 典 力 学 的 描述 能 够 准确 地 预言 系统 此 后 的 运动 相 比 ,量子 力学 对 力学 系统 的 
描述 是 不 够 详细 的 ,显然 做 不 到 像 经典 力 学 那样 . 这 就 是 说 ,即使 电子 处 于 一 个 
描述 得 最 完全 的 态 中 ,在 以 后 的 时 刻 它 的 行为 在 原则 上 也 是 不 唯一 的 . 因此 量子 
力学 对 于 电子 此 后 的 行为 不 可 能 给 出 确切 的 预言 . 处 于 给 定 起 始 状 态 的 电子 ,此 
后 对 它 进 行 测量 时 可 以 得 出 各 种 各 样 的 结果 . 量子 力学 的 任务 只 是 给 出 测量 得 
到 这 一 结果 或 那 一 结果 的 概率 . 当然 ,在 有 的 情况 下 测量 得 到 某 一 结果 的 概率 可 
能 等 于 1, 这 时 过 渡 到 确定 性 ,这 一 测量 结果 是 单 值 的 . 

量子 力学 中 所 有 的 测量 过 程 可 以 分 成 两 类 . 其 中 有 一 类 居多 数 , 这 类 测量 不 
管 系统 处 于 什么 状态 ,都 不 能 测 得 唯一 的 肯定 结果 . 男 外 一 类 测量 , 它 的 每 一 种 
可 能 结果 都 能 从 某 种 相应 状态 中 肯定 地 测 得 . 后 一 类 测量 在 量子 力学 中 占有 重 
要 的 地 位 , 称 为 可 以 预 断 的 测量 .由 这 种 测量 所 确定 的 状态 , 它 的 定量 标志 称 为 
量子 力学 中 的 物理 量 . 如 果 在 某 一 态 中 , 某 种 测量 总 是 给 出 唯一 的 肯定 结果 ,我 
们 就 说 该 态 中 相应 的 物理 量具 有 定 值 . 今后 我 们 对 “物理 量 " 一 词 ,总 是 理解 为 
此 处 所 指 的 含义 . 

今后 我 们 一 再 会 看 到 ,量子 力学 中 远 非 任意 一 组 物理 量 都 能 同时 测量 , 即 都 
能 同时 具有 定 值 . 我 们 早已 讲 过 一 个 例子 ,就 是 一 个 电子 的 坐标 和 速度 ,在 量子 
力学 中 起 着 巨大 作用 的 是 具有 下 述 性 质 的 一 组 物理 量 : 这 组 量 能 够 同时 测量 ,并 


$2 三 加 原理 .5 
a 


且 当 它们 同时 具有 定 值 的 时 候 ,再 也 没有 别 的 物理 量 ( 只 要 不 是 这 一 组 量 的 函 
数 ) 能 在 该 态 中 再 具有 定 值 ,我 们 把 这 样 的 一 组 物理 量 称 为 一 个 完全 集合 . 

电子 状态 的 任何 描述 全 都 来 自 某 种 测量 结果 . 现在 来 讲 一 下 量子 力学 中 对 
一 个 状态 进行 完全 描述 的 含义 . 完全 描述 的 态 是 由 物理 量 的 某 一 完全 集合 同时 
测量 的 结果 所 产生 的 . 根据 这 样 的 测量 结果 ,我 们 就 能 确定 下 一 次 任何 测量 中 各 
种 所 得 结果 的 概率 ,并 与 首次 测量 (完全 测量 ) 之 前 电子 的 历史 无 关 ， 

今后 ( $ 14 除外) 我 们 总 是 把 一 个 量子 系统 的 状态 理解 成 为 这 种 完全 描述 
的 态 . 
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量子 力学 中 的 运动 概念 和 经 典 力学 相 比 较 有 了 根本 性 的 改变 ,当然 ,这 就 要 
求 理论 的 数学 表述 作出 同样 的 根本 改变 . 对 此 ,我 们 必须 首先 考虑 量子 力学 中 态 
的 描述 方法 . 

我 们 用 9 表示 量子 系统 坐标 的 集合 ,用 dg 表示 这 组 坐标 的 微分 的 乘积 . dg 
通常 称 为 该 系统 位 形 空间 中 的 一 个 体积 元 ;对 单 粒子 来 讲 ,dg 等 同 于 普通 空间 
中 的 一 个 体积 元 dV. 

量子 力学 的 数学 表述 基于 这 样 的 一 个 命题 :在 某 一 给 定时 刻 ,一 个 系统 的 状 
态 可 以 用 一 个 确定 的 坐标 函数 多 (g) (通常 为 复 函 数 ) 来 描述 . 这 个 函数 的 模 量 
平方 确定 了 坐标 值 的 概率 分 布 : 对 系统 进行 坐标 测量 时 ,测量 所 得 诸 值 处 于 位 形 
空间 的 dg 体积 元 内 的 概率 等 于 1 ”dg. 业 函数 称 为 该 系统 的 波 函 数 Q@. 

知道 波 函 数 后 ,我 们 还 能 在 原则 上 算出 任何 其 它 测量 (不 一 定 是 坐标 测量 ) 
结 采 的 概率 . 所 有 这 些 概率 都 可 由 煞 和 儿 * 的 双 线 性 表 式 所 确定 . 这 种 表 式 的 最 
一 般 形式 为 


| wn) (9') 9,9') dgdg’, (2.1) 


其 中 的 $(g,gq') 函数 依赖 于 测量 的 结果 及 性 质 , 积 分 则 遍及 整个 位 形 空间 . 坐标 
值 的 概率 式 ww* 本身 ,也 是 属于 这 种 类 型 的 一 个 表 式 @. 

一 般 讲 来 ,系统 的 状态 及 其 波 函 数 会 随时 间 变 化 . 在 这 种 意义 下 , 波 函 数 也 
可 以 看 成 是 时 间 的 函数 . 如 果 某 一 起 始 时 刻 的 波 函 数 是 已 知 的 ,那么 ,根据 状态 
的 完全 描述 这 一 概念 本 身 所 具 的 含义 ,在 原则 上 可 确定 此 后 每 一 时 刻 的 波 函 数 . 
波 函 数 对 时 间 的 具体 依赖 关系 ,将 由 以 后 导出 的 方程 式 来 确定 . 


帆 波 函 数 是 由 薛 定 刘 于 1926 年 首先 引入 量子 力学 的 . 
@ (2.1) 式 中 当中 (9,9 ) =5(9-g)58(9' -go) 时 可 得 到 (go) 有 更" (go) ,其 中 的 5 代表 后 面 $5 中 定 
义 的 德 耳 塔 函数 ;go 为 我 们 欲求 其 概率 的 一 组 坐标 值 . 
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根据 定义 ,一 个 系统 的 各 种 可 能 坐标 值 的 概率 总 和 必须 等 于 1. 故 1w1? 对 
整个 位 形 空间 的 积分 结果 必须 等 于 1: 


| Pde =1. (2,2) 


这 个 等 式 称 为 波 函 数 的 归 一 化 条 件 . 如 果 1 亚 1? 的 积分 是 收敛 的 ,那么 ,只 要 适当 
选择 函数 罗 前 的 常数 系数 ,总 能 使 严 得 到 归 一 化 .但 是 ,我 们 在 以 后 还 会 碰 到 
[到 | 的 积分 为 发 散 的 波 函 数 . 以 致 亚 无 法 用 条 件 (2.2) 加 以 归 一 化 . 当然 ,这 种 
情形 下 的 1w1 并 不 代表 坐标 的 绝对 概率 值 ,但 是 ,在 位 形 空间 中 两 个 不 同 点 处 
的 1w1” 的 比值 ,可 给 出 这 两 处 坐标 值 的 相对 概率 . 

几 用 波 函 数 算出 并 且 具 有 直接 物理 意义 的 各 种 量 , 都 星 (2.1) 式 的 形式 ， 
式 中 的 殉 总 是 跟 歼 * 乘 在 一 起 ,由 于 这 一 点 , 归 一 化 的 波 函 数 显 然 可 以 包含 一 
个 具有 e (ea 为 任 一 实数 ) 形 式 的 不 确定 的 常数 相 因 子 , 这 个 因子 的 模 量 等 于 
1. 这 种 不 确定 性 原则 上 是 无 法 消除 的 ;但 它 无 关 紧 要 ,因为 它 并 不 影响 任何 物 
理 结果 . 

量子 力学 的 积极 内 容 是 建立 在 有 关 波 函数 性 质 的 一 系列 假定 的 基础 之 上 

设 在 波 函 数 为 罗 (9q) 的 态 中 进行 某 种 测量 可 以 获得 可 靠 的 肯定 结果 ( 称 为 
结果 1) ,而 在 到 (9) 的 态 中 进行 这 种 测量 也 可 以 获得 可 靠 的 肯定 结果 2. 那么 可 
以 假定 ,在 于 和 有 更 的 任 一 线性 至 加 所 给 出 的 态 中 , 即 在 任 一 具有 cj 有 +c 到 
明 数 形式 (其 中 c 和 c, 为 常数 ) 的 态 中 ,进行 该 种 测量 所 得 的 结果 或 者 是 1 ,或 
者 是 2. 此 外 ,还 可 进一步 假定 ,只 要 以 上 两 个 态 的 时 间 依 赖 关系 是 已 知 的 ,也 就 
是 一 个 由 函数 多 (gq,t) 给 出 , 男 一 个 由 函数 针 (g,i) 给 出 ,那么 ,它们 的 任 一 线 
性 全 加 也 给 出 了 这 个 到 加 态 的 可 能 的 时 间 依 赖 关系 . 以 上 这 些 假定 ,构成 了 量子 
力学 的 一 个 首要 原理 , 称 为 状态 一 加 原理 . 从 这 个 原理 可 以 立刻 知道 , 波 函 数 所 
满足 的 一 切 方程 必须 对 严 保 持 线 性 . 

现在 让 我 们 考虑 一 个 系统 , 它 由 两 个 子 系统 所 组 成 ,并 且 假 定 这 个 系统 处 于 
这 样 的 状态 , 它 的 每 一 个 子 系统 都 是 完全 描述 的 @. 那么 我 们 可 以 断言 ,第 一 个 
子 系统 的 9 坐标 概率 和 第 二 个 子 系统 的 g, 坐标 概率 彼此 无 关 , 从 而 整个 系统 
的 概率 分 布 必然 等 于 这 两 个 子 系统 的 概率 分 布 的 乘积 . 这 就 是 说 ,该 系统 的 波 函 
数 甩 ;(9,9:) 可 以 表 为 这 两 个 子 系统 波 函 数 儿 (qq ) 和 业 ,(g, ) 的 乘积 : 

VD,(g sd) = Gq) YY,(g,), (2.3.) 

如 采 这 两 个 子 系统 没有 相互 作用 ,那么 ,整个 系统 及 其 两 部 分 之 间 的 上 述 波 函数 


山 当然 ,这 意味 着 整个 系统 的 态 也 是 完全 描述 的 . 但 应 强调 指出 相反 的 情况 并 不 成 立 ; 如 果 整 个 系 
统 的 态 是 完全 描述 的 ,一 般 来 讲 , 它 并 不 能 由 此 确定 各 个 个 别 部 分 的 态 (又 见 $ 14). 


$3 算 符 二 


关系 式 在 此 后 各 时 刻 仍 将 保持 不 变 , 即 可 写成 
有 (2.4) 


$3 算 符 


现在 来 考虑 某 一 标志 量子 系统 状态 的 物理 量 f. 严格 讲 来 ,我 们 下 面 所 讨论 
的 量 不 是 一 个 ,而 是 同时 有 一 组 这 种 物理 量 的 完全 集合 .但 由 于 对 问题 的 讨论 没 
有 多 大 差别 ,为 简明 计 , 下 面 只 讲 一 个 物理 量 . 

在 量子 力学 中 ,一 个 给 定 物理 量 所 能 取 的 数值 称 为 它 的 本 征 值 ,这 些 数值 的 

合 则 称 为 该 量 的 值 谱 . 在 经 典 力学 中 ,一 般 讲 来 ,物理 量具 有 连续 值 . 量子 力学 
中 也 有 一 些 物 理 量 ( 例 如 坐标 ) ,它们 的 本 征 值 具有 连续 的 值 域 ;这 种 情形 下 的 
本 征 值 称 为 具有 连续 谱 . 可 是 ,量子 力学 中 除了 这 些 量 以 外 ,还 有 其 它 一 些 量 , 它 
们 的 本 征 值 是 一 组 离散 的 数值 ;这 种 情形 我 们 称 为 具有 离散 谱 . 

为 简单 计 , 我 们 假定 所 考虑 的 量具 有 离散 谱 ; 连 续 谱 的 情形 将 在 $5 中 讨 
论 .f 的 本 征 值 用 f. 表示 ,下 标 n 可 取 0,1,2,3,… 等 值 .我们 还 用 业 , 表示 系统 的 
一 个 状态 波 函 数 ,该 态 中 的 /具有 确定 的 广 值 .这 个 波 函 数 业 , 称 为 所 给 物理 量 f 
的 本 征 函 数 .假定 每 一 个 这 样 的 波 函 数 已 经 归 一 化 , 即 有 


[iw ldg=1. 全 古市 


假定 该 系统 处 于 某 一 波 函 数 为 到 的 任意 状态 中 ,对 之 进行 物理 量 j/ 的 测 

量 结 果 可 得 f 的 某 些 本 征 值 .根据 状态 又 加 原理 可 以 断言 , 波 函 数 多 必然 是 

这 样 一 些 本 征 函 数 到 , 的 线性 组 合 ,这 些 娄 , 所 对 应 的 各 个 值 都 能 在 罗 态 中 

测 到 , 且 其 概率 不 等 于 零 . 因此 在 一 般 情 形 下 , 任 一 态 的 豆 函 数 可 表 成 下 列 级 
数 形式 : 

= (3.2) 


式 中 对 所 有 的 nn 求 和 ,a。 是 一 些 常 系数 . 

由 此 得 出 结论 ,任何 波 函 数 可 以 用 任 一 物理 量 的 一 套 本 征 函 数 来 展开 . 使 上 
述 展开 式 得 以 成 立 的 那 一 套 函 数 称 为 一 个 完备 组 (或 封闭 组 ). 

当 系统 处 于 波 函 数 为 到 的 态 时 ,展开 式 (3.2) 足 以 确定 在 该 态 中 找到 物理 
量 / 具 有 任 一 给 定 太 值 的 概率 ( 即 测量 结果 为 太 值 的 概率 ). 正 如 上 玉 所 述 , 这 
些 概率 应 由 煞 和 殉 * 的 某 种 双 线 性 表 式 所 确定 ,这 种 表 式 对 a, 和 a 而 言 因而 
也 是 双 线 性 的 . 当然 ,这 样 的 表 式 还 必须 是 正 量 . 最 后 , 当 系 统 处 于 波 函 数 多 = 
有 到, 的 态 中 时 ,f 值 的 概率 必须 等 于 1, 当 波 函 数 有 的 展开 式 (3.2) 中 不 仿 也 
时 ,大 值 的 概率 必须 等 于 零 . 能 够 满足 上 述 诸 条 件 的 唯一 正 量 只 能 是 系数 a, 的 
模 量 平方 .我 们 就 得 到 这 样 的 结论 ,展开 式 (3.2) 中 每 一 个 系数 的 模 量 平方 值 
la,1 ,确定 了 波 函 数 为 罗 的 态 中 物理 量具 有 相应 值 f, 的 概率 . 各 种 太 值 的 概 
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率 总 和 必须 等 于 1; 换 句 话说 ,以 下 关系 式 必须 成 立 : 
> le (3,3) 
如 果 函 数 多 未 经 归 一 化 ,(3.3) 式 也 就 不 再 成 立 .此 时 》 la,1? 将 由 更 和 
"的 某 一 双 线性 表 式 所 确定 ,这 个 表 式 当 多 归 一 化 后 必须 等 于 1. 这 样 的 表 式 
只 能 是 积分 式 | 更 到 " dq. 故 下 式 必须 成 立 : 
y qa = | Vy dq. (3.4) 
另 一 方面 , 如果 我 们 用 网 去 乘 w* ( 娄 的 共 轩 复 函数 ) 的 展开 式 
"= > 积 从 之 ,本 和 z 
| zad9= 人 [vw: ydg, 
将 此 式 和 (3.4) 式 比较 ,我 人 有 
> oo = 5 a | Yi yay, 
由 此 可 以 导出 下 列 公式 | 
a, = | wy; dq, (9.5) 
这 个 公式 确定 了 到 函数 对 多 , 本 征 函数 组 展开 时 的 系数 a 
如 果 把 (3.2) 式 代入 上 式 ,可 得 
a a, | Vy da, 
由 上 式 显然 可 知 ,本 征 函 数组 必须 满足 以 下 条 件 : 
| 更 家 dy =8.., (3.6) 
n=m 时 其 中 的 6,, =1,n 关 m 时 6,, =0.m 关 n 时 乘积 罗 , 炎 ”的 积分 等 于 零 , 这 
一 事实 称 为 炙 , 函数 组 的 正 交 性 . 因此 ,有 , 本 征 函 数组 构成 一 套 正 交 的 归 一 化 
的 完备 函数 组 (或 简称 为 正 交 归 一 系 ). 
现在 来 引入 物理 量 f 在 某 一 给 定 态 中 的 平均 值 的 概念 . 根据 通常 的 平均 
值 定义 ,我们 把 平均 值 f 定义 为 该 量 的 所 有 本 征 值 /, 分 别 乘 以 相应 的 概率 值 
la, 上 ?后 相 加 所 得 的 总 和 , 即 
f= 2 flo,l. (7 
我 们 来 写 出 了 的 一 个 表 式 ,这 个 表 式 中 不 含 歼 的 展开 系数 a, 而 只 含 煞 函 
数 本 身 . 鉴于 (3.7) 式 中 出 现 乘积 a,a; ,显然 ,欲求 的 表 式 对 严 和 到 ' 必须 是 双 


8$3 算 符 


线性 的 .我 们 引入 某 种 数学 算 符 ,用 广 表示 之 @ ,并 定义 如 下 . 令 (jE) 为 算 符 三 作 
用 于 函数 豆 后 所 得 的 结果 .我 们 定义 的 f ,是 使 ( f 殉 ) 和 共 斩 复 函数 亚 * 相 乘 后 
的 积分 结果 等 于 平均 值 f: 
f= | w' fv) dg (3.8) 

很 易 证 明 ,f 在 一 般 情形 下 是 一 个 线性 @ 积 分 算 符 . 实际 上 ,应 用 a, 的 表 式 

(3.5) ,可 以 把 (3.7) 式 的 平均 值 定义 改写 成 
f= FT foe = [w' (5 ot,)dg, 

和 (3.8) 式 比较 ,可 以 看 出 算 符 f 作用 于 函数 炙 的 结果 呈 以 下 形式 : 


(fw) = > auf,, (3.9) 
如 果 把 (3.5) 式 的 a, 代入 上 式 ,我 们 就 发 现 f 是 一 个 以 下 形式 的 积分 算 符 : 
Ow) = | K(g,g') wa') dg’, (3.10) 
其 中 的 函数 K(g,g') ( 称 为 该 算 符 的 核 ) 为 
K(qq)= > A ty) (yq). (3 1) 


因此 ,量子 力学 中 的 每 一 个 物理 量 都 有 一 个 确定 的 线性 算 符 与 之 相应 . 
由 (3.9) 式 可 知 ,如 果 函 数 亚 就 是 本 征 函 数 业 , 之 一 (此 时 所 有 的 a, 除了 一 
个 以 外 都 等 于 零 ) ,那么 ,用 算 符 f 作用 之 后 ,就 等 于 这 个 函数 乘 上 它 的 相应 本 
征 值 : 
f= (3.12) 
[此 后 凡 不 会 发 生 混淆 之 处 , 常 把 (f 业 ) 表 式 中 的 括号 略 去 ;将 该 算 符 视 为 作用 在 
它 后 面 所 跟 的 表 式 上 ]. 因此 我 们 可 以 说 ,所 给 物理 量 f 的 诸 本 征 函 数 均 为 下 列 
方程 的 解 : 
fy¥=fY, 
其 中 的 f 是 一 个 常数 , 当 上 述 方程 具有 满足 所 需 条 件 的 解答 时 ,这 个 常数 所 能 采 
取 的 诸 数 值 即 为 本 征 值 . 以 后 将 会 看 到 ,许多 物理 量 的 算 符 形状 可 以 通过 直接 的 


Q@@ 我 们 约定 , 凡 在 字母 上 加 一 符号 ““” 的 都 代表 算 符 . 
@ 一 个 算 符 具有 以 下 性 质 时 , 称 为 线性 的 : 
fw, +w,) =fw + 加 有 f(ay) =afW, 
其 中 和 生 , 为 任意 函数 ,a 为 任意 常数 . 
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物理 考虑 确定 出 来 ,上 面 所 讲 的 算 符 性 质 ,使 我 们 有 可 能 通过 解 f 殉 =f 亚 方程 而 
求 出 其 本 征 函 数 及 本 征 值 . 

一 个 实物 理 量 的 本 征 值 及 其 在 每 个 态 中 的 平均 值 都 是 实数 . 这 一 点 限制 了 
它 的 相应 算 符 . 令 (3.8) 式 等 于 它 的 复 共 e 式 ,可 得 以 下 关系 : 


上 fy)dg= | wf’ V" )dg, (9: 19Y 

其 中 的 广 代表 f 的 复 共 罗 f 算 符 0. 一 般 讲 来 ,这 个 式 子 对 任意 的 线性 算 符 不 一 定 

成 立 ,因而 它 对 算 符 f 的 形式 是 一 种 限制 . 对 任意 的 算 符 f 讲 来 ,我 们 可 以 求 出 它 
的 转 置 算 符 了 ,其 定义 如 下 : 

[2 a= [wf dg, (3.14) 


式 中 的 亚 和 GB 是 两 个 不 同 的 函数 . 如 果 令 $B 等 于 多 的 共 红 复 函 数 严 ' ,再 和 
(3.13) 式 比较 ,我 们 就 有 

f =", (9. 15) 
满足 这 个 条 件 的 算 符 称 为 厄 米 算 符 @. 这 样 一 来 ,在 量子 力学 的 数学 表述 中 ,和 
实物 理 量 相对 应 的 算 符 就 必须 是 厄 米 算 符 . 

我 们 还 可 以 纯 形 式 地 考虑 复 物理 量 , 即 其 本 征 值 为 复数 的 物理 量 . 假定 了 是 
这 样 一 个 量 . 则 可 引进 其 共 配 复 量 广 , 它 的 本 征 值 和 /的 本 征 值 成 共 罗 复 数 关 
系 .我 们 用 f' 代表 f" 所 对 应 的 算 符 .f' 称 为 算 符 f 的 厄 米 共 罗 算 符 ,一 般 讲 来 它 
不 同 于 复 共 罗 算 符 广 : 广 在 严 态 中 的 平均 值 为 

es | 到 入 ay 
另 一 方面 ,我 们 有 
(P = [JPeae] = fw wdg = [vf wag 
以 上 两 式 相 等 ,得 
f* =f° (3.16) 


显然 ,f' 一般 讲 来 并 不 等 于 f*. 
条 件 (3.15 ) 现 在 可 写成 


四 对 算 符 请, 如 果 有 fy = 四 , 则 复 共 思 算 符 f* 可 通过 三" 水 * = 由 "加 以 定义 . 
@ 对 (3.10) 形 式 的 线性 积分 算 符 而 言 , 厄 米 条 件 相当 于 该 算 符 的 核 必 须 满足 K(g,g') =K* (gq'， 
q). 


$4 算 符 的 加 法 和 乘法 。 11 ， 





Fp 《3. 17) 
因此 ,一 个 实物 理 量 的 算 符 等 于 它 的 厄 米 共 思 e 算 符 ( 厄 米 算 符 也 称 为 自 示 算 符 ). 
对 一 个 厄 米 算 符 讲 来 ,属于 不 同 本 征 值 的 本 征 函数 彼此 正 交 ,现在 来 讲 一 下 
如 何 直 接 证 明 这 种 正 交 性 . 设 f, 和 /为 的 两 个 不 同 本 征 值 , 罗 , 和 多 , 为 其 相 
应 的 本 征 函 数 : 
fy¥,=f,V,, fy, =f,Y,. 
第 一 式 两 边 各 乘 以 W; ,第 二 式 经 过 复 共 斩 后 再 在 两 边 各 乘 以 煞 ,, 然 后 两 
式 相 减 ,得 
py fv, -yf =(f,-f,) YY’, 
上 式 两 边 对 dg 积分 .由 于 广 =f, 按 (3. 14) 上 式 左边 的 积分 等 于 零 , 故 得 
~ | d=0, 
由 于 f/, 关 f, ,得 证 歼 , 和 狗 , 两 个 函数 的 正 交 性 . 
我 们 在 这 里 只 讲 了 一 个 物理 量 f, 但 在 本 节 之 初 早已 说 明 过 ,对 一 组 同时 可 
测 的 物理 量 的 完全 集合 也 可 以 同样 讲 . 此 时 完全 集合 中 的 每 一 个 量 f,g,… 均 有 
其 对 应 的 算 符 f,&8,…. 本 征 函 数 炎 , 则 对 应 于 上 述 诸 量 同时 具有 定 值 的 态 , 即 对 
应 于 具有 一 组 确定 的 本 征 值 f,,g,,… 的 态 , 且 为 下 列 方程 组 的 共同 解 : 
fvy=fy, BV=gV,…. 
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设 f 和 & 是 两 个 物理 量 f 和 的 算 符 .它们 之 和 /+g 对 应 于 一 个 相应 算 符 
f +&. 但 是 ,量子 力学 中 不 同 物理 量 相 加 的 含义 在 很 大 程度 上 取决 于 这 两 个 算 符 
能 否 同时 测量 . 如 果 f 和 g 能 够 同时 测量 , 算 符 f 和 & 就 具有 共同 本 征 函 数 , 它 
们 也 就 是 算 符 f +& 的 本 征 函 数 , 这 一 算 符 的 本 征 值 就 等 于 二 本 征 值 之 和 
f, +g,- 但 当 f 和 gg 不 能 同时 具有 确定 值 时 ,二 者 之 和 f+g 的 含义 就 更 有 限 了 . 
此 时 我 们 只 能 说 , 算 符 之 和 在 任 一 态 中 的 平均 值 等 于 二 者 平均 值 之 和 


f+g=f +8. (4.1) 
至 于 算 符 /+& 的 本 征 值 和 本 征 函 数 , 一 般 讲 来 与 1 和 的 本 征 值 和 本 征 函 数 不 


再 有 任何 关系 . 如 果 f 和 & 都 是 自 斩 算 符 , 显 然 上 +& 也 是 自 粥 算 符 , 从 而 它 的 本 
征 值 都 是 实数 ,并 且 等 于 由 此 定义 的 新 量 f+g 的 值 . 
下 列 定理 值得 提 一 下 . 设 fh 和 gg 分别 为 1 和 gg 的 最 小 本 征 值 ,而 (f+g), 为 
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f+g& 的 最 小 本 征 值 . 则 可 证 明 - 

(f +8)ofo+80, (4.2) 
式 中 的 等 号 当 f 和 g 可 以 同时 测量 时 成 立 . 这 个 定理 的 证 明基 于 这 样 一 个 明显 
的 事实 , 即 一 个 量 的 平均 值 总 是 大 于 或 等 于 它 的 最 小 本 征 值 .在 f+g 具有 本 征 


值 (f+g)。 的 态 中 ,我 们 有 f+g = (f+g)。, 另 一 方面 ,由 于 f+g =f +8>fh + go， 
我 们 就 得 到 不 等 式 (4.2). 

再 令 f 和 g 是 两 个 可 以 同时 测量 的 量 . 除了 它们 的 和 之 外 ,还 可 以 引进 它们 
的 乘积 概念 ,这 个 乘积 是 这 样 一 个 量 , 这 个 量 的 本 征 值 等 于 上 和 g 的 本 征 值 的 乘 
积 . 很 易 证 明 , 这 个 量 的 算 符 作 用 在 函数 上 的 结果 ,相当 于 把 原先 两 个 量 的 算 符 


先后 作用 于 该 函数 上 所 得 的 结果 . 这 样 的 算 符 , 在 数学 上 可 表 为 1 和 两 个 算 符 
的 乘积 .实际 上 , 设 业 , 为 1 和 & 的 共同 本 征 函 数 ,我 们 有 
JE 
(记号 态 代 表 一 个 算 符 , 它 作 用 于 函数 亚 上 的 结果 ,等 于 先 把 算 符 & 作用 于 殉 
上 再 把 算 符 广 作用 于 函数 8 多 后 所 得 的 结果 ). 同样 我 们 也 可 以 用 算 符 寻 代替 
f8, 两 者 的 差别 仅 在 于 因子 的 次 序 . 这 两 个 算 符 作用 于 到, 函数 的 结果 显然 是 相 
同 的 . 由 于 任 一 波 函 数 亚 可 表 为 多 , 函数 组 的 线性 组 合 , 故 f8 和 六 作用 于 任 一 
函数 的 结果 也 是 相同 的 . 这 一 事实 可 以 用 符号 等 式 /6 =&f 来 表示 ,或 写作 
fé -8 =0. (4.3) 

这 样 的 两 个 算 符 f 和 & 称 为 可 相互 对 易 . 由 此 得 出 一 个 重要 结论 :如 果 f 和 
g 两 个 量 可 以 同时 取 定 值 , 则 其 算 符 彼此 对 易 . 

上 述 定理 的 道 定理 也 能 加 以 证 明 ( 见 $11) :如 果 算 符 f 和 &# 对 易 ,那么 , 它 
们 所 有 的 本 征 函 数 都 可 取 成 两 者 的 共同 本 征 函数 ;其 物理 含义 是 ,这 两 个 算 符 所 
对 应 的 物理 量 可 以 同时 测量 . 因此 算 符 的 可 对 易 性 是 物理 量 可 以 同时 测量 的 一 
个 充 要 条 件 . 

算 符 相 乘 的 一 个 特殊 情形 是 一 个 算 符 的 震 乘 . 根据 以 上 的 讨论 可 知 , 算 符 户 
(p 为 整数 ) 的 本 征 值 等 于 算 符 f 的 本 征 值 的 p 次 方 . 一般 讲 来 ,我 们 可 以 把 一 个 
算 符 f 的 任意 函数 p(f) 定 义 为 一 个 算 符 , 这 个 算 符 的 本 征 值 等 于 同一 函数 
p(/) ,其 中 的 是 算 符 f 的 本 征 值 . 如 果 函 数 gp(f) 可 展开 成 泰勒 级 数 , 则 算 符 
gp(f) 也 能 展 成 这 样 的 短 级 数 , 即 归结 为 各 种 短 次 的 f7. 

特别 是 算 符 广 : , 它 称 为 广 的 逆 算 符 . 显然 ,把 算 符 f 和 f-!' 先 后 作用 于 任 一 


8$4 算 符 的 加 法 和 乘法 19。 


函数 上 ,其 结果 使 该 函数 保持 不 变 , 亦 即 有 ff-!' =f-'f =1. 
如 果 和 和 & 不 能 同时 测量 ,它们 的 乘积 概念 就 不 再 具有 上 述 直 接 意义 . 这 一 
点 可 用 下 列 事实 说 明 :现在 的 算 符 fé# 不 再 自 斩 ,从 而 不 能 对 应 于 任 一 实物 理 量 . 
事实 上 ,根据 一 个 算 符 的 转 置 定义 ,我 们 可 写 出 
| wpedy= [¥(88)dg= | (88) (fy)dg, 


这 里 的 算 符 f 只 作用 在 下 上 而 算 符 & 只 作用 在 8 上 ,所 以 被 积 函数 不 过 是 &G 
和 f 炎 两 个 函数 的 简单 乘积 . 再 一 次 应 用 算 符 的 转 置 定义 ,我 们 可 写成 
| wesda= | (fv) (88)4g= | BEf wag 
于 是 我 们 得 到 一 个 积分 ,和 原 积分 相 比 ,其 中 的 函数 娄 和 @ 对 调 了 位 置 . 换 
句 话说 , 算 符 8 是 徐 的 转 置 算 符 ,我 们 可 写成 


fe=8f, (4.4) 
即 乘积 fé 的 转 置 ,等 于 其 因子 分 别 转 置 后 再 以 相反 次 序 写 出 的 乘积 . (4.4) 式 
两 边 都 取 复 共 生 , 可 得 
(FE) =8 (4.5) 
如 果 广 和 & 都 是 厄 米 算 符 , 则 (18) ”=&. 由 此 可 见 , 当 且 仅 当 f 和 8 对 易 
时 ,f8 才能 是 厄 米 算 符 . 
我 们 要 指出 ,从 两 个 不 对 易 厄 米 算 符 的 乘积 /8 和 出 发 ,可 以 对 称 化 成 一 
个 厄 米 算 符 : 
这 样 的 表 式 有 时 会 碰 到 ; 称 之 为 对 称 化 乘积 . 
容易 看 出 及 -六 是 一 个 反 厄 米 算 符 ( 即 其 转 置 算 符 等 于 其 复 共 斩 算 符 乘 上 
一 个 负 号 ). 它 乘 上 i 后 即 可 变 成 厄 米 算 符 ;因此 


i(fé8 -&f) 所 
又 是 一 个 厄 米 算 符 . 
为 简便 计 , 今 后 我 们 有 时 将 用 以 下 的 记号 : 
[f ,8] =f8 -é&f, (4.8) 


并 称 为 这 两 个 算 符 的 对 易 式 . 容易 证 明 下 列 恒等式 
[f8é,h] =[f,h]é +f[8,h]. (4.9) 
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注意 ,如 果 [f,h] =0 和 [8&8,h] =0, 一 般 讲 并 不 导致 上 和 对 易 . 
$5 连续 谱 

$3 和 8$4 中 描述 离散 谱 本 征 函 数 特性 的 所 有 关系 式 , 可 以 毫 无 困难 地 推广 
到 本 征 值 为 连续 谱 的 情形 中 去 . 

设 f 为 具有 连续 谱 的 一 个 物理 量 . 我 们 可 以 简单 地 用 同一 字母 f 代 表 它 的 各 
个 本 征 值 ,并 用 业 , 代表 相应 诸 本 征 函 数 . 按 (3.2) 式 , 任 一 波 函数 殉 可 对 离散 谱 
的 一 套 本 征 函 数 来 展开 ,与 此 类 似 ,多 也 可 对 具有 连续 谱 的 物理 量 的 一 套 完备 本 
征 函 数 来 展开 (此 时 展开 式 是 一 个 积分 式 ). 这 种 展开 式 所 具 的 形状 为 


vg) = | ww 到 (9)dj， (5.1) 


式 中 的 积分 遍及 量 f 所 能 取 的 整个 值 域 . 

连续 谱 本 征 函 数 的 归 一 化 问题 要 比 离散 谱 情形 来 得 复杂 . 以 后 将 看 到 ,本 征 
了 数 模 量 平方 积分 等 于 一 的 要 求 , 现 在 无 法 满足 .为 此 ,我 们 把 于, 函数 的 归 一 化 
定义 改 成 这 样 :使 得 lajl df 等 于 在 多 波 函数 所 描述 的 态 中 测 得 该 物理 量 的 数 
值 介 于 /和 + df 之 间 的 概率 .所 有 可 能 值 的 概率 总 和 必须 等 于 1, 因 此 有 


| aer=l 全 


[类 似 于 离散 谱 的 (3.3) 式 ]. 
仿效 推导 (3.5) 式 的 方法 ,应 用 同一 论证 ,可 得 下 列 两 式 ,其 一 是 


| wy dg= | la,l?qdf, 
其 二 是 
[ww dg= {fa ¥ wafag. 
比较 以 上 两 式 ,发 现 展开 式 系数 满足 下 列 公式 ， 
or= | (9) 罗 (9)d9， (3.3) 


此 式 与 (3.5) 式 完全 类 似 . 
为 了 推 寻 归 一 化 条 件 ,现在 把 (5.1) 代 入 (5.3) 式 ,结果 得 


a = [or (fw dg ) af 
此 式 必须 对 任意 的 or 都 能 成 立 ,因而 必须 是 恒 等 地 得 到 满足 . 为 此 ,首先 ,被 积 
函数 中 的 ay 的 系数 ( 即 | 到 ' 史 dq) 只 要 了 ' 关 /就 必须 等 于 零 , 而 当 / =/ 时 ,这 


个 系数 必须 变 成 无 穷 大 (否则 对 df ' 积 分 后 将 等 于 零 ). 故 积分 | 多, dg 应 为 
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f° -f 的 函数 ,这 个 函数 当 宗 量 不 等 于 零 时 为 零 , 当 宗 量 等 于 零 时 为 无 穷 大 ,我 们 
用 5(f' - 力 代 表 这 个 函数 : 


[wy dq=8(f'-/). (5.4) 
我 们 必须 有 
| 8" Nar" =0y. 
这 个 式 子 确定 了 6(f' -/) 函数 当 f' -f=0 时 变 成 无 穷 大 的 方式 . 由 上 式 显然 可 
得 
1 5 -Par'=1. 


这 样 定义 的 函数 称 为 6 函数 ( 它 是 由 P. A. M. 狄 拉克 首先 引入 量子 力学 的 ). 我 
们 再 把 定义 它 的 公式 写 一 遍 . 它们 是 

x 天 0 时 6(x)=0， 而 6(0) = oo ， ES 
而 且 


「 ps (5.6) 


式 中 的 上 下 积分 限 可 换 成 任意 数值 ,只 要 x =0 的 点 处 于 积分 区 内 就 可 以 了 . 设 
用 x) 为 在 x=0 点 处 连续 的 函数 , 则 有 


I a 二 三 风 鸭 9 (5.7) 
此 式 可 改写 成 更 普遍 的 形式 
15(Gx -a)f(s) dx =f(a), (5.8) 


式 中 的 积分 区 间 包 含 *=a 点 ,并 且 f(x) 在 x=a 点 处 连续 .容易 证 明 6 函数 是 一 
个 偶 函 数 , 即 


5( -x) =6(x), (3.9) 
最 后 ,根据 
ep 三 .sy 六- 
可 导出 
5(ax) = (大 )5(s)， (5.10) 
其 中 a 为 任意 常数 . 


(5.4) 式 给 出 了 连续 谱 本 征 函 数 的 归 一 化 法 则 ; 它 可 以 代替 离散 谱 情 形 下 
的 归 一 化 条 件 (3.6). 我 们 看 到 ,和 以 前 一 样 ,多 和 入 ,函数 当 f' 关 1 时 是 相互 正 
交 的 . 可 是 模 量 平方 1 业 1 的 积分 对 连续 谱 讲 来 是 发 散 的 . 
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函数 罗 (9) 还 满足 另 一 个 类 似 于 (5.4) 式 的 关系 式 .要 推导 这 个 关系 式 ,可 
把 (5.3) 式 代入 (5.1) 式 中 ,得 


Y(9) = jz ( [wi (9) (9) df) dg 


由 此 我 们 可 以 立刻 推 知 必 有 

|B (9) (9) d=8(g -9). (5. 11) 
离散 谱 情 形 中 当然 也 有 一 个 与 上 式 相 类 似 的 关系 式 : 

> Vv (gq)T,(g) =6(g’ —Y). 人 二) 


(5.1),(5.4) 两 式 和 (5.3),(5.11) 两 式 相 比较 ,可 以 看 出 ,一 方面 ,函数 
(gq) 可 按 孙 数组 多 (9) 展 开 ,其 展开 系数 为 oj, 另 一 方面 ,(5.3) 式 是 一 个 完全 
类 似 的 展开 式 , 式 中 的 aj=a(7/) 函数 按 函 数组 业 ; (9g) 展 开 ,而立 (9) 充 当 了 展开 
式 系数 . 函数 a(f) 和 (gq) 一 样 ,也 能 完全 确定 此 系统 的 状态 ;我 们 有 时 把 a(7) 
称 为 了 表象 中 的 波 函 数 [而 柳 (g) 称 为 g 表象 中 的 波 函 数 ]. 正 如 1(g)1? 
系统 的 坐标 值 介 于 给 定 的 dg 区 间 内 的 概率 一 样 ,1a(f) 1? 确定 了 了 的 数值 介 
给 定 的 df 区 间 内 的 概率 .一 方面 , 业 (g) 函数 为 物理 量 f 在 gq nd 
数 ; 为 一 方面 , 它 的 共 轿 复 函 数 多 (g) 就 是 坐标 gq 在 f 表 象 中 的 本 征 函 数 . 

设 pg(/) 为 物理 量 f 的 某 种 函数 ,并 且 pg 和 j 的 关系 是 一 一 对 应 的 .那么 ,每 
个 于 (9) 函数 都 可 以 看 作 9 的 一 个 本 征 函数 .可 是 ,这 时 这 些 函 数 的 归 一 化 问题 
必须 改变 ,g 的 本 征 函 数 多 ,(g) 应 按 以 下 条 件 归 一 化 : 


| Bo ip da =6L pf') -pf)]. 
而 业 , 函数 是 按 条 件 (5.4) 归 一 化 的 .6 函数 只 有 当 宗 量 /' =f 时 才 等 于 零 . 当 太 ， 
趋 近 f 时 ,我 们 有 
FF = pt = 人 
按 (5. 10) 式 我 们 可 写成 


Lo ) = (5. 13) 


2 2 


此 式 和 (5.4) 式 对 比 ,可 知 多 。 和 入, 函数 的 相互 关系 为 


中 ”一 般 来 讲 , 如 wp(x) 为 某 一 单 值 函数 (其 逆 函 数 无 需 单 值 ) ,我 们 就 有 


[v(x)]= 5 Te 


其 中 ui 为 方程 式 p(x) =0 的 各 个 根 . 
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a 7 (5.14) 
df 
还 有 一 些 物理 量 , 这 种 量 在 一 个 值 域内 具有 离散 谱 ,而 在 另 一 值 域 内 具有 连 
续 谱 . 对 这 种 物理 量 的 本 征 函 数 讲 来 ,本 节 和 前 节 中 导出 的 所 有 公式 当然 也 能 成 
立 , 但 有 一 点 必须 指出 , 它 的 完备 函数 组 是 由 离散 谱 和 连续 谱 的 本 征 函 数 加 在 一 
起 组 成 的 .因此 , 任 一 波 函 数 对 这 种 量 的 本 征 郴 数组 展开 时 具有 以 下 的 形式 : 


Y(9) = 5 oy,(g) + | ww 用 (9)d/ (5.15 


式 中 对 离散 谱 求 和 ,并 对 整个 连续 谱 求 积分 . 
坐标 9 本 号 是 具有 连续 谱 的 物理 量 的 一 个 例子 . 容易 证 明 : 它 所 对 应 的 算 符 
相当 于 简单 地 乘 以 因子 gq. 由 于 各 种 不 同 坐 标 值 的 概率 是 由 模 量 平方 | ww(g)1* 
确定 的 ,所 以 坐标 平均 值 应 为 
基 | rdg= | 到 zay 
将 上 式 和 算 符 定义 (3.8) 式 比较 ,得 到 中 
9 =4， (5. 16) 
根据 一 般 规则 ,这 个 算 符 的 本 征 函 数 应 该 由 方程 9 罗 。 = 9, 妇 , 确定 , 式 中 的 gw 暂 
时 代表 一 个 具体 的 坐标 值 , 以 便 和 变量 g 相 区 别 . 由 于 多 ,=0 或 g=g 时 这 个 方 
程式 都 能 得 到 满足 ,很 明显 ,满足 归 一 化 条 件 的 本 征 函 数 应 该 是 包 
到 =6(g -40). (3 17) 


$6 过 渡 到 经 典 力学 极限 情 开 


量子 力学 把 经 典 力学 作为 自己 的 某 种 极限 形式 包括 在 内 . 问题 是 如 何 过 滤 
到 这 种 极限 情形 . 

在 量子 力学 中 ,一 个 电子 是 由 波 函 数 描述 的 , 波 函 数 确定 了 电子 坐标 的 各 种 
数值 ;对 于 这 种 波 函 数 ,迄今 我 们 只 知道 它 是 某 种 线性 偏 微分 方程 的 解 . 另 一 方 
面 ,经 典 力学 中 的 一 个 电子 被 看 成 一 个 质点 ,运动 于 由 运动 方程 所 完全 确定 的 轨 
道上 . 量子 力学 和 经 典 力学 之 间 的 这 种 内 在 关系 ,在 某 种 意义 上 ,与 电动 力学 中 


NS 


QD 为 简单 计 .今后 我 们 常 把 恒 等 于 乘 以 某 因子 的 算 符 直接 写成 该 因子 . 
@ 任 一 殉 函 数 对 这 种 本 征 函 数 展开 后 的 展开 系数 为 


ao0 = | 到 9)5(9 -go)dg= wgo) 
故 坐 标 值 介 于 给 定 区 间 dgo 内 的 概率 为 
las dgo = Iw( qo) 1° dgo 


这 正 是 应 有 的 结果 . 
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波动 光学 和 几何 光学 之 间 的 内 在 关系 相 类 似 . 在 波动 光学 中 ,电磁 波 是 由 满足 一 
定 的 线性 微分 方程 组 ( 即 麦克 斯 韦 方 程 ) 的 电场 矢量 和 磁场 矢量 所 描述 的 . 但 在 
几何 光学 中 , 光 的 传播 被 看 作 是 沿 着 确定 的 轨道 (光线 ) 行 进 的 . 这 种 类 似 性 ,使 
我 们 能 像 波 动 光 学 过 渡 到 几何 光学 那样 ,将 量子 力学 过 渡 到 经 典 力学 的 极限 

我 们 来 回忆 一 下 波动 光学 在 数学 形式 上 是 如 何 过 渡 到 几何 光学 的 ( 见 《 场 
论 》, $53). 设 v 为 电磁 波 的 任 一 场 分 量 . 它 可 表 成 uw = ae 的 形式 (ac 和 o 为 实 
量 ) ,其 中 的 a 称 为 波 的 振幅 ,op 称 为 波 的 相位 .几何 光学 对 应 于 波长 很 短 时 的 极 
限 情形 ;从 数学 上 讲 来 ,就 是 相位 (在 几何 光学 中 ,ep 称 为 程 函 ) 在 短 距 离 内 具 
有 很 大 的 改变 量 ; 这 就 是 说 ,此 时 可 以 假定 w 本 身 具 有 很 大 的 绝对 值 . 

与 此 类 似 ,我 们 可 以 从 这 样 的 假定 出 发 ,假定 量子 力学 的 波 函 数 在 经 典 力学 
极限 情形 下 具有 多 = ae”* 的 形式 , 式 中 的 a 是 一 个 缓 变 函 数 ,而 o 取 很 大 的 数 
值 . 大 家 知道 ,力学 中 的 质点 轨道 可 以 通过 变 分 原理 确定 , 按 此 原理 ,一 个 力学 系 
统 的 作用 量 $ 必须 取 极 小 值 (最 小 作用 量 原理 ). 在 几何 光学 中 ,光线 是 由 所 请 
费 马 原理 确定 的 , 按 此 原理 ,光线 的 光 程 亦 即 轨 道 的 起 端 与 终端 的 相位 差 必 须 取 
最 小 (或 最 大 ) 可 能 值 . 

基于 这 一 类 似 性 ,我 们 可 以 断言 ,在 经 典 极限 情形 下 , 波 函 数 中 的 相位 p 应 
与 所 考虑 物理 系统 的 力学 作用 量 $ 成 正比 , 即 有 5 = 常量 xp. 这 个 比例 常量 称 
为 普 朗 克 常 量 ,我们 用 上 表示 .皮具 有 作用 量 的 量 纲 ( 因 w 量 纲 为 1) ,并 且 

k=1.055 x10™ 本 
因此 一 个 “几乎 经 典 的 ”( 或 称 准 经 典 的 ) 物 理 系 统 的 波 函 数 具 有 下 列 形 式 : 
五 三 (6.1) 

普 朋 克 常 量 声 在 一 切 量子 现象 中 占有 重要 地 位 . 它 的 相对 值 (与 同 量 纲 的 
其 它 物理 量 相 比 ) 决 定 着 该 物理 系统 的 “量子 化 程度 ”. 量子 力学 向 经 典 力学 的 
过 渡 . 相当 于 相位 很 大 时 的 情形 ,这 可 用 碳 趋 于 零 (>0) 的 形式 描述 (正如 波动 
光学 过 渡 到 几何 光学 时 ,相当 于 波长 趋 于 零 ,A 一 0). 

我 们 已 经 阐明 了 波 函 数 的 极限 形式 ,但 未 涉及 它 与 经 典 轨道 运动 的 关系 问 
题 .一 般 讲 来 ,用 波 函 数 描述 的 运动 并 不 趋向 确定 的 轨道 运动 . 它 与 经 典 运 动 的 
关系 是 这 样 的 ,假定 在 某 一 起 始 时 刻 , 波 函数 和 随 之 而 有 的 坐标 概率 分 布 值 已 给 
定 ,在 随后 各 时 刻 ,这 个 概率 分 布 将 按 经 典 力 学 的 定律 变化 ( 详 见 $ 17 的 未 段 ). 

为 了 得 出 沿 确 定 轨道 的 运动 ,我们 必须 从 特殊 形状 的 波 函 数 出 发 ,这 种 波 函 
数 只 在 一 个 很 小 的 空间 范围 内 才 显 著 地 不 等 于 零 ( 称 为 波 包 ) ;这 个 空间 范围 的 


由 ”1900 年 由 M. 普 朗 克 引 入 物理 学 中 . 本 书 各 处 所 用 的 大 ,严格 来 讲 应 等 于 普 朗 克 常 量 h 除 以 2"n; 扩 
是 狄 拉克 最 先 使 用 的 . 
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尺度 必须 随 所 一 起 趋 于 零 . 然后 我 们 才能 说 ,在 准 经 典 情形 下 ,该 波 包 在 空间 将 
沿 质 点 的 经 典 轨 道 运动 . 

最 后 ,量子 力学 算 符 在 这 种 极限 情形 下 应 该 还 原 成 为 一 个 相 乘 因子 ,这 个 因 
子 束 是 相应 的 物理 量 . 
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让 我 们 再 回 到 测量 过 程 , 它 的 性 质 已 经 在 $1 中 定性 地 讨论 过 ;现在 来 说 明 
这 些 性 质 和 量子 力学 的 数学 表述 是 怎样 联系 的 . 

考虑 包括 以 下 两 个 部 分 的 一 个 系统 :一 个 经 典 仪 器 和 一 个 电子 (看 作 一 个 
量子 客体 ). 测量 过 程 就 是 这 两 个 部 分 进入 相互 作用 ,其 结果 是 仪器 由 初 态 转 为 
为 一 状态 ,根据 其 状态 变化 可 以 引出 电子 状态 的 有 关 结 论 . 仪器 的 状态 是 由 标志 
它 的 某 种 (或 某 些 ) 物 理 量 的 数值 即 “ 仪 侮 的 读数 ”一 一 所 确定 的 .我们 暂时 
用 g 表示 这 个 量 ,用 g, 表示 g 的 本 征 值 ;g 的 值 域 按照 仪器 的 经 典 性 质 一 般 讲 
来 应 该 是 连续 的 ,但 我 们 一 一 仪 为 今后 简化 公式 起 见 一 一 假定 它 为 离散 谱 . 仪器 
的 状态 可 用 准 经 典 波 函 数 B,(E) 描 写 , 下 标 n 对 应 于 仪器 “读数 ”g, ,而 上 为 其 坐 
标的 集合 . 仪 副 的 经 典 性 质 表 现 于 下 列 事实 , 在 任 一 给 定时 刻 , 我 们 可 以 肯定 它 
处 于 具有 确定 g 值 的 某 一 已 知 态 B, 中 ;这 样 的 假定 ,对 一 个 量子 系统 讲 来 , 当 
然 是 不 合理 的 . 

令 Gu(E) 为 仪器 的 初 态 波 函 数 (测量 之 前 ) ,到 (9) 为 电子 的 任 一 归 一 化 初 
态 波 函数 (9 表示 其 坐标 的 集合 ). 这 两 个 函数 相互 独立 地 描述 仪器 和 电子 的 状 
态 . 故 整个 系统 的 初 态 波 函数 等 于 下 列 乘 积 : 

Voq)D(t), (C751 

随后 ,仪器 和 电子 进入 相互 作用 .运用 量子 力学 的 方程 式 , 可 在 原则 上 追踪 该 系 

统 的 波 函 数 随时 间 的 变化 .在 测量 过 程 结 束 之 后 ,这 个 波 函 数 当 然 不 一 定 仍 是 上 

的 函数 和 的 函数 的 乘积 . 把 这 个 波 函 数 对 仪器 的 本 征 函 数 更 , (它们 构成 一 完 
备 组 ) 展开 后 ,可 得 下 列 友 加 形式 : 

> dC) (Es (7.25 





其 中 4, (9g) 为 g 的 某 种 函数 . 
仪器 的 “经 典 性 质 ”, 以 及 经 典 力学 既是 量子 力学 的 基础 又 是 其 极限 情形 的 
双重 角色 ,现在 开始 露面 .如 前 所 述 , 仪 器 的 经 典 性 质 意味 着 ,g 量 (“ 仪 器 读 
数 ”) 在 任何 时 刻 均 有 某 种 定 值 . 这 就 使 我 们 能 够 断定 ,测量 之 后 ,仪器 加 电子 的 
整个 系统 的 态 ,实际 上 并 不 是 由 (7.2) 式 的 整个 级 数 之 和 描述 ,而 是 由 其 中 与 仪 
器 “读数 "g, 相对 应 的 那 一 项 描述 的 : 
A (gD (Es Ei 
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由 此 可 见 , 上 式 中 的 4,(g) 正 比 于 测量 结束 后 电子 的 波 函 数 . 从 函数 4, (gq) 并 没 
有 归 一 化 这 一 点 也 可 以 看 出 , 它 还 不 是 电子 波 函 数 本 身 ,4,(4) 中 不 但 包含 有 关 
电子 末 态 性 质 的 信息 ,而 且 还 包含 着 仪器 出 现 第 个 “读数 "的 概率 (由 系统 初 
态 所 确定 ) 的 信息 . 

由 于 量子 力学 方程 的 线性 性 质 ,4,(9) 和 电子 的 初 态 波 函数 数 (q) 的 关系 ， 
一 般 讲 来 ,可 以 通过 某 种 线性 积分 算 符 表 出 : 


4,(9) = | K,(q,9') wg') dq’, (7.4) 


其 中 的 核 K(g,g') 表 述 这 个 测量 过 程 的 特征 . 

我 们 假定 上 述 测量 给 出 了 电子 态 的 完全 描述 . 换 句 话说 ( 见 $1) ,未 态 中 所 
有 各 量 的 概率 应 该 与 电子 的 先前 (测量 以 前 ) 状态 无 关 . 从 数学 上 讲 , 这 意味 着 
函数 4,(g) 的 形状 必须 由 测量 过 程 本 身 所 确定 ,而 与 电子 的 初 态 波 函 数 多 (gq) 无 
关 . 因此 4, 应 呈 下 列 形式 : 

A,(g) =a,.p,.(q), C7:5) 

其 中 yp, 为 某 种 确定 的 函数 ,我 们 假定 它 已 经 归 一 化 ,只 有 常数 a, 才 依 赖 于 
(9). 在 积分 关系 式 (7.4) 中 ,这 相当 于 核 K, (gq,gq') 分 解 成 为 q 的 函数 和 9 的 
阴 数 二 者 的 乘积 z 


K.(q,q') =9,(q) V, (q'). (7.6) 
从 而 常数 a 和 函数 到 (49) 的 线性 关系 呈 下 列 形式 : 
a, = | Vg) (9)d9， 人 


其 中 到,(9) 为 依赖 于 测量 过 程 的 某 些 确定 的 函数 . 

函数 p,(g) 就 是 测量 之 后 电子 的 归 一 化 波 函 数 . 这 里 我 们 看 到 ,用 测量 方法 
确定 一 个 电子 态 ( 这 个 电子 态 被 一 个 确定 的 波 函 数 描述 ) 的 可 能 性 在 理论 的 数 
学 表述 中 是 怎样 得 到 反映 的 . 

如 果 对 一 个 波 函数 给 定 为 丈 (g) 的 电子 进行 这 种 测量 , 则 常数 a, 具有 一 个 
简单 的 物理 含义 :根据 一 般 规则 ,1a,1 就 是 测 得 第 n 个 结果 的 概率 .所 有 测量 结 
果 的 总 概率 应 该 等 于 一 : : 

FP | (7.8) 


为 了 使 (7.7) 式 和 (7.8) 式 对 任意 的 归 一 化 的 函数 到 (49) 都 能 成 立 ,任意 函数 
(9) 必 须 能 对 函数 组 轨 ,(g) 展 开 ( 参 考 53) ,这 就 是 说 ,有 到,(4) 构 成 一 套 正 交 归 
一 化 的 完备 函数 组 . 

如 果 电 子 的 初 态 波 函 数 等 于 其 中 的 一 个 函数 鲍 ,(9), 则 与 于 , 对 应 的 常数 
a, 显然 等 于 1 ,而 其 它 的 a, 都 等 于 零 . 换 句 话说 ,对 处 于 多 ,(g) 态 的 电子 进行 该 
种 测量 后 ,肯定 能 够 得 出 第 ”个 结 采 . 
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果 数 区,(9) 的 上 述 一 切 性 质 表明 ,它们 就 是 用 以 标志 电子 的 某 种 物理 量 
《用 /和 表示 ) 的 本 征 函 数 ,我 们 所 讲 的 那 种 测量 ,可 以 说 是 对 这 个 量 进行 测量 . 

十 分 重要 的 是 ,到 ,(9) 这 组 函数 一 般 讲 来 并 不 等 于 p,(9) 这 组 函数 . 一 般 讲 
来 ,后 一 组 函数 甚至 并 不 相互 正 交 , 也 不 构成 任 一 算 符 的 本 征 函 数组 . 这 就 表明 
了 这 样 一 个 事实 ,量子 力学 中 的 测量 结果 是 无 法 重 现 的 . 如 果 电 子 处 于 更 (9) 
态 , 那 么 ,测量 f 的 结果 ,会 肯定 地 得 出 值 . 但 当 测 量 结束 之 后 ,该 电子 就 处 于 
不 同 于 初 态 的 p,(g) 态 ,一 般 讲 来 ,在 这 个 态 中 f 不 再 取 任 何 定 值 . 故 在 第 一 次 
测量 结束 之 后 ,对 该 电子 紧 接 着 作 第 二 次 测量 时 ,我 们 会 得 到 不 同 于 第 一 次 测 得 
的 f 值 .要 想 用 第 一 次 测量 的 已 知 结果 去 预 断 第 二 次 测量 的 结果 ( 意 即 算出 其 
慨 率 ) ,我 们 必须 首先 知道 :由 第 一 次 测量 所 建立 的 那个 态 的 波 函 数 g,(g) ,以 及 
在 第 二 次 测量 中 欲求 其 概率 的 那个 波 函 数 煞 ,(g). 这 就 是 说 ,从 第 一 次 测量 结 
束 时 的 p,(9) 出 发 ,应 用 量子 力学 方程 求 出 yg, (9g,t) 波 函数 ;那么 ,在 :1 时刻 进 行 


第 二 次 测量 时 获得 第 m 个 结果 的 概率 可 以 用 积分 | p,(g,1) 罗 ; (g)dg 的 模 量 平 


方 给 出 . 

我 们 看 到 ,量子 力学 中 的 测量 过 程 具有 “两 面 " 性 : 它 对 电子 的 过 去 和 未 来 
起 着 不 同 的 作用 . 对 过 去 而 言 , 即 对 前 次 测量 中 所 建立 的 一 个 电子 态 而 言 ,通过 
这 次 测量 ,可 以 “验证 "由 该 态 所 预 断 的 各 种 可 能 结果 的 概率 . 对 未 来 而 言 , 通 过 
这 一 次 的 测量 后 又 建立 了 一 个 新 的 电子 态 ( 参 见 $44). 因 此 ,测量 过 程 本 身 的 
这 个 特性 包含 着 一 个 深 窒 的 不 可 道 性 原理 . 

这 种 不 可 逆 性 具有 重要 的 原则 意义 . 我们 将 在 以 后 看 到 ( 见 $ 18 未 段 ) , 量 
于 力学 基本 方程 本 身 对 时 间 的 变 号 具有 对 称 性 ;从 这 一 方面 讲 来 ,量子 力学 和 经 
典 力学 没有 什么 区 别 .但 是 测量 过 程 的 不 可 逆 性 ,使 得 时 间 的 两 个 指向 具有 物理 
上 的 不 等 价 性 ,也 就 是 说 ,使 得 过 去 和 未 来 呈现 差别 . 


QD 关于 测量 的 无 法 重 现 性 问题 ,必须 指出 一 个 重要 例外 一 一 测量 结果 可 以 重 现 的 一 个 量 就 是 从 
标 . 在 足够 短 的 时 间 间 隔 内 对 一 个 电子 的 坐标 进行 两 次 测量 ,一 定 会 得 出 相 邻 值 ;否则 将 意味 着 电子 具有 
无 限 大 的 速度 . 从 数学 上 讲 来 ,这 一 点 与 下 列 事实 有 关 , 即 电子 和 仪器 的 相互 作用 能 量 算 符 与 坐标 算 符 互 
相对 易 ,因为 这 种 相互 作用 能 (在 非 相 对 论 理论 中 ) 仅 为 坐标 的 函数 . 
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$8 哈密 顿 算 符 


量子 力学 中 ,物理 系统 的 态 完全 由 波 函 数 罗 确 定 . 这 就 是 说 ,给 出 了 某 一 时 
刻 的 波 函 数 后 ,不 但 该 系统 在 该 时 刻 的 所 有 性 质 得 以 描述 ,并 且 能 确定 该 系统 在 
此 后 所 有 时 刻 的 行为 (当然 ,这 只 能 确定 到 量子 力学 一 般 允 许 的 完备 程度 为 


让 这 一 事实 的 数学 表述 为 , 任 一 时 刻 波 函 数 的 时 间 微 商 宇 的 值 必须 由 该 时 刻 


的 罗 函 数 本 身 的 值 所 确定 ,根据 全 加 原理 ,它们 之 间 的 关系 还 应 是 线性 的 . 其 最 
普遍 形式 为 


访 人 二 = 和 V (B11 
式 中 五 是 某 个 线性 算 符 ;因子 访 的 引进 下 面 即将 说 明 . 
由 于 积分 式 | yy" dg 是 一 个 和 时 间 无 关 的 常数 ,我 们 有 


Pd = [22 dg+ | wadq = 0. 
把 (8.1) 式 代入 上 式 , 并 对 第 一 个 积分 应 用 算 符 的 转 置 定义 ,我 们 有 ( 略 去 公 因 
子 这 天) 
| ¥A* w' dg - | ¥' fwdg | 到 下 ae- | 到 Pdy = 
= | 到 (站 _f) wdg =0 


由 于 上 式 必 须 对 任意 的 多 函数 成 立 ,因而 必须 有 等 式 瓦 * = 五 ; 故 五 是 一 个 厄 米 
算 符 . 我 们 来 求 算 符 有 所 对 应 的 物理 量 . 为 此 ,我 们 应 用 波 函 数 的 极限 表 式 
(6.1) ,并 把 它 写成 


8$9 算 符 对 时 间 的 微 商 .23 . 


dV 1 09$ 


or 五 0 
其 中 的 缓 变 振幅 a 无 需 微 分 . 将 此 式 和 定义 (8.1) 式 比较 ,可 知 极限 情形 下 ,的 


算 符 归结 为 相 乘 因子 - 35/3t. 这 就 是 说 , - 95/9t 是 厄 米 算 符 有 所 对 应 的 物 
理 量 . 


我 们 在 力学 中 熟知 , 微 商 - 呈正 好 就 是 一 个 力学 系统 的 哈密 顿 函数 H. 故 算 
符 五 是 量子 力学 中 对 应 于 哈密 顿 函 数 的 算 符 ; 称 为 哈密 顿 算 符 ,或 者 简称 为 该 


系统 的 哈密 顿 量 . 如 果 哈 密 顿 量 的 形式 为 已 知 ,方程 (8.1) 就 确定 了 该 物理 系统 
的 波 函 数 . 这 个 量子 力学 中 的 基本 方程 称 为 波动 方程 . 


$9 算 符 对 时 间 的 微 商 


量子 力学 中 物理 量 的 时 间 微 商 概念 ,不 能 按 经 典 力 学 的 方式 来 定义 . 因为 经 
典 力 学 的 微 商定 义 中 考虑 了 一 个 量 在 两 个 相 邻 的 不 同时 刻 所 具有 的 数值 . 但 在 
量子 力学 中 ,一 个 量 在 某 一 时 刻 具 有 定 值 , 它 在 随后 各 时 刻 一 般 讲 来 并 不 具有 定 
值 ;这 一 点 已 经 在 $1 中 详细 讨论 过 . 

因此 量子 力学 中 的 时 间 微 商 概念 必须 给 予 另 外 的 定义 . 我 们 自然 地 把 物理 
量 f 的 微 商 f 定义 成 这 样 一 个 量 , 这 个 量 的 平均 值 等 于 平均 值 的 时 间 微 商 . 
即 定义 为 : 


a. Lor 
从 这 个 定义 出 发 ,不 难 获得 对 应 于 广 的 量子 力学 算 符 /的 表 式 . 由 于 
f= | W*fwdq, 故 
: > i | ¥' Uwag+ 
+ 全 was | f odg. 
其 中 的 下 是 对 算 符 广 进 和 了 时 间 偏 微 商 后 所 得 的 算 符 ,因为 广 可 能 依赖 于 参量 上 
把 2 和 a 按 (8.1) 的 表 式 代 入 上 式 , 可 得 
= | add + 二 (站 到， )Pwdg -二 {Vf(AY) dg. 


由 于 算 符 互 是 厄 米 的 ,因而 
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| (Bw ) fr)dg= [FPA ydg= | hfwdg; 
因此 有 
= je (¥ [ag 
另 一 方面 ,由 于 按 平均 值 定义 有 广 = | "六 Wdg, 故 知 被 积 函 数 中 国 括号 


内 的 表 式 就 是 欲求 的 算 符 站: 
f= 六 + 二 (六 -六 ). (9.2) 


要 注意 的 是 ,如 果 算 符 广 不 显 含 时 间 ,那么 , 广 除开 一 个 常 因子 /i 外 ,就 等 
于 算 符 f 和 哈密 顿 量 的 对 易 式 . 

有 一 类 十 分 重要 的 物理 量 , 它 的 算 符 不 显 含 时 间 , 且 和 哈密 顿 量 相 对 易 , 从 
而 有 f =0. 这 样 的 量 称 为 守恒 量 . 由 于 j= 了 =0, 即 了 是 一 个 常量 . 换 句 话说 ， 
该 量 的 平均 值 不 随时 间 变 化 . 这 里 我 们 还 可 断定 ,如 果 所 给 态 中 的 /具有 定 什 
( 即 波 函 数 为 算 符 f 的 一 个 本 征 函 数 ) , 则 在 所 有 的 随后 时 刻 f 仍 具 ( 同 一 ) 定 值 . 


$10 定 态 
封闭 系统 (或 处 于 恒定 外 场 中 的 系统 ) 的 哈密 顿 量 不 可 能 显 含 时 间 . 这 是 因 


@ 经典 力学 中 ,如 果 量 f 是 该 系统 的 广义 坐标 gq; 和 广义 动量 p; 的 函数 , 则 j 了 的 时 间 全 微 商 为 
2 of 
re a + 


本 of 
di ot + [LH], 


其 中 的 


称 为 + 和 五 两 量 的 泊 松 括号 (参考 第 一 卷 ,《 力 学 》, 8$ 42) .此 式 和 (9.2) 式 比较 ,我 们 看 到 , 当 算 符 i( 有 - 
扩 ) 过 渡 到 经 典 力 学 极限 情形 时 ,第 一 级 近似 应 当 等 于 零 , 第 二 级 近似 ( 相对 于 和 就 是 [万 ,/]. 这 个 结论 


对 任意 两 个 量 / 和 & 来 讲 都 是 正确 的 ; 即 算 符 i(f&8 - 伪 ) 趋 向 于 经 典 极限 量 [f,g] ,而 [7,g] 为 下 列 泊 松 
括号 : 


我 们 总 可 以 把 g 形式 地 想象 为 某 一 系统 的 哈密 顿 量 ,根据 这 个 事实 即 得 上 式 . 


$10 定 态 “ 25 ， 





为 对 这 样 的 系统 来 讲 , 所 有 时 间 都 是 等 价 的 . 另 一 方面 ,由 于 任 一 算 符 和 它 自 己 
当然 是 对 易 的 ,我们 就 得 到 这 样 一 个 结论 ,对 不 在 可 变 外 场 中 的 一 个 系统 来 讲 ， 
它 的 哈密 顿 函数 是 一 个 守恒 量 . 大 家 知道 ,守恒 的 哈密 顿 函 数 称 为 能 量 . 量子 力 
学 中 能 量 守 恒定 律 的 意义 就 在 于 ,如 果 所 给 态 的 能 量具 有 定 值 , 则 此 值 将 不 随时 
间 变 化 . 

能 量 为 定 值 的 态 称 为 该 系统 的 定 态 . 描述 定 态 的 波 函 数 炎 , 是 哈密 顿 算 符 
的 本 征 函 数 ,满足 方程 Hw, = 已 ,到 ,. 其 中 的 已 为 能 量 的 本 征 值 . 对 函数 它 , 讲 来 
波动 方程 (8. 1 ) 成 为 





Wi 
1 =HV =E YY. 


ot 
此 式 可 对 时 间 直 接 积分 ,并 得 
Wu (10. 1) 
式 中 y, 仅 为 坐标 的 函数 . 上 式 确定 了 定 态 波 函 数 对 时 间 的 依赖 关系 . 
我 们 用 小 写 的 y 代表 不 包含 时 间 因 子 的 定 态 波 函 数 . 这 种 函数 以 及 它 的 能 
量 本 征 值 是 由 下 列 方程 确定 的 : 
Hy = Ey. (10. 2) 
能 量 为 最 小 允许 值 的 定 态 称 为 该 系统 的 基态 . 
任 一 波 函 数 严 按 定 态 波 函数 展开 后 , 呈 以 下 的 形式 : 
p= > 6 (gy): (10.3) 


和 通常 一 样 ,展开 式 系数 的 各 个 模 量 平方 la,1? 确定 了 该 系统 具有 各 种 能 量 值 
的 概率 . 

一 个 定 态 中 的 坐标 概率 分 布 由 模 量 平方 | 到 ,1? = 1y, 1? 所 确定 ;我 们 看 到 它 
和 时 间 无 关 . 同 理 可 知 任 一 物理 量 /( 其 算 符 不 显 含 时 间 ) 在 定 态 中 的 平均 值 也 
不 随时 间 变 化 ; 

f= | wify,dg= [yfy,dq. 

前 面 已 经 讲 过 , 任 一 守恒 物理 量 的 算 符 与 哈密 顿 量 相 对 易 . 这 就 是 说 , 任 一 
守恒 物理 量 可 以 和 能 量 同时 测量 . 

在 一 个 系统 的 各 种 不 同 定 态 中 ,有 些 定 态 可 能 具有 相同 的 能 量 值 (相同 的 
能 级 ) ,但 有 不 同 的 其 它 物理 量 值 . 被 几 个 不 同 的 定 态 所 对 应 的 那个 能 级 称 为 有 
简 并 的 能 级 . 从 物理 上 讲 来 ,存在 着 简 并 能 级 的 可 能 性 与 下 列 事实 有 关 , 即 能 量 
本 身 一 般 讲 来 还 不 足以 构成 物理 量 的 一 个 完全 集合 . 

如 果 有 两 个 守恒 的 物理 量 / 和 ,它们 的 算 符 并 不 对 易 ,那么 该 系统 的 诸 能 
级 一 般 讲 来 是 简 并 的 . 譬如 , 设 少 为 某 一 定 态 波 函 数 ,该 态 中 除 能 量 外 量 / 也 具 
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有 定 值 . 我 们 很 易 断 定 函 数 并 不 等 同 于 函数 少 ( 常 因子 除外 ) ;否则 该 态 中 的 
量 g 也 将 具有 定 值 ,这 是 不 可 能 的 ,因为 1 和 不 能 同时 测量 . 另 一 方面 ,函数 @y 
又 是 哈密 顿 量 的 一 个 本 征 函 数 ,并 且 和 yw 对 应 于 同一 能 量 值 E: 
H(By) =éHy =E(éy). 

由 此 可 见 ,这 个 时 候 有 不 止 一 个 本 征 函数 对 应 于 同一 能 量 值 ,也 就 是 说 该 能 级 
是 简 并 的 . 

属于 同一 简 并 能 级 的 各 种 不 同 波 函数 加 以 任意 的 线性 组 合 后 ,显然 仍 为 该 
能 级 的 一 个 本 征 函 数 . 换 句 话说 ,一 个 简 并 能 级 的 一 套 本 征 函 数 的 选择 方式 不 是 
唯一 的 .任意 选 出 的 属于 同一 简 并 能 级 的 一 套 本 征 函 数 ,一 般 讲 来 并 不 相互 正 
交 . 但 把 它们 加 以 适当 的 线性 组 合 后 ,总 可 以 组 合成 为 一 套 正 交 的 ( 且 为 归 一 化 
的 ) 本 征 函 数 . 

对 简 并 能 级 的 一 套 本 征 函 数 所 作 的 上 述 论断 ,当然 不 仅 对 能 量 的 本 征 函 数 
而 言 是 正确 的 ,而 且 对 任 一 算 符 的 一 套 本 征 函 数 而 言 也 是 正确 的 .对 所 论 的 算 符 
讲 来 ,只 有 属于 不 同 本 征 值 的 那些 本 征 函 数 , 才 是 自动 正 交 的 ;属于 同一 简 并 本 
征 值 的 那些 本 征 函数 ,一 般 讲 来 并 不 相互 正 交 . 

如 果 系 统 的 哈密 顿 量 等 于 两 个 (或 更 多 个 ) 部 分 之 和 .五 = + ,其 中 的 一 
个 部 分 只 含 坐标 组 9 ,而 另 一 部 分 只 含 坐标 组 9, ,那么 , 算 符 五 的 本 征 函 数 就 能 


写成 算 符 站 和 算 符 有 的 本 征 函 数 的 乘积 ,能 量 的 本 征 值 也 就 等 于 这 两 个 算 符 
的 本 征 值 之 和 . 

能 量 的 本 征 值 谱 既 可 以 是 离散 谱 , 也 可 以 是 连续 谱 . 离散 谱 中 的 定 态 总 是 对 
应 于 该 系统 的 有 限 运动 ,也 就 是 对 应 于 这 样 一 种 运动 ,该 系统 以 及 它 的 任 一 部 分 


都 不 会 跑 到 无 穷 远 处 . 这 是 因为 对 离散 谱 的 本 征 函 数 讲 来 ,| 1 下 | "dd 对 整个 空 


间 的 积分 是 有 限 的 . 这 当然 就 意味 着 , 模 量 平方 11 的 数值 很 快 地 衰减 ,并 在 无 
穷 远 处 变 成 零 . 换 句 话说 ,坐标 值 为 无 穷 大 的 概率 等 于 零 ; 亦 即 该 系统 在 作 有 限 
运动 ,或 者 说 该 系统 处 于 束缚 态 中 . 


对 连续 谱 的 波 函 数 讲 来 ，| 11*d 是 发 散 的 . 此 时 波 函 数 的 模 量 平 方 11 
并 不 直接 决定 各 种 坐标 值 的 概率 , 它 只 能 看 作 是 和 这 种 概率 成 正比 的 一 个 量 . 积 
| | 到 12dy 的 发 散 原因 总 是 由 于 1 炎 1? 在 无 穷 远 处 不 等 于 零 (或 者 不 是 够 快 地 


QD 并且 存在 着 无 限 多 种 组 合 方法 ,因为 在 ”个 函数 的 线性 变换 中 有 mn? 个 独立 的 变换 系数 ,而 个 
函数 的 正 交 归 一 化 条 件 只 有 -mn(n+1) 个 ;也 就 是 小 于 到 个. 


$11 和 拢 阵 “27: 


趋 于 零 ) 所 引起 的 . 因此 可 以 断定 ,在 一 个 任意 大 而 有 限 的 封闭 面 外 的 空间 区 
域 ,积分 | 1 1*dg 总 是 发 散 的. 这 就 意味 着 处 于 该 态 中 的 系统 (或 其 某 一 部 分 ) 
位 于 无 穷 远 处 . 对 于 一 个 由 连续 谱 的 各 种 定 态 波 函 数 全 加 而 成 的 波 函 数 讲 来 , 积 
分 | 11*dg 可 能 是 收敛 的 ,此 时 该 系统 处 于 一 个 有 限 的 空间 范围 内 . 可 是 这 个 


有 限 空间 范围 将 随 着 时 间 无 限制 地 扩张 ,终于 使 该 系统 运动 到 无 穷 远 处 . 
这 一 点 可 以 根据 下 面 的 讨论 看 出 .连续 谱 本 征 函 数 的 登 加 形式 为 


= | ese"™ya(q) ds. 
炎 的 模 量 平方 可 以 表 成 以 下 的 重 积 分 形式 : 
| 1? = 中 asave ME Ey (gqg)y (gq)dEdE'. 


这 个 式 子 如 果 对 茶 一 时 间 间 隔 了 求 平 均值 ,再 让 了 趋 回 无 穷 , 则 振荡 因子 
e ”的 平均 值 趋 于 零 ,从 而 整个 积分 趋 于 零 . 这 就 是 说 ,该 系统 处 于 位 形 空 
间 任 一 指定 点 的 概率 1 区 | 的 时 间 平 均值 趋 于 零 ; 但 是 这 种 结果 只 有 对 发 生 于 无 
限 空间 中 的 运动 才 有 可 能 成 立 由 . 可 见 连续 谱 中 的 定 态 对 应 于 系统 的 无 限 运动 . 


$11 和 珑 阵 
为 方便 计 ,我 们 假定 所 考虑 系统 的 能 谱 为 离散 谱 ; 下 面 求 得 的 所 有 关系 式 ， 
都 可 以 直接 推广 到 连续 谱 的 情形 . 设 轨 = > a, 生 ,为 任 一 波 函 数 对 定 态 波 函 数 
,的 展开 式 . 如 果 把 这 个 展开 式 代入 了 /的 平均 值 定义 (3.8) 式 中 , 则 得 
下 本 CT 
其 中 的 (i) 代表 下 列 积分 : | 
ft) = | 中 /dd CL 


当 n 和 m 采 取 所 有 可 能 的 各 种 数值 时 ,这 一 组 量 f, (1) 称 为 量 f 的 一 个 矩阵 外， 
每 一 个 f,,(it) 则 称 为 由 n 态 跃 迁 到 m 态 的 矩阵 元 . 


矩阵 元 f,(1) 的 时 间 依赖 关系 是 由 (如 果 算 符 f 不 显 含 ) 波 函数 炎 , 的 时 间 


@ ”要 注意 的 是 ,如 果 炎 是 由 离散 谱 的 波 函 数 午 加 而 成 的 , 则 有 
| 可 = 3 了 ee Vn gg = lap (gt? 
亦 即 概率 密度 的 时 间 平 均值 保持 有 限 . 


@ 物理量 的 矩阵 表示 法 ,是 在 苹 定 请 发 现 波动 方程 以 前 由 海 森 伯 于 1925 年 引进 的 . 后 来 ,M. 玻 恩 ， 
W. 海 森 伯 和 P. 约 当 又 进一步 发 展 ,成 为 “矩阵 力学 ”. 
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依赖 关系 确定 的 .用 (10.1) 式 代入 上 式 , 可 得 





UR (11.3) 
其 中 的 
bE 二 
ou = 一 CI 
称 为 n 态 和 m 态 之 间 的 跃迁 频率 ,而 
fn = | Yi fyndg, (11.5) 


这 一 组 量 构成 了 的 不 依赖 于 时 间 的 矩阵 ,在 量子 力学 中 经 常用 到 @. 
f 的 微 商 /的 矩阵 元 可 从 /矩阵 元 的 时 间 微 商 求 出 ;这 可 直接 从 下 式 出 发 ， 
j=f= 5 ed tn), (11.6) 
用 (11.3) 式 ,可 得 f 的 矩阵 元 为 


Tt) 20 hat)s CL 
或 不 含 时 间 ( 上 式 两 边 消 去 时 间 因 子 em 后 ) 的 矩阵 元 为 
(Ff ) w= ivf = (EB, ~ Ef (11.8) 
为 简化 式 中 的 符号 起 见 ,以 下 导出 的 所 有 公式 都 是 针对 不 含 时 间 的 矩阵 元 
而 言 的 ;对 依赖 于 时 间 的 矩阵 讲 来 ,也 能 导出 同样 的 式 子 . 
考虑 到 厄 米 共 堪 算 符 的 定义 后 ,我 们 可 以 求 出 /的 复 共 辐 量 /° 的 矩阵 元 
(f°) = [yif'ydg= [yif "ydg= [yf ydg 


或 
局 SR CL) 
通常 我 们 只 需 考 虑 实物 理 量 ,因此 有 


J Ci, 10) 
[fs 即 (f,)" .满足 上 式 条 件 的 矩阵 ,其 名 称 和 它 所 对 应 的 算 符 相同 , 称 为 厄 米 


和 矩阵. 

n=m 的 矩阵 元 称 为 对 角 和 矩阵 元 . 这 种 矩阵 元 和 时 间 无 关 , 从 (11. 10) 式 并 
可 看 出 它们 都 是 实 量 . 矩阵 元 f, 实 际 上 就 是 量 f 在 态 y, 中 的 平均 值 . 

不 难 获得 矩阵 的 “乘法 规则 ”. 为 此 ,我 们 首先 指出 下 列 公式 是 成 立 的 : 


@ 由 于 归 一 化 波 函 数 中 有 一 个 不 确定 的 相 因 子 ( 见 8$2) ,和 矩阵 元 /及 f,, (1) 也 只 能 确定 到 相差 一 
个 e ”各 形式 的 因子 为 止 . 这 种 不 确定 性 同样 不 会 影响 到 任何 物理 结果 . 


$11 甜 阵 “29 . 


J C11.11) 


这 个 式 子 不 过 是 函数 fy, 对 函数 组 yy, 的 展开 式 , 其 中 的 系数 可 由 普遍 公式 
(3.5) 确 定 . 根据 这 一 公式 ,我 们 可 写 出 两 个 算 符 的 乘积 作用 在 函数 y, 上 所 得 
的 结果 : 
féy, =f (By,) =f 2 gn: = gf = 2 | /i 
另 一 方面 我 们 应 该 有 
féy,= > (fe) my 
由 此 得 出 结论 ,乘积 fg 的 矩阵 元 是 由 下 式 确定 的 : 
(hs 2 (CTL. 22 
这 个 乘法 法 则 和 数学 中 采用 的 矩阵 乘法 法 则 完全 相同 :第 一 个 矩阵 的 行 乘 以 第 
二 个 矩阵 的 列 . 
给 出 矩阵 ,就 等 价 于 给 出 了 算 符 本 身 . 特 别 是 ,如 果 和 矩阵 已 知 , 则 原则 上 可 求 
出 该 物理 量 的 本 征 值 及 其 相应 的 本 征 函 数 . 
现在 假定 所 考虑 的 所 有 各 量 都 在 某 一 固定 时 刻 , 我 们 把 任 一 波 函 数 豆 ( 在 
该 时 刻 ) 按 哈密 顿 算 符 瑟 的 本 征 函 数组 展开 , 即 按 不 含 时 间 的 定 态 波 函数 消 ， 
展开 : 
Be 5 wi (le 


m 


式 中 的 c, 代 表 展 开 系 数 . 把 上 式 代 入 确定 f 的 本 征 值 和 本 征 函数 的 方程 式 /和 
=f 炎 中 .我 们 有 
> wo pny = Zeb 


上 式 两 边 各 乘 办 后 再 对 dd 积分 . 式 左 的 每 一 个 积分 式 | y; fwdq 就 是 相应 的 
矩阵 元 A。. 式 右 的 所 有 m 关 n 的 积分 式 | ww wadg 由 于 函数 组 的 正 交 性 而 等 
于 零 , 并 由 于 归 一 化 条 件 有 | ww,dq =10, 故 

网 £6 =fe. (11.14) 


个 ”按照 一 般 规则 ( $5) , 展 式 (11.13) 中 的 一 套 , 系数 可 以 看 作 “ 能 量 表象 "中 的 波 函数 (其 变量 
为 下 标 n, 即 能 量 本 征 值 的 编号 ). 和 矩阵 f., 在 这 个 表象 中 起 着 算 符 f 的 作用 , 它 作 用 在 波 函 数 上 的 结果 等 


于 (11.14) 式 的 左边 . 表 式 f = 》 》 c* (fcnm) 相 当 于 一 个 量 用 其 算 符 及 状态 波 函 数 表 出 的 平均 值 一 
般 公式 . 
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或 
2 (~ = 


式 中 , 当 mzn 时 6,, =0,m=n 时 656, =1. 

于 是 ,我 们 得 到 了 一 组 齐 次 的 线性 代数 方程 组 (以 c, 为 未 知 数 ). 大 家 都 知 
道 ,这 样 一 组 方程 式 ,只 有 当 它 们 的 系数 所 组 成 的 行列 式 等 于 零 时 , 才 可 能 有 不 
等 于 零 的 解 , 因 此 上 式 有 解 的 条 件 为 

det( 三 一 隐秘 三 和: (C11. 13 

这 个 式 子 ( 以 为 未 知 数 ) 的 根 就 是 物理 量 f 的 各 种 可 能 值 . 当 / 等 于 这 些 可 能 值 
中 的 任意 一 个 时 ,满足 (11.14) 式 的 一 套 c。 值 就 确定 了 对 应 于 该 可 能 值 的 本 征 
函数 . 

如 果 在 物理 量 j 的 矩阵 元 定义 (11.5) 式 中 , 令 少 为 1 的 本 征 函 数 , 则 按 方 
程式 fw, = 太 y。 可 得 

fm = | wifyndg=f, [yi wdg. 

根据 y, 函数 组 的 正 交 归 一 化 条 件 , 当 mn 时 得 出 f,, =0,n =m 时 则 有 f= 
，: 因此 只 有 对 角 和 矩阵 元 才 不 等 于 零 , 并 且 分 别 等 于 量 f 的 相应 本 征 值 . 只 有 对 
角 和 矩阵 元 不 等 于 零 的 矩阵 称 为 对 角 和 矩阵 . 特别 是 在 y, 函数 为 定 态 波 函 数 的 常用 
表象 中 ,能 量 矩 阵 就 成 为 一 个 对 角 和 矩 阵 (同样 ,凡是 在 定 态 中 具有 定 值 的 其 它 物 
理 量 的 矩阵 也 是 对 角 和 矩阵 ) . 一般 讲 来 ,用 算 符 & 的 本 征 函 数 来 定义 的 /矩阵 , 称 
为 物理 量 f 在 g 表象 中 的 矩阵 . 此 后 如 无 特殊 声明 , 当 我 们 讲 到 一 个 物理 量 的 矩 
阵 时 ,就 是 指 该 物理 量 在 常用 表象 中 的 和 矩阵 ,这 个 表象 中 的 能 量 矩 阵 是 一 个 对 角 
矩阵 . 前 面 讲 过 的 矩阵 元 的 时 间 关 系 式 ,都 是 仅仅 针对 这 个 常用 表象 而 言 的 0. 

借助 于 算 符 的 矩阵 表示 ,我 们 可 以 证 明 $ 4 中 提 到 过 的 一 个 定理 :如 果 有 两 


个 算 符 相 互 对 易 ,它们 就 具有 一 整套 共同 的 本 征 函 数组 . 假定 六 和 & 是 这 样 的 两 
个 算 符 ,根据 大 =2&f 和 (11.12) 式 的 矩阵 乘法 规则 ,可 得 
六 JE = Br in: 


如 果 取 算 符 f 的 一 套 本 征 函 数 y, 来 计算 诸 和 矩阵 元 , 则 mk 时 f=0, 故 上 式 可 
化 成 请 .8 = 8,nfa ,或 

gt = 大 0. 
如 果 f 的 所 有 本 征 值 f. 都 不 一 样 ,那么 ,只 要 mzn 就 有 矿 - 广 关 0, 从 而 有 &， = 
0. 由 此 可 见 gw 的 矩阵 也 是 对 角 的 ,这 就 是 说 ,函数 组 少 也 是 物理 量 g 的 本 征 函 


中 ”根据 能 量 和 矩阵 的 对 角 性 ,很 容易 看 出 (11.8) 式 就 是 算 符 公式 (9.2) 的 矩阵 表示 . 
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数组 . 如 果 f. 这 组 本 征 值 中 有 些 值 是 相同 的 (也 就 是 存在 这 样 一 些 本 征 值 ,其 中 
每 个 本 征 值 同 时 与 几 个 不 同 的 本 征 函 数 相 对 应 ) ,那么 ,对 每 一 组 属于 同一 本 征 
值 的 本 征 函 数 y, 而 言 , 所 对 应 的 g,, 和 矩阵 元 一 般 不 等 于 零 .但 是 ,把 属于 同一 本 
征 值 的 那些 本 征 函 数 y, 加 以 种 种 线性 组 合 后 ,它们 显然 仍 是 该 本 征 值 的 一 组 本 
征 函 数 ;从 中 我 们 总 是 可 以 挑 出 这 样 一 组 线性 组 合 ,使 得 所 对 应 的 各 个 非 对 角 和 所 
阵 元 g 全 都 等 于 零 . 由 此 可 见 , 在 这 样 的 情况 下 我 们 还 是 可 以 求 得 一 套 函 数 ， 
它们 都 是 f 和 & 的 共同 本 征 函 数 . 
下 式 在 应 用 中 会 遇 到 
aH\ 65， 
| (11.16) 
和 A 是 哈密 顿 量 8( 从 而 也 是 能 量 本 征 值 ,) 所 依赖 的 一 个 参量 . 证 明 如 下 . 方程 
(和 女 -E,)yw,=0 对 入微 商 后 , 左 乘 以 y* ,得 
A 0 okE 

p(B-E) = (3 ) 

对 9 积分 ,左边 为 
Oy, oy, 


"(BE)R"dg= [T(E,)"w: dg. 
[wi (HB-E) d= [3 (A-E,)' wdg 


由 于 五 是 厄 米 的 ,上 式 得 零 . 由 前 式 右边 积分 即 得 到 所 证 的 方程 . 
近来 文献 中 ,常用 下 列 记号 (由 狄 拉 克 引 进 ) 代 表 和 矩阵 元 f,,2: 
(nlflm). CT 
它 可 看 作 是 由 f 及 初 态 lm) 和 末 态 (nl 所 “组 成 "(这 些 初 末 态 记 号 与 其 波 函 数 的 
表象 无 关 ). 我们 也 可 用 这 些 记号 表 出 波 函 数 的 展开 系数 :如 果 有 一 组 完备 的 波 
函数 对 应 于 态 1n,) ,1n,) ,…, 则 态 1m) 的 波 函 数 对 这 套 函 数 展开 后 ,其 展开 系数 
可 记 作 


(nilm) = | yndg: LR 


$12 和 矩阵 的 变换 

一 个 给 定 的 物理 量 , 其 矩阵 元 可 用 不 同 的 波 函 数组 加 以 定义 . 例如 , 它 可 以 
是 各 种 物理 量 的 定 态 波 函 数组 ,也 可 以 是 同一 系统 在 各 种 不 同 外 场 中 的 定 态 波 
函数 组 . 于 是 就 产生 了 把 一 个 表象 中 的 和 矩阵 变换 到 男 一 表象 中 去 的 问题 . 

设 y,(gq) 和 w'(g) (n=1,2,…) 为 两 套 完备 的 正 交 函数 组 . 彼此 间 存 在 着 以 


Q@@ ”本 书 中 两 套 记号 都 用 . 当 脚 标 须 由 多 个 字母 组 成 时 ,用 (11.17) 式 特别 方便 . 
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下 的 线性 变换 关系 : 
b= 3 i 
这 不 过 是 y' 按 完备 组 y, 的 展开 式 . 这 个 变换 关系 式 可 以 按 惯例 写成 下 列 算 符 
形式 : 
= (1 
算 符 5 必须 满足 一 定 的 条 件 ,使 得 函数 组 y, 为 正 交 归 一 化 函数 组 时 wy' 也 
是 正 交 归 一 化 的 .将 (12.2) 代 入 下 列 正 交 归 一 化 条 件 中 : 
| wi wdg =6,,. 
然后 采用 转 置 算 符 的 定义 式 (3.14) ,我 们 有 


| CGS.)8° wy: dg = [wi SSy,dg =8,,. 

如 果 上 式 对 所 有 的 m 入 n 都 成 立 ,我 们 必须 有 $$=1 ,或 
§" 6+ (12.3) 
即 其 逆 算 符 等 于 其 厄 米 苍 算 符 . 具有 这 种 性 质 的 算 符 称 为 么 正 算 符 . 由 于 这 一 


性 质 ,(12.1) 的 逆 变 换 yy, =$-'y' 为 


多 = > Ss. (12.4) 
把 $$=1 或 $5+ =1 写成 矩阵 形式 ,可 得 下 列 形式 的 么 正 条 件 : 
2 SinS, = On 擅 记 入 > 时 
或 
» (12.06) 


l 


现在 来 考虑 某 个 物理 量 f, 我 们 写 出 它 在 “新 ”表象 中 的 矩阵 元 , 亦 即 相对 于 
,函数 组 的 矩阵 元 . 它 由 下 列 积分 式 给 出 : 


J y'sfyrdg = [ (8° wy ) Foy,)da= [wi SfSy,dg = 
= | wi S$-'fSy,dg. 
可 知 算 符 了 在 新 表象 中 的 和 矩阵 ,等 于 算 符 
Pp i (13,7) 
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在 旧 表 象 中 的 矩阵 吕 . 
一 个 矩阵 的 对 角 元 素 之 和 称 为 该 矩阵 的 迹 , 记 作 ty@ 
tf= > 大 (12.8) 
首先 应 该 注意 ,两 个 矩阵 的 乘积 的 迹 与 乘积 的 次 序 无 关 : 
tr(fe) =tr( gf) (12.9) 


因为 按 和 矩阵 乘法 规则 ,有 
tr(fg) = 六 这 fnrB tn = > 六 ginfnr = tr( gf). 
同 理 , 容 易 证 明 , 对 于 多 个 矩阵 的 乘积 ,其 迹 对 因子 的 循环 置换 保持 不 变 ;例如 
ireh) =tr(h/e) =tr( ehf). C2 > 
阵 迹 有 一 个 重要 的 性 质 , 就 是 它 并 不 依赖 于 定义 矩阵 元 时 所 选 的 函数 组 , 因 
为 
(trz 门 " =tr(S Ai) =tr(SS f) =trf. (1 41 
一 个 么 正 变换 ,使 函数 组 的 模 量 平方 之 和 在 变换 后 保持 不 变 :由 (12.6) 我 
们 得 
vy; | = Sp SuiSi Y, = 六 Wi On = yl (12. 12) 
全 二 勾 正 算 符 都 可 写成 
=e”， (12.13) 


S 
其 中 让 是 一 个 厄 米 算 符 :由 于 R' =R, 我 们 有 
i 
把 。e** 直 接 展 开 为 外 的 短 级 数 ,不 难 验证 下 式 成 立 : 
f'=$-:fS=f +[f,iR] + 二 [[ 扩 , 庆 ] , 户 ] a (12.14) 


当 玉 正比 于 一 个 小 参量 时 ,上 式 很 有 用 处 ,此 时 (12. 14) 变 成 对 参量 的 寡 级 数 展 
开 式 . 


QH 如果 [f,8] = -i#E, 是 算 符 f 各 的 对 易 关 系 , 由 变换 (12.7) 得 [f',8'] = -i#6', 即 对 易 关系 不 
变 .在 $9 的 附注 中 已 指出 ,6 是 经 典 泊 松 括号 [f,g] 的 量子 类 比 . 而 在 经 典 力学 中 , 泊 松 括号 在 变量 (广义 
坐标 和 广义 动量 ) 的 正则 变换 下 是 保持 不 变 的 ; 见 《力学 》§ 45. 在 这 种 意义 下 ,我 们 可 以 说 ,量子 力学 中 的 
么 正 变换 ,起 着 类 似 于 经 典 力学 中 正则 变换 的 作用 . 

Q@ 阵 迹 的 德 文 为 Spur, 英 文 为 trace, 记 作 spf 或 trf, 当然, 阵 迹 只 有 当 对 nn 的 求 和 式 收 敛 时 才能 有 定 
义 . 
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8$13 算 符 的 海 森 伯 绘 票 


在 上 述 量子 力学 的 数学 表述 中 ,对 应 于 各 种 物理 量 的 算 符 是 作用 在 坐标 函 
数 上 ,并 且 一 般 地 不 显 含 时 间 t. 物理 量 平均 值 对 时 间 的 依赖 关系 ,仅仅 来 自 状态 
波 函 数 对 时 间 的 依赖 关系 ,其 公式 为 
f(1) = | ¥’ (a,df vq,t) dg. (13.1) 
但 是 ,在 量子 力学 的 数学 表 式 中 ,我们 还 可 以 采用 另 一 种 有 所 不 同 但 是 等 价 
的 方式 , 即 把 波 函 数 对 时 间 的 依赖 关系 全 部 转移 到 算 符 身 上 去 . 这 种 海 森 伯 绘 景 
中 的 算 符 (不 同 于 前 述 薛 定 谓 绘 景 中 的 算 符 ) 虽然 在 本 卷 中 并 不 采用 .但 为 了 相 
对 论 理论 中 的 应 用 起 见 ,在 这 里 把 它 讲 一 下 . 
我 们 定义 下 列 算 符 [ 它 是 么 正 的 ; 见 (12.13) 式 ]: 
ee. 《13 2) 
其 中 入 为 系统 的 哈密 顿 量 . 根据 定义 ,这 个 算 符 的 本 征 函 数 就 是 算 符 五 的 本 征 
函数 ,也 就 是 定 态 波 函数 少 (9) ,此 时 
$y,(qg) =e ey,(q). C19.3) 
根据 上 式 ,任意 波 函 数 豆 对 定 态 波 函数 的 展开 式 (10.3 ) 可 以 写成 下 列 算 符 
形式 : 
WV(g,t) =SV(g,0). : (13.4) 
这 就 是 说 , 算 符 $ 的 作用 ,是 把 某 一 起 始 时 刻 的 波 函 数 变 成 任 一 时 刻 的 波 函 数 ， 
按 (12.7) 式 ,定义 下 列 依赖 于 时 间 的 算 符 : 
f(t1) =8-'fS, (13.5) 
则 有 
f (2) = | 到 (9,0)f(t) (gq,0) dg. (13.6) 
这 就 是 时 间 依 赖 性 完全 转移 到 算 符 以 后 的 的 平均 值 公式 (3.8) [我 们 对 算 符 的 
定义 基于 (3.8) 式 ]. 
显然 ,(13.5) 式 的 算 符 对 定 态 波 函 数 而 言 的 矩阵 元 ,就 是 (11.3) 式 所 定义 
的 依赖 于 时 间 的 矩阵 元 f,, (?). 
最 后 ,(13.5) 式 对 时 间 求 微 商 (假定 算 符 f 以 及 五 本 身 都 不 含 t) ,可 得 下 列 
方程 : 
和 
a (2 一 LC) 和 Co 


此 式 和 (9.2) 式 类 似 , 但 具有 不 同 的 含义 :(9.2) 式 是 与 物理 量 了 对 应 的 算 符 
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的 定义 ,而 (13.7) 式 左边 是 物理 量 算 符 /本 身 对 时 间 的 微 商 . 
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在 $1 末 段 指出 的 含义 下 ,用 一 个 波 函 数 来 对 一 个 系统 进行 的 描述 ,是 量子 
力学 中 可 能 做 到 的 最 完全 的 描述 . 

不 能 够 进行 完全 描述 的 态 是 有 的 ,如 果 我 们 所 考虑 的 系统 只 是 一 个 大 的 封 
财 系统 的 一 部 分 .我 们 假定 整个 封闭 系统 处 于 由 波 函 数 煞 (q,x) 所 描述 的 某 个 
态 中 ,其 中 的 * 是 我 们 所 考虑 的 那个 子 系统 的 坐标 组 ,4 是 该 封闭 系统 的 其 余 坐 
标 组 . 这 个 波 函 数 一 般 讲 来 不 能 分 解 成 一 个 * 函数 和 一 个 9 函数 的 乘积 0 ,因此 
所 考虑 的 子 系统 本 身 并 不 具备 自己 的 波 函 数 . 

设 f 是 这 个 子 系统 的 某 个 物理 量 . 它 的 算 符 只 作用 在 坐标 组 * 上 ,不 作用 在 
4 上 .这 个 量 在 多 (gq,*) 态 中 的 平均 值 为 


f= | V’ (gq,x)fV(g,x) dgdx. (14.1) 
引进 p(x',x) 函数 ,其 定义 为 
六 jw (gqg,%')V(gq,x)dg. (14;2) 


式 中 只 对 坐标 组 g 进行 积分 ;这 个 p 函数 称 为 子 系统 的 密度 矩阵 . 根据 (14.2) 式 
的 定义 ,这 个 函数 显然 是 “ 厄 米 ”的 , 即 
二 (14.3) 
这 个 密度 矩阵 的 “对 角 元 ”为 
和 0 | |V(gq,x) |*dg. 
上 式 确 定 了 子 系统 坐标 组 的 概率 分 布 . 
应 用 密度 和 矩阵 ,平均 值 f 可 以 写成 以 下 的 形式 : 
f= | Lfplx',%) J -sds. (14.4) 


其 中 的 f 只 作用 在 函数 p(x',x) 中 的 x 变量 上 ;算出 其 作用 结果 后 ,再 令 x' =x. 
由 此 可 见 ,知道 了 密度 矩阵 后 ,就 可 以 算出 描述 x 系统 的 任 一 物理 量 的 平均 值 . 
根据 这 一 点 ,我 们 还 可 以 通过 p(x',*) 算 出 该 系统 中 每 一 个 物理 量 取 各 种 可 能 
值 的 概率 . 因此 ,对 一 个 不 具备 波 函 数 的 系统 讲 来 , 它 的 状态 可 以 通过 密度 和 矩阵 
来 描述 . 这 个 密度 矩阵 不 包含 不 属于 该 系统 的 9 坐标 组 ,当然 , 它 实 质 上 还 是 依 


山 要 使 更 (9,z) 能 够 (在 某 一 时 刻 ) 写成 这 样 的 乘积 ,建立 苹 (9q,x) 态 的 那些 测量 值 必须 能 够 对 * 系 
统 和 9 系统 分 别 作出 完全 描述 . 此 外 ,为 了 使 殉 (g,x) 在 随后 时 刻 仍 能 继续 保持 这 种 乘积 形式 ,封闭 系统 
的 这 两 部 分 还 必须 没有 相互 作用 ( 见 $2). 这些 条 件 现在 一 个 也 没有 . 
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赖 于 整个 封闭 系统 所 处 的 态 . 

用 密度 矩阵 进行 的 描述 ,是 一 种 最 普遍 形式 的 量子 力学 描述 . 而 波 函 数 的 描 
述 不 过 是 这 种 普遍 描述 的 一 种 特殊 情形 ,也 就 是 相当 于 密度 矩阵 具有 p(x' ,x) 
= 多" (x') 多 (x%) 形 式 时 的 情形 . 这 种 特殊 情形 与 普遍 情形 之 间 存 在 着 以 下 的 重 
要 差别 0. 对 具备 波 函 数 的 一 个 态 讲 来 , 它 总 是 存在 着 某 种 完全 的 测量 过 程 , 可 
以 在 该 态 中 测 得 肯定 的 结果 (从 数学 上 讲 来 ,这 意味 着 多 总 是 某 种 算 符 的 一 个 
本 征 函 数 ). 另 一 方面 ,对 只 具有 和 密度 矩阵 的 那些 态 讲 来 ,就 不 存在 测量 结果 可 
以 唯一 地 断定 的 完全 测量 . 

现在 假定 所 考虑 的 系统 是 封闭 的 ,或 在 某 一 时 刻 成 为 封闭 的 . 那么 ,我 们 可 
以 导出 密度 矩阵 的 一 个 时 间 变 化 式 , 它 类 似 于 到 函数 所 满足 的 波动 方程 式 . 我 
们 注意 到 ,p(x',x,t) 所 应 满足 的 那个 线性 微分 方程 式 ,在 特殊 情形 下 , 当 x 系统 
具有 波 函 数 时 , 即 当 

p(w ty) EWE {x ,a 
也 应 该 成 立 , 考 虑 这 一 点 后 ,就 可 以 使 推导 过 程 简化 . 上 式 对 时 间 求 微 商 并 应 用 
波动 方程 (8.1) ,可 得 


族 二 =if" CR i = 


ot 

= "(x,t) HV(x,t) - Vx,t)H'’ V' (x',t), 
式 中 的 和 及 是 子 系统 的 哈密 顿 量 ,只 作用 在 x 的 函数 上 ,H' 是 同一 算 符 ,只 作用 在 
x' 的 函数 上 . 式 中 的 函数 亚 * (x',t) 和 殉 (x,t) 显然 能 分 别 移 到 五 和 HH' 算 符 的 后 
面 ,从 而 得 出 欲求 的 方程 式 : 

ihiap(x,%x',t)/at = (H-H'* )p(%,x’,t). (14.5) 

假定 殉 (%,t) 是 子 系 统 的 定 态 波 函 数组 ,也 就 是 子 系统 哈密 顿 量 的 本 征 函 
数组 . 我 们 把 密度 矩阵 按 这 组 函数 展开 ;这 个 展开 式 是 ,(%,t) 和 业 ,(x',t) 两 函 
数 的 一 个 双重 级 数 , 它 的 形式 是 
p(ws% 3b) = 2 六 {RD) 


Ee 总 a (a (14.6) 


对 密度 矩阵 讲 来 ,这 个 式 子 的 作用 ,相当 于 波 函 数 的 展开 式 (10.3) ,原来 的 单 组 
系数 a, 现在 被 双 组 系数 cow 所 代替 . aw 系 数 和 密度 矩阵 本 身 一 样 显然 是 厄 米 - 
的 : 


@ 可 以 用 一 个 波 函数 描述 的 态 有 时 称 为 “ 纯 态 ” ,以 便 区 别 于 只 能 用 密度 矩阵 描述 的 态 , 这 种 态 称 
为 “混合 态 ”. 
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3 (14.7) 
把 (14.6) 式 代入 (14.4) 式 ,物理 量 f 的 平均 值 就 可 以 表 成 
f= 这 加 a | W(x,t)f WV, (x,t) dx 
或 
¥ 过 3 ps 本 (BY Ea > 机 (14.8) 
式 中 的 ,就 是 物理 量 f 的 矩阵 元 . 这 个 式 子 和 (11.1) 式 相 类 似 呈 . 
am 这 组 量 必 须 满足 某 些 不 等 式 . 密度 矩阵 的 “对 角 元 ”p(x,x) 确 定 坐 标 组 
的 概率 分 布 ,显然 必须 是 一 些 正 量 . 故 按 (14.6) 式 ( 令 其 中 x' =x) ,由 系数 ac, 所 
组 成 的 下 列 二 次 型 
六 这， 
(其 中 的 所 是 一 些 任意 复 量 ) 必须 为 正 量 . 根据 二 次 型 的 理论 可 以 知道 ,此 时 系 
数 qj, 就 必须 满足 某 些 条 件 .例如 ,所 有 的 “对 角 ” 量 显然 必须 是 正 量 : 


se (14.9) 
而 a ,Qnmn 和 a, 任意 三 量 必须 满足 以 下 的 不 等 式 : 
| (14. 10 ) 


“ 纯 态 情形 下 ,密度 和 矩阵 变 成 两 个 函数 的 乘积 ,相应 的 cw 和 矩阵 显然 呈 下 列 
形式 : 
3 (14.11) 
现在 来 指出 一 个 简单 的 判 据 ,使 我 们 能 够 根据 a,, 和 矩阵 来 判断 所 考虑 的 态 究 竟 
是 “ 纯 态 "还 是 “混合 ” 态 . 在 纯 态 下 ,我 们 有 : 


或 

(Ga ) mn = mn : (14.12) 
也 就 是 说 纯 态 的 密度 矩阵 等 于 它 自身 的 平方 . 
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我 们 来 考虑 一 个 不 在 外 场 中 的 多 粒子 封闭 系统 . 由 于 空间 的 所 有 位 置 对 作 
为 一 个 整体 的 这 个 系统 而 言 都 是 等 价 的 ,由 此 可 以 断定 , 当 整 个 系统 平移 任 一 距 


@ am 组 成 能 量 表象 中 的 密度 矩阵 ,用 此 矩阵 描述 系统 的 态 是 由 A. 朗 道 和 FF. 布 洛 赫 于 1927 年 各 
自 独 立地 提出 的 . 
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离 后 ,该 系统 的 哈密 顿 量 仍 将 保持 不 变 . 只 要 对 任 一 无 限 小 位 移 讲 来 这 个 条 件 能 
够 得 到 满足 就 够 了 . 
距离 为 6r 的 一 个 无 限 小 平移 ,相当 于 这 样 一 种 变换 ,这 时 所 有 粒子 的 径 天 
量 r,(a 为 粒子 的 编号 ) 都 获得 同一 增 量 br, 即 r, 一 r, +6r. 在 这 种 变换 下 ,粒子 
坐标 的 任意 函数 (7 ,r,,… ) 就 变 成 下 列 函 数 : 
pri+6r,r, +6r,…) = 峭 (m72) +6r. > Vy = 


= (1 OF | ron 
(对 于 rz, 的 微分 算 符 V。 代表 一 个 “矢量 ”, 它 的 分 量 为 算 符 3/9%x, ,93/9y, ,9/9z,). 
括号 中 的 表 式 
1 > Yas 
是 无 限 小 平移 算 符 , 它 可 使 y(r, ,r,,… ) 函数 变 成 下 列 函数 : 
jr +6r,r, +6Or,.… ). 

所 谓 “ 使 哈密 顿 量 保持 不 变 ” 的 变换 , 它 的 含义 是 ,如 果 对 Hy 函数 施行 这 种 
变换 ,其 结果 等 于 先 对 函数 施行 这 种 变换 后 ,再 把 算 符 有 作用 在 变换 以 后 的 
函数 上 . 从 数学 上 讲 来 . 这 可 以 表 成 以 下 的 形式 . 令 0 代表 “进行 "上 述 变 换 的 
算 符 . 则 有 0(By) = 有 (0y) ,所 以 

08 -6 =0. 
即 哈密 顿 量 必须 和 算 符 0 对 易 . 

在 我 们 所 考虑 的 情形 下 ,0 算 符 就 是 上 面 提 到 的 无 限 小 平移 算 符 . 由 于 单位 

算 符 (这 个 算 符 的 作用 相当 于 乘 以 1) 当然 和 任 一 算 符 对 易 , 同 时 常 因子 sr 可 以 


移 到 产 的 前 面 去 ,条 件 0 -80 =0 现在 可 化 成 
| || >. WV ) 0 (15.1) 
我 们 已 经 知道 ,和 五 对 易 的 算 符 ( 不 显 含 时 间 ) 它 所 对 应 的 物理 量 是 一 个 守 
恒 量 . 一 个 封闭 系统 由 于 空间 均匀 性 而 导致 的 守恒 量 就 是 该 系统 的 动量 ( 见 《 力 
学 》$7). 因 此 (15.1) 式 表达 了 量子 力学 中 的 动量 守恒 定律 ; 》 V。 算 符 除开 
一 个 常 因子 外 应 该 对 应 于 该 系统 的 总 动量 ,每 一 个 v。 则 对 应 于 单 粒 子 的 动量 . 
Vv 算 符 和 单 粒 子 的 动量 算 符 P 之 间 的 比例 系数 ,可 以 用 过 渡 到 经 典 力 学 极 
限 情形 的 方法 来 确定 , 它 等 于 - 和 访 : 
P=-i 太 V 介 吕 二 
其 分 量 式 是 
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P= -计生 ， 遍 = -入 全 


07y 
应 用 波 函 数 的 极限 表 式 (6. 1) ,我 们 有 
pVY= -ih(i/i)YV YS=VYyS5S 
亦 即 算 符 p 的 作用 在 经 典 近 似 中 还 原 成 为 乘 以 V 5S. 作用 量 的 梯度 V S 就 是 粒子 
的 经 典 动 量 忆 ( 见 4 力 学 》8$ 43 ) . 
容易 证 明 (15.2) 的 算 符 确 是 厄 米 的 . 设 炎 (x) 和 op(x) 是 两 个 任意 图 数 , 他 
们 在 无 穷 远 处 趋 于 零 , 则 有 
| hyds 到 -入 | 十 dx =ih {wy edx 一 | wi: pdx 
这 正 是 算 符 的 厄 米 条 件 . 
对 任 一 函数 的 两 个 不 同 变 量 进行 微 商 ,其 结果 和 微 商 的 先后 次 序 无 关 , 由 此 
可 知 ,动量 的 三 个 分 量 的 算 符 是 相互 对 易 的 : 
pp, -P,P =0, Pps—Pps =0, PP, -Pp, =0. Clo 3 
这 意味 着 单 粒子 的 三 个 动量 分 量 可 以 同时 具有 定 值 . 
我 们 来 求 动量 算 符 的 本 征 值 和 本 征 函 数 .它们 是 由 下 列 矢量 方程 确定 的 : 
ih Vy=py. (4) 
解 的 形式 为 
a (15.5) 
其 中 C 是 一 个 常数 .我 们 看 到 ,如果 同时 给 出 了 动量 的 三 个 分 量 ,粒子 的 波 函 数 
就 完全 确定 . 换 句 话说 ,p,,P,,p, 三 个 分 量 组 成 单 粒 子 物理 量 的 一 个 可 能 的 完全 
合 . 它们 的 本 征 值 构成 从 - % 到 + % 的 连续 谱 . 


根据 连续 谱 本 征 函 数 的 归 一 化 法 则 (5.4)，| yi ydV 对 整个 空间 (dy = 


dxdydz) 积分 应 该 等 于 函数 5(P' -p). 但 是 ,根据 以 后 应 用 中 即将 明白 的 理由 ， 
最 好 把 粒子 动量 的 本 征 函 数 归 一 化 成 动量 差 除 以 25 的 6 函数 : 


[wwar=8 (se) 


或 等 价 于 
[wiwdv= (2mj0?8(P' -p). (15.6) 
因为 三 维 8 函数 的 三 个 因子 中 ,每 个 因子 都 有 8[(P: -p.)/2mh] =2nh6(p - 
P.) ,等 等 . 
利用 公式 


@ 矢量 a 的 三 维 6(a) 函数 ,定义 为 它 的 分 量 5 函数 之 积 , 即 6(a) =6(a,)6(a,)6(a.,). 
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| edé=8(a) (15.7) 
进行 积分 中 可 以 看 出 ,如 按 (15.6) 归 一 化 , 则 (15.5) 中 的 常数 C =1@， 
7 (15. 8) 


粒子 的 任意 波 函 数 y(r) 按 其 动量 算 符 的 本 征 函 数组 y, 展开 ,其 展 式 简单 
地 等 于 健 里 叶 积 分 : 


y(r) = fap ns EE 
(其 中 dp = dp,dp,dp,). 按 (5.3) 式 ,展开 系数 a(p) 为 





芭 人 (15.9) 





a(p) = [yr) ys (rav= | 有 De gy. (15. 10) 
an $5)3 
la{p)l* 5 5 是 动量 值 在 dp 范围 内 的 概率 . 


正如 在 坐标 表象 中 求 出 动量 算 符 p 的 本 征 函 数 一 样 ,我 们 也 可 在 动量 表象 
中 引入 粒子 的 坐标 算 符 六 它 必须 这 样 定 义 ， Wo A 


r= | (p) a(p) Es py (15.015 
故 一 方面 ,这 个 平均 值 可 通过 波 函 数 y(r) 由 下 式 求 出 : 
z= [yw rwyarv. 
把 (15.9) 式 的 峭 (r) 代 入 ,我 们 得 (用 分 部 积分 法 ) 
(站 = 有 je "dp 


Lyntaatpyyag] 
用 上 式 及 (15. 10) ,得 
= fw: (r)ifi[ 9a(p)/aple ”dpdF= 


= [iia (PD) Loalp) /op es 


中 ”此 式 的 习惯 含义 是 , 式 左 的 函数 具有 (5.8) 式 的 5 函数 性 质 . 把 (15.7) 形 式 的 5(x -a) 函数 代入 
(5.8) , 即 得 熟知 的 傅 里 叶 积 分 式 


R= | [A 


所 采用 这 种 归 一 化 时 ,注意 :概率 密度 Ily1? =1, 即 函数 归 一 化 到 “每 单位 体积 中 有 一 个 粒子 ”. 这 种 
归 一 化 的 一 致 性 并 不 是 偶然 的 , 见 $48 的 最 后 一 个 脚注 . 


dé 
27 


$16 不 确定 度 关 系 式 ' 41 . 
| 


与 (15.11) 比 较 , 可 知 动量 表象 中 的 径 矢 算 符 为 
F =if9/ op C15. 125 
在 动量 表象 中 的 动量 算 符 则 简单 地 变 成 了 相 乘 因子 p. 
最 后 ,我 们 试用 p 表 出 空间 平移 间距 a 为 有 限 大 (不 光 是 无 限 小 ) 的 算 符 
7.. 根据 这 个 算 符 的 定义 ,我们 有 
Ty(r) =y(r+a) 
把 函数 y(r +a) 展 成 泰勒 级 数 ,我们 有 
vy(r+a)=y(r)+a.: oy (r)/or +…， 
或 者 ,引入 算 符 p= - 访 V， 
y(r+a) = [1 ta b+7 (ia Bb) + ] wdr) 
括号 内 的 表 式 即 算 符 
T = eV)e's (15.13) 
就 是 我 们 欲求 的 有 限 大 平移 算 符 . 
$16 不 确定 度 关 系 式 
我 们 来 推导 动量 算 符 和 坐标 算 符 之 间 的 对 易 关 系 . 我 们 知道 ,对 x,y,z 中 的 
任 一 个 变量 求 微 商 再 乘 上 其 中 的 另 一 个 变量 后 ,所 得 的 结果 和 这 两 种 运算 的 先 
后 次 序 无 关 , 因 此 有 
P.y -yp. =0， pz -zp, =0, C16.1) 
对 p, ,Pp, 讲 来 也 有 类 似 的 式 子 . 
推导 p, 和 x 的 对 易 关 系 时 我 们 有 : 


7 OR) Wh 
(Pp.% — xp, )y = I + 1fix -i 1fiy. 


可 见 (p,x -xp,) 算 符 的 作用 结果 等 于 乘 以 - 访 ; 这 一 点 ,对 P, 和 7y 以 及 户 和 z 的 
对 多 关系 讲 来 ,当然 也 是 正确 的 . 因此 有 


P.x — Xp, = = pyy -yp, = 一 让， Psz 一 2p, = 一 和 让. (16.2) 
(16.1) 和 (16.2) 诸 式 可 以 并 写成 以 下 形式 : 
Dix — Xp; = —ifi8, (i,k=%x,y,z). (16. 3) 


在 考察 这 些 关系 式 的 物理 意义 及 其 后 果 前 ,我们 先 来 推导 两 个 以 后 有 用 的 
式 子 . 令 f(r) 为 某 一 坐标 函数 . 由 于 
(Pf -fp)y = -ihl Vy) -fvV yl = -ihy vy, 


山 1925 年 海 森 伯 发 现 了 (16.2) 式 的 矩阵 表 式 ,成 为 量子 力学 的 一 个 起 点 . 
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所 以 有 
pf(r) -f(r)p= -ih vf. (16.4) 
动量 算 符 的 函数 f(5) 与 + 之 间 , 也 有 类 似 的 对 易 关 系 式 : 
f(B)r -rp) = -请 澡 (16.5) 
这 个 式 子 的 推导 方法 和 (16.4) 式 相同 , 式 中 的 坐标 算 符 可 以 采用 (15. 12) 式 , 然 
后 在 p 表象 中 进行 计算 即 可 . 


(16.1) 和 (16.2) 式 表明 ,一 个 粒子 沿 某 一 轴 的 坐标 分 量 可 以 和 沿 其 它 两 轴 
的 动量 分 量 同 时 具有 定 值 ;可 是 , 沿 同一 轴 的 坐标 分 量 和 动量 分 量 却 不 可 能 同时 
存在 . 特别 是 ,粒子 不 可 能 处 于 空间 菜 一 固定 点 而 又 同时 具有 确定 的 动量 p. 

设 有 一 个 粒子 处 于 某 一 有 限 空 间 区 域内 ,这 个 空间 区 域 沿 三 个 坐标 轴 方 向 
的 尺度 ( 它 的 数量 级 ) 分别 为 Ax,Ay,Az. 再 令 p。 为 该 粒子 的 动量 平均 值 . 从 数 
学 上 讲 来 ,这 意味 着 波 函 数 具有 y=u(r)e'-“”" "的 形状 ,其 中 的 u(r) 函数 只 
有 在 上 述 空间 区 域内 才 显 著 地 不 等 于 零 . 我 们 把 这 个 y 函数 按 动量 算 符 的 本 征 
函数 组 展开 ( 即 展 为 傅 里 叶 积 分 ). 展开 式 系数 a(p) 是 由 (15.10) 式 确定 的 ,该 
式 中 的 被 积 函数 呈 w(r) ec -2 的 形式 .为 了 使 这 个 积分 显著 地 不 等 于 零 ， 
振荡 因子 e“”” ”的 周期 必须 不 小 于 Ax,Ay,Az, 即 不 小 于 u(r) 函数 不 等 于 
零 的 空间 区 域 的 尺度 . 这 就 是 说 ,只 有 当 p 值 满足 (1/ 反 ) (po, -p,)Ax 三 1 诸 式 
时 ,a(p) 才 显著 地 不 等 于 零 . 由 于 la(p)1 决定 动量 值 的 概率 ,a(p) 不 等 于 零 的 
各 种 p,,p, ,Pp 值 ,正好 就 是 该 态 中 所 能 找到 的 粒子 动量 的 各 种 分 量 值 . 我 们 用 
Ap, ,Ap, ,Ap. 代表 a(p ) 不 等 于 零 时 p, ,p, ,Pp, 所 具有 的 值 域 ,因此 有 

Ap, Aw ~， Ap .Ay = ApiAz = (16.6) 
这 些 式 子 叫 做 不 确定 度 关系 式 , 它 是 海 森 伯 于 1927 年 建立 的 . 

我 们 看 到 ,粒子 坐标 知道 得 愈 精确 ( 即 Ax 愈 小 ) , 沿 同一 轴 的 动量 分 量 的 不 
确定 度 Ap, 就 愈 大 ,反之 亦 然 , 特 别 是 当 粒 子 处 于 空间 的 某 一 确定 点 ( Ax = Ay = 
Az =0) 时 , 则 Ap, = Ap, = Ap, = wm. 这 意味 着 此 时 所 有 各 种 动量 值 机 会 均等 . 反 
之 ,如 果 粒 子 具有 完全 确定 的 动量 p, 则 该 粒子 的 位 置 在 整个 空间 内 机 会 均等 
[这 一 点 可 以 从 (15.8) 式 的 波 函 数 直 接 看 出 来 ,这 个 波 函 数 的 模 量 平方 与 坐标 
变量 完全 无 关 ]. 

如 果 用 标准 偏差 来 表明 坐标 和 动量 的 不 确定 度 

Bu= dl(nsy | dp sult(p, =》 | 
” 则 可 确切 求 出 它们 的 乘积 的 最 小 可 能 值 (H. Weyl) . 我 们 来 考虑 一 维 波 包 , 它 的 
波 函 数 (x) 只 依赖 于 一 个 坐标 ,并 为 简单 计 , 假 定 这 个 态 中 的 x 和 p, 的 平均 值 
都 等 于 零 . 考虑 下 列 明显 成 立 的 不 等 式 : 
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其 中 a 是 一 个 任意 的 实 常 数 . 计算 上 述 积分 时 ,注意 到 
[x ly d= (0)’, 


| (sw ty PE) fs dar -wpdaz= -1, 








Qaxy + 时 | dx 三 0 





dy d da a 
WY ds = - [yer = 二 | 名 pan = 二 (ap 


我 们 得 
ao (6x) -a + 7(6p.)’ >0. 


如 采 这 个 a 的 二 次 三 项 式 对 所 有 的 a 值 而 言 都 是 正 的 , 则 它 的 判别 式 必须 为 
负 , 从 而 给 出 下 列 不 等 式 : 


了 (16; 7) 


乘积 的 最 小 可 能 值 为 ,此 时 波 包 的 波 函 数 旦 下 列 形式 : 
] i x 

Ge (Fr ~ ary) 
其 中 m 和 sx 都 是 常数 ,这 个 态 中 的 坐标 概率 值 为 

1 x 
pe pm | 
这 是 对 称 于 原点 (平均 值 * =0) 的 高 斯 分 布 ,标准 偏差 为 6x. 动量 表象 中 的 波 函 
数 是 


y (16.8) 


Iyl” = 





本 去 「 (x)e Vedx 


1 
V2 
算出 上 式 积分 ,得 到 
(Sx) {p, ph 

人 
动量 的 概率 分 布 le(p,)1? 也 是 一 个 对 称 于 平均 值 5, =m 的 高 斯 分 布 ,标准 偏差 
为 5p, = 和/26x, 所 以 乘积 6p,6x 确 为 二 


最 后 ,我 们 来 推导 男 一 个 有 用 的 关系 式 . 假定 f 和 g 是 两 个 物理 量 , 它 们 的 
算 符 满足 以 下 的 对 易 关系 : 


a(p,) = 第 数 xexp | 


fé -8&f = -ifé, (16.9) 
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式 中 的 6 是 某 个 物理 量 。 的 算 符 . 上 式 右 边 之 所 以 引入 到 因子 ,是 由 于 经 典 极限 
( 即 当 -0) 时 所 有 的 物理 量 算 符 应 该 还 原 成 为 经 典 量 而 彼此 对 易 . 故 在 “ 准 经 
典 " 情 形 下 ,第 一 级 近似 时 可 把 (16.9) 式 的 右边 当 作 零 . 在 下 一 级 近似 中 , 算 符 
可 以 用 经 典 量 来 代替 , 即 有 
fé -&r = — 1c. 

这 个 式 子 正好 和 p,x -xp, = - 丢 相 类 似 , 唯 一 的 区 别 是 以 fic 代 震 了 i@. 因此 我 
们 用 关系 式 AxAp, ~ 请 类 推 ,就 可 以 得 到 这 样 的 结论 , 即 在 准 经 典 情形 下 ff 各 
两 个 量 有 以 下 的 不 确定 度 关系 式 : 

AfApg ~ fic. (16: 10) 

特别 是 ,如 果 其 中 之 一 为 能 量 ( 太 = 万 ) ,并 且 另 一 个 量 的 算 符 (8&8) 不 显 含 时 

间 , 则 按 (9.2) 式 有 c=& , 准 经 典 情形 下 的 不 确定 度 关 系 式 此 时 变 成 

A 有 Ag ~ 天 2 . 【GE) 


中 ”这 个 经 典 量 就 是 和 8 的 泊 松 括号 , 见 8$9 中 的 附注 . 





$17 和 薛 定 谓 方 程 


一 个 物理 系统 的 波动 方程 的 形式 取决 于 它 的 哈密 顿 量 ,所 以 玖 在 量子 力学 
的 整个 数学 表述 中 至 关 重 要 . 

一 个 目 由 粒子 的 哈密 顿 量 , 它 的 形式 可 以 根据 伽利略 相对 性 原理 以 及 空间 
的 均匀 性 和 各 向 同性 等 普遍 要 求 来 确立 . 经 典 力 学 中 ,这 些 要 求 导致 粒子 能 量 对 
其 动量 的 平方 依赖 关系 :E =p /2m, 其 中 常数 m 称 为 该 粒子 的 质量 ( 见 《 力 学 》 
$4). 量子 力学 中 ,同样 的 要 求 导 致 能 量 和 动量 本 征 值 之 间 与 经 典 力 学 相应 的 
关系 式 相 同 , 这 些 量 现在 是 同时 可 测 的 守恒 量 ,( 对 一 个 自由 粒子 而 言 ). 

如 采 能 量 和 动量 的 每 一 本 征 值 都 满足 关系 式 =p’/2m, 则 能 量 和 动量 算 符 
也 必定 满足 同一 关系 式 : 


=P + +P). Ch 
把 (15.2) 式 代入 上 式 , 可 得 下 列 形式 的 自由 粒子 的 哈密 顿 量 . 
请 = -A (17.2) 
2m 


其 中 的 A =0 /9x +9 /9y +9/9z 为 拉 普 拉 斯 算 符 . 
无 相互 作用 的 多 粒子 系统 的 哈密 顿 量 , 等 于 其 各 个 粒子 的 哈密 顿 量 之 和 : 
A 1 
= “i 六 元 4A。 7 
(下 标 a 代表 粒子 的 编号 ;A。 代表 对 第 a 个 粒子 的 坐标 进行 微 商 的 拉 普 拉 斯 算 


符 ). 
经 典 ( 非 相对 论 ) 力 学 中 ,粒子 间 的 相互 作用 由 哈密 顿 量 中 添加 势能 项 
U(r ,Tr,,…) 来 描写 , 它 是 粒子 坐标 的 函数 .我们 在 系统 的 哈密 顿 量 中 加 进 同一 
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个 函数 后 ,粒子 间 的 作用 在 量子 力学 中 可 表 为 上 
请 = -总 DE (17.4) 


第 一 项 可 以 看 作 动 能 算 符 ,第 二 项 可 以 看 作 势 能 算 符 . 特别 是 对 外 场 中 的 一 个 单 
粒子 而 言 , 它 的 哈密 顿 量 为 


人 


H= 





2 2 
ee -FA + U(x,y,2) ， (17.5) 


2m 
其 中 的 U(x,y,z) 就 是 该 粒子 在 外 场 中 的 势能 . 
把 (17.2) 到 (17.5) 各 式 分 别 代 入 普遍 公式 (8.1) 中 ,可 以 分 别 得 到 各 相应 
系统 的 波动 方程 . 在 这 里 ,我 们 写 出 外 场 中 一 个 单 粒子 的 波动 方程 : 
a 7 


= -2m A + U(x,Y,2) 到， (17.6) 
确定 各 和 定 态 的 (10.2) 式 呈 以 下 形式 : 
FAy +[E- U(x,y,2) ]y =0. 他 


(17.6) 和 (17.7) 式 是 由 醉 定 证 于 1926 年 得 到 的 , 称 为 薛 定 谓 方程 . 
对 一 个 目 由 粒子 讲 来 ,(17.7) 具 有 以 下 的 形式 : 


所 
mY + ky =0. (7 8 


当 能 量 到 等 于 任 一 正 值 时 ,上 式 具 有 在 整个 空间 范围 内 都 取 有 限 值 的 解 . 
对 于 定向 运动 的 各 态 ,这 些 解 还 是 动量 算 符 的 本 征 函 数 , 并 有 忆 =p*/2m. 这 些 定 
人 态 的 整个 波 函 数 ( 与 时 间 有 关 的 波 函 数 ) 为 

We (17.9) 

每 一 个 这 样 的 函数 (平面 波 ) 描述 一 个 态 ,该 态 中 的 粒子 具有 确定 的 能 量 E 和 确 
定 的 动量 p. 这 个 波 的 角 频 率 为 E/, 波 矢 为 k=p/ 所 ;相应 的 波长 2ni/p, 称 为 该 
粒子 的 德 布 罗 意 波长 @. 

由 此 可 见 , 一 个 自由 运动 粒子 的 能 谱 是 连续 的 ,从 零 一 直 延 伸 到 + m . 其 中 
的 每 一 个 本 征 值 (Ek =0 除外 ) 都 是 简 并 的 ,并 且 简 并 度 为 无 穷 大 . 实际 上 ,对 应 
于 每 一 个 不 等 于 零 的 天 值 ,存在 着 无 穷 多 个 (17.9) 形 式 的 本 征 函 数 ,这 些 函 数 
具有 相同 的 动量 绝对 值 , 但 有 不 同 的 动量 方向 己 . 

我 们 来 追究 一 下 薛 定 诉 方 程 如 何 过 渡 到 经 典 力学 的 极限 情形 ,为 简单 计 ,只 
考虑 外 场 中 的 一 个 单 粒 子 . 把 波 函 数 的 极限 表 式 (6.1) ,到 = ce ,代入 薛 定 请 
方程 (17.6) , 求 微 商 后 ,可 得 


中 ”这 种 说 法 当然 不 是 量子 力学 基本 原理 的 逻辑 推论 ,而 可 看 作 是 来 自 实验 的 推断 . 
@， 与 粒子 相关 联 的 波 的 概念 是 由 上 工 . 德 布 罗 意 于 1924 年 首先 提出 的 . 
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05 i904 2 _ 1 起 

a ht 3) Fm0AS sh Va 
于 
—-—Aa+ Ua=0. 
2m 


这 个 式 子 中 含有 纯 虚 项 和 纯 实 项 (注意 $ 和 ae 都 是 实 量 ); 令 两 者 分 别 等 于 零 ， 
得 以 下 两 个 方程 : 
9S 1 a 
wT S) 十 U -3 Ao = 
oa a 


9 “人 
ot 2m m, 


第 一 式 中 略 去 含有 大 之 项 后 ,得 
95 1 
0t 2m 

这 个 式 子 就 是 单 粒 子 作 用 量 5 的 经 典 哈 密 顿 - 雅 可 比方 程 . 附 市 还 可 以 看 到 , 当 

和 一 0 时 ,经 典 力 学 在 产 一 次 才 ( 不 只 是 零 次 才 ) 的 限度 内 是 成 立 的 . 

以 上 所 得 的 第 二 个 方程 式 乘 以 2a 后 ,可 以 改写 成 下 列 形式 : 


de div (0 Y3)] -0. Cu, dy 


(BY =0, 17 10% 


这 个 式 子 具有 一 个 明显 的 物理 含义 :a 是 在 空间 某 点 找到 粒子 的 概率 密度 
( 11? =o);V S/m =p/m 为 粒子 的 经 典 速度 v .所 以 (17.11) 式 就 是 连续 方程 ， 
它 表 明 概 率 密度 按 经 典 力学 的 规律 “运动 着 ”, 并 在 每 一 点 具有 经 典 速度 v . 
习 题 
试 求 人 徊 利 略 变换 下 波 函 数 的 变换 规律 . 
解 : 先 求 一 个 自由 运动 粒子 (平面 波 ) 波 函数 的 变换 规律 .由 于 任意 函数 更 
可 按 平面 波 展 开 , 求 得 平面 波 的 变换 规律 后 ,就 可 求 得 任意 波 吕 数 的 变换 规律 . 
在 参考 系 K 和 K' 中 (K' 相 对 于 K 以 速度 六 运动 ) 的 平面 波 为 : 
= 常数 ; eh(p*r-E) , Vy’ Se 常数 3 ne 
由 于 rr =r' + WVi, 两 个 参考 系 中 ,粒子 的 动量 和 能 量具 有 下 列 关系 ( 见 《 力 学 》 8 8): 
p=p' +myV, E=E'+V.p' + 
把 上 列 r,P,E 诸 表 式 代 入 畴 中 ,可 得 
Vi 


V(r,t) = (r,t) exp [二 my， (m+) _ 


= (rv) exp [=o (mV er- Fm ) |]， (1) 
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这 个 式 子 已 不 包含 表征 粒子 自由 运动 的 参量 ,从 而 确立 了 所 求 的 任意 态 的 粒子 
波 函 数 的 一 般 变 换 规 律 .对 多 粒子 系统 而 言 ,(1) 式 中 的 指数 宕 包含 对 所 有 的 粒 
子 求 和 . 


$18 苹 定 庙 方 程 的 基本 性 质 


妖 定 记 方 程 的 解 所 应 满足 的 条 件 , 具 有 十 分 普遍 的 性 质 . 首先 , 波 函 数 在 整 
个 空间 内 必须 是 单 值 的 和 连续 的 . 即使 在 势 场 U(x,y,z) 本 身 具 有 突变 面 的 情形 
下 ,连续 性 的 要 求 仍 应 满足 .在 这 样 的 突变 面 上 波 函 数 及 其 导数 都 应 保持 连续 . 
如 采 势 能 U 超出 某 一 界面 即 呈 无 穷 大 , 则 在 此 界面 上 导数 的 连续 性 条 件 不 再 成 
立 .一 个 粒子 根本 不 可 能 穿 人 一 个 U= o 的 空间 区 域内 ,也 就 是 说 在 该 区 域 各 处 
必须 有 y=0.y 的 连续 性 意味 着 该 区 域 界 面 上 的 消 等 于 零 ; 可 是 在 这 种 情形 下 ， 
yb 的 导数 一 般 讲 来 是 不 连续 的 . 

如 采 势 能 U(*,y,z) 到 处 有 限 , 则 波 函 数 在 整个 空间 内 也 应 该 到 处 有 限 . 如 
末 U(x,y,z) 在 某 一 点 趋向 无 穷 大 ,但 其 趋势 不 超过 1/r(s <2), 则 波 函 数 的 有 
限 性 条 件 仍 能 得 到 保持 (可 再 参阅 § 35). 


设 Ui 为 U(x,y,z) 函数 的 最 小 值 . 由 于 单 粒子 哈密 顿 量 等 于 动能 算 符 ( 信 ) 
和 势能 算 符 两 项 之 和 , 任 一 态 中 的 能 量 平均 值 E 应 该 等 于 T+U. 但 因 算 符 个 ( 它 
相当 于 一 个 自由 粒子 的 哈密 顿 量 ) 的 所 有 本 征 值 均 为 正 值 ; 故 其 平均 值 7=0. 我 


们 还 记得 明显 的 不 等 式 UV > U,,, 即 有 E>U,. 由 于 这 个 不 等 式 对 任意 态 都 成 
立 , 它 对 能 量 E 的 所 有 本 征 值 讲 来 显然 也 是 成 立 的 : 
| 1 (18.1) 
我 们 来 考虑 运动 于 外 场 中 的 一 个 粒子 ,该 场 消失 于 无 穷 远 处 ;可 以 按照 通常 
的 方式 ,定义 U(x,y,z) 函数 在 无 穷 远 处 的 值 等 于 零 . 很 容易 看 出 ,能量 的 负 本 征 
值 将 旦 离散 谱 ,也 就 是 说 ,在 无 穷 远 处 等 于 零 的 场 中 ,所 有 E <0 的 态 都 是 束缚 
态 . 这 是 因为 ,连续 谱 中 的 定 态 都 对 应 于 无 限 运动 ,这 些 态 中 的 粒子 可 以 到 达 无 
穷 远 处 ( 见 §10). 在 足够 远 处 场 已 可 忽略 ,该 处 的 粒子 运动 可 以 看 作 自 由 运动 ; 
而 自由 运动 的 能 量 只 能 是 正 量 . 
能 量 的 正本 征 值 ,反之 ,将 构成 连续 谱 D, 并 且 对 应 于 粒子 的 无 限 运 动 ; 因 
为 E>0 时 ， I 


由 12d7 收敛 的 解 ， 


QD 应 该 声明 ,对 某 些 特殊 数学 形状 的 U(x,y,z) 函数 而 言 (并 不 具有 物理 意义 ) ,这 个 连续 谱 中 可 
能 要 去 掉 一 些 离散 的 数值 . 
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必须 注意 到 这 样 一 个 事实 ,在 量子 力学 中 ,有 可 能 在 E<U 的 空间 区 域内 找到 
作 有 限 运动 的 粒子 ;其 概率 Iy1? 虽 随 粒子 进入 该 区 距离 的 增 大 而 很 快 地 趋 于 零 ， 
但 在 所 有 的 有 限 距 离 内 它 并 不 完全 等 于 零 . 这 种 情形 和 经 典 力学 根本 不 同 ,经 典 力 
汉中 的 粒子 不 可 能 进入 U >E 的 区 域内 . 这 种 不 可 能 性 是 由 于 E <U 时 动能 变 成 
负 值 , 亦 即 速度 将 成 为 虚数 . 在 量子 力学 中 ,动能 本 征 值 仍 为 正 值 ;但 在 这 里 不 会 引 
起 矛盾 ,因为 ,如 有 某 一 测量 过 程 把 粒子 定 域 于 空间 某 一 固定 点 ,那么 这 一 测量 的 
结果 将 使 该 粒子 的 态 发 生 改变 ,使 得 这 个 粒子 根本 不 再 具有 任何 确定 的 动能 . 

如 果 在 整个 空间 内 U(x,y,z) >0( 同 时 在 无 穷 远 处 有 U0) , 则 按 不 等 式 
(18.1) 我 们 有 E, >0. 另 一 方面 ,由 于 E>0 的 能 谱 是 连续 的 ,由 此 得 出 结论 ,这 
种 情形 下 根本 不 存在 离散 谱 , 也 就 是 说 粒子 只 能 作 无 限 运动 ， 

假定 0 在 某 点 (我 们 取 作 原 点 ) 按 下 列 方式 趋向 -% : 

Ua =ar (3 (18.2) 
我 们 来 考虑 一 个 波 函数 , 它 在 原点 附近 的 某 一 (半径 为 m 的 ) 小 区 域内 取 有 限 
值 ,在 这 个 区 域 以 外 等 于 零 . 这 种 波 包 中 粒子 的 坐标 不 确定 度 具有 m 的 数量 级 ; 


故 动量 的 不 确定 度 为 - im. 这 个 态 中 的 动能 平均 值 具有 的 数量 级 ,而 势能 
平均 值 为 ~ -ea/ 先 假定 ; >2, 则 动能 与 势能 平均 值 的 和 


下 /mr — oa/ ro 
当 7 足够 小 时 可 取 任 意 大 的 负 值 .可 是 , 当 能 量 平均 值 能 够 取 这 样 的 数值 时 , 驶 
已 意味 着 能 量 本 身 具 有 负 的 本 征 值 ,并 且 这 种 本 征 值 具有 任意 大 的 绝对 值 . 在 原 
点 附近 极 小 空间 区 域内 运动 的 粒子 ,对 应 于 1E1 很 大 的 那些 能 级 . 它 的 “基态 ” 则 
对 应 于 处 在 原点 的 粒子 , 即 “ 落 ”入 r=0 点 的 粒子 . 
但 如 s <2, 则 能 量 本 身 不 能 等 于 任意 大 的 负 值 . 从 某 一 有 限 负 值 开始 将 呈 
: 离散 谱 . 粒子 在 这 种 情形 下 并 不 “ 落 ” 入 力 心 . 要 指出 的 是 ,在 经 典 力 学 中 ,粒子 
在 任意 的 引力 场 ( 即 ;为 任意 正 值 的 场 ) 内 原则 上 都 有 可 能 “ 落 ” 入 力 心 .s =2 的 
情形 将 在 $35 专门 研究 . 
其 次 ,我 们 来 研究 能 谱 的 性 质 如 何 依 束 于 场 在 远 处 的 行为 ,假定 r 一 % 时 努 
能 为 负 , 并 按 (18.2) 式 的 规律 趋 于 零 ( 现 在 该 式 中 的 r 很 大 ). 我 们 考虑 一 个 波 
包 , “充满” 在 半径 为 r,(r。 很 大 ) 厚度 为 Ar << mr 的 球 层 内 . 则 动能 的 数量 级 为 
所 /m( Ar)? ,势能 为 - a/r;. 我 们 增 大 7, 同时 使 Ar 的 增 大 和 m 成 正比 . 如 采 
s <2, 则 7 足够 大 时 ,大 /m(Ar) -a/ri 变 成 负 值 .因此 就 有 负 能 量 定 态 的 出 现 ， 
这 种 定 态 中 的 粒子 可 以 在 远离 原点 处 被 找到 ,并 具有 不 小 的 概率 . 这 就 意味 者 ， 
存在 着 绝对 值 为 任意 小 的 许多 负 能 级 (必须 注意 到 ,U >E 的 空间 区 域内 波 函 数 
很 快 地 衰减 到 零 ). 因此 在 这 种 情况 下 ,离散 谱 中 含有 无 穷 多 个 能 级 ,它们 愈 来 
僵 密 地 挤 向 E =0 的 能 级 . 
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如 林场 在 无 穷 远 处 按 - 1Xr 的 方式 消失 ,而 s >2, 那 就 不 存在 绝对 值 为 任意 
小 的 负 能 级 . 到 绝对 值 不 等 于 零 的 某 一 能 级 为 止 ,离散 谱 就 宣告 终止 ,从 而 它 的 
能 级 总 数 是 有 限 的 . 

不 含 时 间 的 定 态 薛 定 订 方程 本 身 以 及 所 加 的 求解 条 件 都 是 实 的 ,所 以 它 的 
解 消 总 能 取 成 实 函 数 山 . 那些 非 简 并 能 级 的 本 征 函 数 ,除了 一 个 不 重要 的 相位 因 
于 外 ,都 自动 地 等 于 实 函数 . 这 是 因为 消 " 和 y 既然 满足 同一 方程 ,yw' 也 应 该 是 
属于 同一 能 量 本 征 值 的 一 个 本 征 函 数 ;如 果 该 本 征 值 无 简 并 , 则 yw 和 ww' 必须 基 
本 相同 ,也 就 是 说 它们 只 可 能 相差 一 个 ( 模 量 为 一 的 ) 常 因子 . 属于 同一 简 并 能 
级 的 那些 波 函 数 不 一 定 都 是 实 函 数 ,但 对 它们 进行 适当 的 线性 组 合 后 ,我们 总 可 
以 得 到 一 套 实 函数 . 

含 时 间 的 完备 波 函 数 有 则 由 系数 中 出 现 i 的 那 种 薛 定 刘 方 程 确定 . 这 种 方 
程 当 t 换 成 -t 并 取 复 共 思 后 , 仍 能 保持 原来 的 形式 @. 因此 我 们 总 可 以 这 样 选 
取 函 数 多 ,使 罗 和 多" 只 差 一 个 时 间 符 号 . 

众所周知 ,经 典 力学 方程 对 时 间 反 演变 换 保持 不 变 , 亦 即时 间 反 号 后 保持 不 
变 .在 量子 力学 中 我 们 看 到 ,两 种 时 间 指 向 的 对 称 性 表现 在 ,把 t 换 成 -t 同时 把 
罗 换 成 殉 " 后 波动 方程 具有 不 变性 .但 是 应 该 记 住 ,这 里 的 对 称 性 只 是 针对 方程 
而 言 的 ,不 是 针对 量子 力学 中 具有 基本 意义 的 (我 们 已 在 $7 中 详 述 过 ) 测 量 概 
念 本 号 而 言 的 . 
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经 典 力学 中 ,一 个 粒子 的 速度 v 和 其 动量 的 关系 为 p = mo ,我 们 预料 ,在 量 
子 力 学 中 ,相应 算 符 之 间 类 似 的 关系 式 也 能 成 立 . 这 一 点 不 难 证 明 , 只 要 根据 算 
符 对 时 间 微 商 的 一 般 公 式 (9.2) ,算出 算 符 h = 六， 
6 =(i/#) (Hr-rA). 
应 用 (17.5) 式 的 五 和 (16.5) 式 , 便 得 
6 =p/m. (19.,1) 
这 个 关系 式 ,在 速度 与 动量 的 本 征 值 之 间 , 以 及 这 两 个 量 在 任 一 态 中 的 平均 值 之 
间 , 显 然 都 是 成 立 的 . 
一 个 粒子 的 速度 和 动量 一 样 ,不 能 和 它 的 坐标 同时 具有 定 值 .但 是 速度 乘 以 
无 限 短 时 间 间 隔 di 后 ,等 于 d 时 间 内 的 粒子 位 移 . 故 速度 与 坐标 不 能 同时 存在 
的 含义 为 :如 果 粒 子 在 某 一 时 刻 处 于 空间 某 一 固定 点 ,那么 ,该 粒子 即使 在 无 限 


QD 这 个 论断 对 处 于 磁场 中 的 系统 来 讲 并 不 成 立 . 
思 这 里 已 经 假定 了 势能 忆 不 显 含 时 间 :该 系统 或 则 封闭 或 则 处 于 ( 非 磁场 的 ) 恒 定 外 场 中 . 


$19 流 密 度 Dl's 


接近 的 随后 时 刻 也 不 再 具有 确定 的 位 置 . 


设 /(7) 为 粒子 径 矢量 的 一 个 函数 ,我 们 来 推导 时 间 微 商 算 符 的 一 个 有 用 
表 式 . 注意 /和 U(r) 对 易 , 我 们 有 


人 
bd 


f =(i/h) (Hf -fH) = 
应 用 (16.4) 我 们 可 以 写 出 


1 


pd de 





pf=p: (fp-ihvf) 
fp =(Bf+ih Vf) 万 
代入 广 的 表 趟 中 , 即 得 欲求 的 表 式 ， 
f =2(b: VftvfD). (19. 2) 
其 次 ,我 们 来 找 加 速度 算 符 . 得 
= (友人 -人 记 ) = (Ap -pA) = 二 (号 -万 U) 
[五 中 除 U(r) 外 所 有 各 项 都 和 对 易 ]. 应 用 (16.4) 式 ,我 们 得 
mo =-VU. (19.3) 
这 个 算 符 方程 和 经 典 力 学 中 的 运动 方程 (牛顿 方程 ) 具 有 完全 相同 的 形式 . 
| | 殉 1?d7 对 某 一 有 限 体积 了 进行 积分 ,等 于 在 该 体积 内 发 现 粒子 的 概率 . 
现在 来 计算 这 种 概率 的 时 间 微 商 . 我 们 有 
: OV 


5 | | 更 12dy = 人 (YE +y 二 dr= 


= 二 | (wh' vy’ -vy'Av) dv. 
用 下 式 代 大 


Na a - (Fr /2m)A + U(x,y,2), 
并 应 用 下 列 恒等式 
vAV’ -VAV=dv(Vv wv -Vv VV), 
可 得 
d Es 
| dV = | divjav, 


式 中 的 7 代表 下 列 矢 量 中 


中 如 把 亚 写 成 ! 丈 le*, 则 


j= Va (19.4a) 
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j=2(PV VV VP) = (Wy +y'py) (19.4) 
对 divj 的 积分 可 按 高 斯 定理 变换 成 为 对 封闭 面 S( 体 积 V 的 表面 ) 的 面积 分 : 
d WO 
| dV = $i ds. (19.5) 


由 上 式 可 知 矢量 j 可 称 为 概率 流 密度 矢量 ,或 简称 为 流 密 度 . 这 个 矢量 的 面积 分 
等 于 单位 时 间 内 粒子 穿 过 该 面积 的 概率 . 矢量 j 以 及 概率 密度 1 炎 1? 满足 下 列 方 
程式 : 
al wl /at+divj=0, (19.6) 
这 个 方程 和 经 典 连续 性 方程 相 类 似 . 
自由 运动 的 波 函数 [(17.9) 式 的 平面 波 ] 可 以 这 样 来 归 一 化 ,使 它 所 描述 的 
粒子 流 具 有 单位 流 密度 (每 单位 时 间 平 均 有 一 个 粒子 流 过 一 单位 截面 ). 这 样 的 
波 函 数 为 
hh =p .可 
Vy 人 (19.7) 
其 中 wv 为 粒子 速度 ,因为 把 上 式 代 入 (19.4) 得 j=p/mv, 这 是 沿 运动 方向 的 单位 
矢量 . 
值得 指出 的 是 ,如 何 从 薛 定 廖 方程 出 发 直接 证 明 不 同 能 级 的 状态 波 函 数 的 
相互 正 交 性 . 设 淡 和 ,为 这 样 两 个 函数 ,分 别 满足 以 下 方程 : 
- (ee/2m) Ay, + Uy, =E,vy,, 
- (RP/2m)Ay” +Uy” =Evy.. 
第 一 式 乘 以 yy” ,第 二 式 乘 以 y, 后 , 相 减 ,得 
(E, -Ey = /2m) (YAY -yy Ab) = 


-div(y, VY WY Vw) 
上 式 两 边 如 果 对 整个 空间 积分 ,右边 用 高 斯 定理 变 成 面积 分 后 等 于 零 ,我 们 就 得 
(E, -已 ) [ww dv =0, 
因 已 假定 Bz,, 故 得 欲求 的 正 交 关系 式 
[DAA dF =0. 
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一 般 形式 的 薛 定 刘 方 程 Hy = Ey 可 从 下 列 变 分 原理 
5 [y* (HA-E)ydg=0 (20, 1» 
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获得 . 由 于 光 是 复 函 数 ,y' 和 少 可 以 独立 变 分 . 对 东 * 变 分 ,得 
| sp (F-E)ydg=0, 
由 于 6w “是 任意 的 ,结果 就 得 欲求 的 方程 式 Hy = Ey. 对 消 变 分 并 不 能 得 出 新 的 
结果 . 因为 ,对 变 分 ,并 用 互 算 符 的 厄 米 性 ,得 
Jw’' (AH-E)ayda= [ay(A" -E)y' dg=0, 
由 此 求 得 复 共 斩 方 程 8*y* = Ey*. 


(20.1) 式 的 变 分 原理 要 求 该 积分 取 无 条 件 极 值 . 这 个 原理 也 可 以 用 另 一 种 
方式 表述 ,只 要 把 五 看 作 此 问题 中 的 拉 格 朗 日 乘 子 ,并 对 下 式 取 条 件 极 值 , 即 


5 | 页 dy =0， (20.2) 
其 附加 条 件 为 
| ww dq=1. (20.3) 
积分 (20.2) 式 [具有 附加 条 件 (20.3) ] 的 最 小 值 就 是 能 量 的 第 一 个 本 征 值 ， 
即 基态 能 量 值 已 . 给 出 该 极 小 值 的 函数 就 是 基态 波 函 数 yD ,其 它 的 定 态 波 
函数 水 (mn >0) 只 对 应 于 这 个 积分 的 一 个 极 值 ,但 不 是 这 个 积分 的 真实 极 小 值 . 
根据 积分 式 (20.2) 为 极 小 值 的 条 件 , 要 想 求 得 仅 次 于 基态 的 能 量 值 已 及 
其 波 函 数 ,我们 必须 选择 这 样 的 y 函数 , 它 不 但 满足 (20.3) 式 的 归 一 化 条 件 ， 
而 且 要 满足 与 基态 波 函 数 yo 的 正 交 条 件 : | ywodV = 0. 一 般 讲 来 ,如 果 前 面 " 
个 态 ( 按 能 量 递增 的 次 序 编号 ) 的 波 函 数 ,办 ,… ,1 为 已 知 ,下 一 个 态 的 波 
函数 除了 使 积分 (20.2) 等 于 一 个 极 小 值 外 ,还 有 下 列 附加 条 件 : 
[wag =1, | wwadg =0， 信守 (20.4) 
在 这 里 我 们 给 出 若干 普遍 定理 ,这 些 定理 都 可 以 用 变 分 原理 加 以 证 明 @， 
基态 波 函 数 如 对 任意 有 限 坐 标 值 而 言 不 会 等 于 零 @( 或 称 无 节点 ). 换 句 话 
说 ,w 在 整个 空间 内 具有 相同 的 符号 . 由 于 这 一 点 ,与 J 正 交 的 其 它 定 态 波 函 
数 (n>0) ,必然 具有 节点 (如 果 ww, 也 有 恒定 的 符号 , 则 积分 | wuy,d9 不 会 等 


QD 本 节 以 下 各 段 中 我 们 假定 波 函 数 y 为 实 函 数 ;它们 总 能 选 成 实 函 数 (如 果 没 有 磁场 的 话 ). 

避 关于 本 征 函 数 零点 定理 (可 见 下 节 ) 的 证 明 , 可 参考 :M. A. 拉 弗 林 契 叶 夫 等 著 《 变 分 学 教程 》, 高 
等 教育 出 版 社 ,1955 年 版 ,第 九 章 ;R. 柯 朗 ,D. 希 伯 尔 特 著 《 数 学 物理 方法 》 ,第 一 卷 ,科学 出 版 社 ,1958 年 
版 ,第 六 章 . 

(3 这 个 定理 (及 其 导出 的 推论 ) ,对 全 同 粒子 系统 的 波 函 数 来 讲 ,一 般 并 不 成 立 (参考 $ 63 末 段 ). 
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于 零 ) 

其 次 ,从 y 无 节点 这 个 事实 出 发 ,可 以 证 明基 态 能 级 不 会 有 简 并 . 如 果 不 是 
这 样 , 令 如 和 Ww 为 对 应 于 E, 能 级 的 两 个 不 同 本 征 函数 . 则 任 一 线性 组 合 
eyo +c'W' 仍 是 5 的 一 个 本 征 函 数 ;但 是 适当 选择 ,c' 常 数 ,可 使 此 函数 在 空 
中 任 一 指定 点 等 于 零 , 这 就 是 说 ,得 到 一 个 有 节点 的 本 征 函数 . 

如 果 运动 局 限于 一 个 有 限 的 空间 区 域内 , 则 在 该 区 的 界面 上 一 定 有 w=0 
( 见 $ 18). 用 变 分 原理 求 其 能 级 时 ,应 该 根据 这 个 边界 条 件 去 求 积分 (20.2) 的 
极 小 值 . 在 这 种 情况 下 ,基态 波 函数 无 节点 的 定理 的 含义 是 w 在 该 区 内 处 处 不 
等 于 零 

要 注意 的 是 , 当 运 动 区 域 的 尺度 逐渐 增 大 时 ,所 有 的 E, 能 级 都 随 之 减 小 ; 
这 是 因为 运动 区 域 扩大 时 ,使 积分 为 极 小 值 的 那些 波 函 数 的 定义 域 也 随 之 扩大 ， 
其 结果 只 能 使 积分 的 极 小 值 减 小 

多 粒子 系统 离散 谱 能 级 的 下 列表 式 


[viiyao= { [= 5 FA + Uy | adg, 
可 以 化 成 另 一 种 更 便于 实用 的 形式 .被 积 式 第 一 项 中 的 下 列表 式 可 以 写成 
yA =div (yy Vay) - (Vy). 
div,(w 业 Vs) 对 整个 空间 积分 ,可 以 化 成 一 个 无 穷 大 封闭 面 上 的 面积 分 ,由 于 高 
散 谱 的 状态 波 函 数 在 无 穷 远 处 足够 快 地 趋 于 零 ,这 个 积分 就 等 于 零 . 所 以 


| whyda = [| 到 (Vw) + Uw ] dg. (20.5) 
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一 个 粒子 的 势能 如 果 只 依赖 于 一 个 坐标 (x*) , 则 波 函 数 可 以 表 为 一 个 yx 和: 
的 函数 与 一 个 只 含 x 的 函数 的 乘积 . 前 一 个 函数 ,由 自由 运动 的 苹 定 汕 方程 所 确 
定 , 后 一 个 函数 , 则 满足 以 下 的 一 维 醇 定 证 方程 : 
dy 2m 
dx” 大 
这 样 的 一 维 方程 显然 可 以 在 势能 为 U(x,y,z) = U1(x) + U,(y) + U3(z) 的 问题 
中 得 到 ,其 中 的 势能 可 以 分 解 成 为 若干 个 只 依赖 于 单个 坐标 的 函数 之 和 . 我 们 将 
在 $22 ~ §24 中 讨论 这 一 类 “一 维 运动 ”的 许多 实例 ,在 本 节 中 ,我 们 要 事先 阐 
明 这 类 运动 的 大 干 普遍 性 质 . 
首先 要 证 明 的 是 ,一 维 问题 中 所 有 的 离散 谱 能 级 均 无 简 并 . 为 了 证 明 这 一 
点 ,暂时 假定 以 上 的 说 法 不 成 立 ,并 令 wy, 和 为 属于 同一 能 量 什 的 两 个 不 同 本 
征 函 数 . 由 于 它们 都 满足 (21.1) 式 ,我 们 有 


[E -U(x)]y =0. (21.1) 
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人 a E) = 
Wy i y， 
或 y"iy, - 峭 2 =0( 撒 号 代表 对 * 微 商 ). 此 式 积分 得 
i -pa = 和 贡 数 . (21.2) 
由 于 在 无 穷 远 处 y, =y, =0, 上 式 中 的 常数 必须 等 于 零 , 即 
Vibpa 一 pa =0 


或 由 /Wi =W3/W,: 再 积分 一 次 可 得 y= 常数 xy, ,这 就 是 说 这 两 个 函数 基本 上 
相同 . 

对 离散 谱 的 波 函 数 yw,(x) 而 言 存 在 着 下 列 定理 0( 称 为 振荡 定理 ) :属于 第 
(n+1) 个 能 级 E,( 按 本 征 值 的 递增 次 序 编号 ) 的 本 征 函 数 y,(x) 共 有 nn 次 等 于 
零 (对 x 的 所 有 有 限 值 包 而 言 ). 

假定 x 一 +% 时 0 而 灿 向 有 有限 全 (相让 椒 - 况 直 弟 济 曾 数 庆 谢 科 才 
限 值 VU( + % ) 为 能 量 的 零点 [ 即 令 U( +%) =0], 并 把 U( -w ) 写 作 U, ,假定 
U。>0. 离散 谱 的 能 量 值 应 该 介 于 这 样 的 值 域 中 ,使 得 具有 这 些 能 量 值 的 粒子 不 
能 运动 到 无 穷 远 处 ;根据 这 一 点 ,该 能 量 必 须 同时 小 于 U( + om ) 这 两 个 极限 值 ， 
也 束 是 说 必须 是 负 值 : 


E<0, kr 
当然 ,在 任何 情形 下 ,还 必须 有 E> U,, ,也 就 是 说 ,U(x) 函数 至 少 要 有 一 个 极 小 
值 堵 ,<0 
现在 来 考虑 小 于 UV, 的 正 能 量 值 域 : 
0 过 玫 过 下 . (21;4) 


个 值 域内 的 能 谱 将 是 连续 的 ,粒子 在 相应 的 定 态 中 作 无 限 运动 ,向 着 x= + o 
de epsnhs 这 一 段 能 谱 中 没有 一 个 能 级 是 简 并 的 . 要 证 明 这 一 点 ,只 
要 注意 当 函 数 y, 和 % 只 在 一 个 无 穷 远 点 等 于 零 时 (目前 情形 下 它们 在 x 一 
-% 时 趋 于 零 ) 前 面 (对 离散 谱 ) 给 出 的 证 明 仍然 有 效 就 足够 了 . 

当 x 等 于 足够 大 的 正 值 时 ,我 们 可 以 略 去 薛 定 廖 方程 (21.1) 中 的 U(x%): 


We 
+ ww. 
这 个 方程 式 具 有 平面 驻 波形 式 的 实 函 数 解 : 
=acos( kx +6), 《了 1 六》 


其 中 的 a 和 6 都 是 常数 ,而 大 = P/ 坟 = V2mE/ih 称 为 波 数 . 这 个 式 子 确定 了 
(21.4) 式 所 示 的 连续 谱 值 域 中 非 简 并 能 级 ( 当 x 一 + 时) 的 波 函 数 渐 近 式 . 当 





QD 见 §$20 中 第 二 个 附注 所 列 的 参考 书 . 译 者 注 
@ 如果 粒子 只 能 处 于 x 轴 的 某 一 有 限 区 间 内 ,我们 应 该 在 该 区 间 内 考虑 yy, (x) 的 这 些 零 点 . 


。 56 . 第 三 章 薛 定 谓 方 程 
x 等 于 足够 大 的 负 值 时 , 孽 定 刘 方 程 成 为 
yp” = BB 


x 一 一 % 时 不 等 于 无 穷 大 的 解 为 


y=be”, 其 中 k= 一 Vim(Do -EE). (21.6) 

这 就 是 波 函 数 当 x 一 - % 时 的 渐 近 式 . 由 此 可 见 , 在 5X<UV 的 区 域内 , 波 函 数 按 指 
数 规律 递减 . 
最 后 , 当 

ESd, (21.7) 


时 能 谱 为 连续 ,并 且 正 负 两 个 方向 都 是 无 限 运 动 . 在 这 一 段 能 谱 中 ,所 有 的 能 级 
都 是 双重 简 并 的 . 这 是 因为 相应 的 波 函 数 由 (21.1) 式 的 二 阶 方程 所 确定 ,这 个 
方程 式 的 两 个 独立 解 都 能 满足 无 穷 远 处 的 那些 必要 条 件 ( 例 如 在 上 段 所 述 的 情 
形 下 ,其 中 的 一 个 解 由 于 x 一 - o 时 变 成 无 穷 大 而 被 抛弃 ).x 一 + %m 时 波 函 数 的 
渐 近 式 为 
=a tm, (2 人 

x* 一 -oo 时 也 有 类 似 的 渐 近 式 . 式 中 的 e“ 项 对 应 于 向 右 运 动 的 粒子 ,e “对 应 于 
问 左 运动 的 粒子 . 

我 们 假定 VU(*) 是 一 个 侦 函 数 | 即 U( -x) = U(x)]. 此 时 坐标 反 号 后 醉 定 
请 方程 式 (21.1) 保 持 不 变 . 由 此 可 知 , 如 果 V(x*) 是 该 方程 的 一 个 解 , 则 消 ( -x*) 
也 是 一 个 解 ,并 且 和 (x) 只 差 一 个 常数 因子 :wy( -x) =cy(%x). 再 把 x 反 号 一 
次 ,可 得 yw(x) =cw(x) , 故 c= +1. 因 此 ,对 于 具有 对 称 形式 (对 x=0 点 对 称 ) 
的 势能 讲 来 , 定 态 波 函 数 只 能 是 偶 函 数 [y( -x) =yw(x) |] 或 奇 函 数 [y( -x) = 
-w(x) ] 9. 特别 是 , 它 的 基态 波 函 数 一 定 是 偶 函 数 :因为 这 个 函数 必须 无 节点 ， 
但 奇 函数 在 * =0 点 总 是 等 于 零 [y(0) = -yy(0) =0]. 

一 维 运 动 的 (连续 谱 中 的 ) 波 函数 的 归 一 化 问题 ,有 一 个 简单 办 法 ,可 以 从 
Ix1 值 很 大 时 的 波 函 数 渐 近 式 出 发 ,直接 求 出 它 的 归 一 化 系数 . 

考虑 沿 单方 向 (x 一 +o 方向) 作 无 限 运动 的 波 函 数 . 这 个 波 函 数 的 归 一 化 
积分 式 当 x 一 o 时 是 发 散 的 (x 一 - % 时 波 函 数 指数 式 衰减 ,使 得 积分 很 快 地 收 
敛 ). 因 此 ,在 求 归 一 化 常数 的 时 候 , 我 们 可 以 把 y 改 成 它 ( 在 x 为 很 大 正 值 时 ) 
的 渐 近 式 ,然后 再 进行 积分 ,积分 的 下 限 可 取 x% 的 任 一 有 限 值 ,譬如 说 取 x =0; 
这 种 做 法 ,相当 于 在 无 穷 大 值 中 略 去 了 一 个 有 限 值 . 我 们 来 证 明 , 当 波 函数 按 下 


中 ”这 个 讨论 中 ,已 经 假定 这 个 定 态 是 没有 简 并 的 . 这 就 是 说 , 沿 两 个 方向 的 运动 都 不 是 无 限 运动 . 
要 不 然 , 当 * 反 号 时 ,属于 所 考虑 能 级 的 两 个 定 态 波 函 数 可 以 相互 变换 . 在 这 种 情形 下 , 定 态 波 函数 虽 然 
不 一 定 都 是 偶 函 数 或 育 函 数 , 但 对 它们 进行 适当 的 线性 组 合 后 ,总 是 可 以 组 合成 为 偶 函 数 或 奇 函 数 ， 


$22 势 阱 3 


式 条 件 加 以 归 一 化 后 ( 式 中 的 为 粒子 在 无 穷 远 处 的 动量 )， 
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本 2 p-—P ey 
[2 pudx =6 (Sh ) =2m85(p -p'), (21.9) 
它 的 渐 近 式 必 呈 (21.5) 形 式 , 并 且 其 中 的 a =2: 
,2cos( kx +6) 二 (21;10) 


把 (21.10) 式 代入 归 一 化 积分 式 [vw; ydx 中 ,我 们 不 去 验证 这 两 个 函数 的 
正 交 性 ,只 要 假定 式 中 的 p 和 p' 十 分 接近 ;因而 可 令 56=6'( 一 般 来 讲 6 是 p 的 函 
数 ). 其 次 ,在 被 积 式 中 ,我 们 只 保留 p =p' 时 积分 为 发 散 的 项 ; 换 句 话说 ,我 们 把 
含有 e***** 因 子 的 项 略 去 不 计 . 因此 可 得 
[ws 办 ,dx = 「 和 「 a i 「 i 


借助 于 (15.7) 式 可 知 , 上 式 与 (21.9) 式 相同 . 
根据 (5.14) 式 ,yw, 乘 以 下 列 因 子 后 即 变 成 对 能 量 的 6 函数 归 一 化 : 
(人 ) -= 1 





dE V2Tho 
式 中 wv 是 粒子 在 无 穷 远 处 的 速度 . 所 以 
3 ] ] i( kx +6) —i(kx+6) 六 村- 11 
Vs i ee 二 号 »s ( ) 


上 式 驻 波 中 每 个 行 波 的 流 密度 为 1/2"fh. 我 们 就 得 到 以 下 的 规则 :对 单方 向 作 无 
限 运 动 的 波 函 数 而 言 ,要 归 一 化 成 能 量 的 5 函数 ,可 以 先 把 该 波 函 数 的 渐 近 表 式 
写成 两 个 向 相反 方向 行进 的 平面 波 之 和 ,然后 选择 归 一 化 常数 ,使 得 癌 原 点 (或 
离开 原点 ) 运 动 的 那个 平面 波 具 有 概率 流 密度 1/(2"7 有 ). 

同 理 ,对 于 左右 方向 都 能 运动 到 无 限 远 处 的 波 函 数 而 言 ,也 可 以 得 到 一 个 类 
似 的 归 一 化 法 则 . 如 果 对 从 * = + % 处 运动 到 原点 以 及 从 xx = - om 处 运动 到 原点 
的 两 个 平面 波 讲 来 ,它们 的 概率 流 密度 之 和 等 于 1/2"5h, 那 么 这 个 波 蛆 数 就 是 已 
按 能 量 的 6 函数 归 一 化 的 波 函 数 . 
$22 势 阱 

作为 一 维 运动 的 一 个 简单 例子 ,我 们 来 考虑 方 势 阱 中 的 运动 ,也 就 是 在 图 1 
所 示 的 U(x) 势 场 中 的 运动 :0 <x<a 时 有 U(x) =0,x<0 和 x>a 时 有 U(x) = 
U,. 显 然 ,EX < U 时 能 谱 是 离散 的 . 而 当 >U 时 ,我 们 有 一 个 能 级 为 双重 简 并 
的 连续 谱 . 

在 0<x<a 区域 内, 醉 定 户 方程 为 

p+ By =0 (22.1) 
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( 撤 号 代表 对 x 微 商 ) , 势 阱 以 外 的 区 域内 有 
p+ (EE -VU)y =0. (oD 
在 x=0 和 x=a 点 处 ,以 上 两 式 之 解 及 其 导数 均 须 连续 ， 


而 (22.2) 式 之 解 当 % = + % 时 必须 保持 有 限 ( 对 E<U 
的 离散 谱 而 言 , 它 必须 等 于 零 ) . 





对 <U 而 言 ,(22.2) 式 在 无 穷 远 处 为 零 的 解 为 图 1 
小 三 常数 Xe, 其 中 x= 二 V2m( Us- 玉 ) (22.3) 


(指数 上 的 -号 和 + 号 是 分 别 对 x>a 和 x%<0 两 个 区 域 而 言 的 ).E < U(x) 区域 
内 发 现 粒子 的 概率 ly1 作 指 数 式 递减 . 势 阱 边 上 的 yy 和 w' 的 连续 性 条 件 ,为 方 
便 计 ,可 用 yw 及 其 对 数 导数 y'/y 的 连续 性 条 件 来 代替 .计算 (22.3) 式 ,可 得 下 
列 形式 的 边界 条 件 : 
lp’' I/y = Fk. (24 
我 们 不 在 这 里 讨论 势 阱 深度 UV, 为 任意 值 时 的 能 级 问题 (见习 题 2) ,下 面 只 对 无 
限 深 势 壁 (U6 一 % ) 这 一 极限 情形 作出 详细 分 析 . 
当 U6。 = ww 时 ,$18 中 已 经 指出 ,粒子 只 能 在 x =0 和 xx=a 两 点 之 间 运 动 ,这 
两 个 端点 处 的 边界 条 件 为 
y=0. (22.5) 
[很 易 证 明 上 式 也 可 以 由 一 般 条 件 (22.4) 式 得 出 .因为 VU, 一 % 时 同时 有 k 一 %， 
从 而 有 WAyp 一 o ;由 于 yw' 不 能 等 于 无 穷 大 , 故 y=0]. 势 阱 之 内 的 (22.1) 式 具 
有 以 下 形状 的 解 : 





任 宙 时 总 尝 人 本” (22.6) 


y=csin(kx +6), i 


由 x=0 时 y=0 的 条 件 , 得 6 =0, 下 按 同一 条 件 , 在 x=a 处 给 出 sin ka =0, 故 ka 
=nm(n 为 一 正 整 数 由 ,从 1 开始 ) 或 
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这 个 式 子 确定 了 势 阱 中 一 个 粒子 的 各 种 能 级 . 归 一 化 的 定 态 波 函 数 为 


/村 - 人 (CR) 


根据 以 上 的 结果 我 们 可 以 直接 写 出 一 个 粒子 在 直角 “ 势 箱 ”中 的 各 种 能 级 ， 
该 粒子 在 这 个 “ 势 箱 ”中 作 三 维 运动 ,其 势能 当 0 <x<a,0 <y<b,0 <z<c 时 为 


中 n=0 时 将 有 由 恒 等 于 零 . 


“站 9i， 
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U =0, 在 这 个 区 域 以 外 为 U = % .实际 上 ,这 种 能 级 等 于 下 列 和 量 . 
mn ns ns 
a 本 nn ls 32.0) 
相应 的 波 函 数 等 于 下 列 乘积 : 
TN, TN; 
(22. 10) 


由 (22.7) 或 (22.9) 式 可 知 ,基态 能 量 E, 的 数量 级 约 为 扩 /m? ,1 为 粒子 运 
动 区域 的 线性 尺度 . 这 个 结果 和 不 确定 度 关 系 式 相 一 致 : 当 坐 标 不 确定 度 约 为 / 


时 ,动量 的 不 确定 度 因而 动量 本 身 的 数量 级 约 为 h/1; 相 应 的 能 量 均 为 一 (h/1)”. 


习 题 


1. 在 无 限 深 的 方 势 阱 中 , 求 一 基态 粒子 的 各 种 动量 值 的 概率 分 布 . 
解 :(22.8) 式 的 | 水 数 按 动量 本 征 函 数 展开 后 的 展开 系数 a(p) 为 


a(p) = ERX NE ein | 


做 出 积分 后 ,再 求 其 模 量 平方 , 即 得 下 列 概率 分 布 : 
2 dp _ 47h’a 2 pa 
lc(P) 1 Bh” Ca Ss Fp 


2. 求 图 2 中 势 阱 的 能 级 . 
解 :我 们 考虑 <U, 的 离散 谱 .x <0 区 域内 的 波 函 数 为 


KI ] 
小 三 GE 其 中 后 = md -EF), 


xX>a 区 域内 有 


二 = Vn, -EE). 


势 阱 内 (0 <x <a) 的 由 可 取 下 列 形式 : 








=csin(hx+8) ,其 中 = 本 
根据 势 阱 边 上 乡 '[Up 的 连续 性 条 件 ,得 
0 过 0 = ， kcot(ak +6) = -nk， = 一 £2 . 
薄 
sin 0 = ， sin( ka +6) 二 一 上 
2mU, 2mU, 


消去 6 后 ,得 下 列 超越 方程 : 


.60 . 第 三 章 ” 薛 定 谓 方程 








(1) 


一 arcsin 


/2mU, 2mU, 


(其 中 n=1,2,3，…, 反 正 蓄 画 数 所 取 之 值 介 于 0 到 了 之 间 ) ,上 式 之 根 确定 了 





ka =nm — arcsin 


能 级 忆 =k 和 /2m. 对 每 一 个 nn 一般 来 讲 只 有 一 个 根 ;n 值 按 能 级 的 递增 次 序 
编号 . 

由 于 反正 弦 函 数 的 宗 量 不 能 超过 1,k 值 显然 只 能 介 于 0 到 /2mUi /之 间 . 
(1) 式 的 左边 随 上 单调 地 增 大 ,该 式 的 右边 却 随 上 单调 地 减 小 . 因此 (1) 式 有 根 
的 必要 条 件 为 下 = 2mUi /有 时, 式 右 应 该 小 于 式 左 . 特别 是 ,由 n=1 所 得 的 下 
列 不 等 式 

之 WU | 
(2) 
给 出 了 阱 中 至 少 存在 一 个 能 级 的 条 件 . 由 此 可 见 , 给 定 了 不 相等 的 UI 和 U, 后 ， 
总 可 以 找到 一 个 很 窄 的 阱 宽 a, 使 得 该 阱 中 不 能 存在 离散 能 级 . 对 U = U, 而 言 ， 
条 件 (2) 总 能 得 到 满足 . 
U = UV,==Uo( 一 个 对 称 势 阱 ) 时 ,(1) 式 可 化 成 


= (nn -ha). (3) 





0 之 


L|9 
| 
Le] 
Q 
加 
三 





arcsin 


2mU, 


引进 变量 £=7ha, 当 nn 为 奇数 时 ,得 下 列 方程 ， 


cos 二 = 二 yE， 其 中 y= 一 (4) 


2 
mU, 
上 式 应 取 tan & >0 的 根 . 当 n 为 偶数 时 ,可 得 
sné= +yé (5) 
我 们 应 取 tan & <0 的 根 . 这 两 个 方程 式 的 根 确 定 了 忆 =2E 和 /ma 能 级 ,y 关 0 时 
能 级 的 总 数 为 有 限 . 
特别 是 对 于 U,<< 拓 /ma? 的 浅 势 阱 ,我 们 有 y >>1,(5) 式 根本 无 解 . (4) 式 


有 一 个 根 ( 式 右 取 + 号 ) ,等 于 6 了 (1 | 因此 , 阱 中 只 包含 有 一 个 能 级 
Bo~ Uo 77U, 
处 于 阱 “ 口 " 附 近 . 
3. 粒子 在 一 直角 “ 势 箱 ” 中 运动 , 求 箱 壁 所 受 的 压强 . 
解 : 作 用 于 垂直 于 x 轴 的 箱 壁 上 的 力 ,等 于 -6H/aa( 粒 子 的 哈密 顿 函 数 对 
党 x 轴 的 箱 长 的 微 商 ) 的 平均 值 ; 此 力 除 以 该 壁面 积 bc 后 即 得 压强 . 根据 
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(11.16) 式 ,欲求 的 平均 值 可 从 (22.9) 式 能 量 本 征 值 的 微 商 得 到 . 结果 压强 为 


27y2 
(x) Th ， 





oe 
$23 线性 振子 

我 们 来 考虑 一 个 作 一 维 小 振动 的 粒子 ( 称 为 一 个 线性 振子 ). 该 粒子 的 势能 
为 mw”x 《2 ,其 中 的 w 为 经 典 力学 中 的 固有 振动 ( 圆 ) 频 率 . 该 振子 的 哈密 顿 量 
因而 是 


2 
nM 区 








再 = 一 。 《2 
由 于 x 一 + 上 oo 时 势能 为 无 穷 大 ,该 粒子 只 能 作 有 限 运 动 , 其 能 谱 完 全 是 离 


散 的 . 
我 们 试用 和 矩阵 方法 0 求解 该 振子 的 能 级 .我们 从 (19.3) 形 式 的 “运动 方程 ” 
出 发 ;在 目前 情形 下 ,由 该 式 得 
xX+w x=0. (23:2) 
此 式 的 矩阵 形式 为 
(%), +wx =0. 
根据 (11.8) 式 ,加 速度 的 矩阵 元 (2) ,=iwm,(% )w = -wxm: 因 此 ,得 
(w” =- 只 )%,,. =0. 
由 此 可 见 ,矩阵 元 x ,除了 mw。= +w 以 外 显然 都 等 于 零 .我们 把 所 有 的 定 态 加 
以 编号 ,使 得 n 一 n 干 1 的 跃迁 频率 为 +w, 即 wo, ,i = +w. 此 时 不 等 于 零 的 矩阵 
元 只 有 Nn, nil* 
现在 假定 所 有 的 波 函 数 y, 都 取 实 函数 .由 于 * 为 实 量 , 从 而 所 有 的 矩阵 元 
x,, 都 是 实数 . 厄 米 条 件 (11. 10) 式 表明 ,这样 的 xw 和 矩阵 是 一 个 对 称 和 矩阵 : 即 满足 


为 了 算出 不 等 于 零 的 矩阵 元 ,我们 利用 下 列 对 易 关系 : 
%% 党 一 侈 % 三 
把 它 写 成 矩阵 形式 : 
(x) mn — (wt ) mn = — Bn 


利用 矩阵 乘法 法 则 (11.12) , 当 m =n 时 ,上 式 为 


和 2 
1 六 (Os PE XO InYn = 1 > Yn = m 
i 4 


@ 这 是 在 莅 定 户 波动 方程 未 发 现 前 由 海 森 伯 于 1925 年 所 作 的 . 
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汪汪 
这 个 求 和 式 中 ,只 有 71=n+t1 的 项 不 等 于 零 , 故 得 


二 (23.3) 


2me 
上 式 表 明 ,(%,,,,,) 诸 量 组 成 一 个 算术 级 数 , 因 为 它们 只 能 是 正 的 ,这 组 量 
没有 上 限 但 有 下 限 . 由 于 我 们 只 编 定 了 各 态 的 相对 位 置 , 还 没有 确定 编号 n 的 绝 
对 值 ,我 们 可 以 任 选 一 个 n 值 对 应 于 振子 的 第 一 态 ( 基 态 ). 现在 取 这 个 nn 值 等 
于 零 .因此 xo, ,现在 必须 看 作 恒 等 于 零 ,依次 应 用 m =0,1,… 的 (23.3) 式 ,可 导 
出 下 列 结果 : 





(We 》 二 


2 


因此 最 后 得 下 列 不 等 于 零 的 坐标 矩阵 元 2: 


| nf 
3 人 2772c (23.4) 


算 符 王 的 矩阵 是 对 角 的 ,并 且 矩 阵 元 1,, 就 是 欲求 的 振子 能 量 本 征 值 6.. 它 
的 计算 方法 如 下 : 
Ha = Be l(t 0 (hl = 


= 子 | > i | = 
= 本 > (w+ own) Yh,. 
对 1 求 和 时 ,只 有 71=n+1 的 两 项 不 等 于 零 ;用 (23.4) 式 代入 ,得 
E,= (= +) io， 太志 和 下 让 9 
由 此 可 见 ,振子 的 各 个 能 级 是 以 等 间隔 fiw 依次 排列 的 . 基态 (n =0) 能 量 为 
元 ju; 注 意 , 它 并 不 等 于 零 


式 (23.5) 的 结果 也 可 以 从 振子 的 薛 定 刘 方 程 中 直接 解 出 来 . 这 个 方程 的 形 
式 为 








+ (下 -于 oo )y =0. (23.6) 
为 方便 计 ,最 好 将 坐标 变量 x 换 成 以 下 所 示 的 量 纲 为 1 的 变量 ; 
£ = (23.7) 


@ 我 们 选择 未 确定 的 相位 a,( 见 $11 第 三 个 脚注 ) ,使 得 (23.4) 式 的 所 有 和 矩阵 元 在 平方 根 前 均 取 
正 号 . 这样 的 选择 总 是 可 能 的 ,因为 这 个 矩阵 中 只 有 相 邻 两 态 间 的 跃迁 矩阵 元 才 不 等 于 零 . 
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则 方程 式 成 为 
yy" +[(2E/hw) -é ly =0. (23.8) 
式 中 的 搬 号 现在 代表 对 & 求 微 商 . 

当 & 很 大 时 ,2E/iiw 和 相 比 可 以 略 去 不 计 ; 方 程式 yw”=é&yW 具有 渐 近 积 
分 =e*3*( 对 这 个 函数 求 微 商 后 , 略 去 数量 级 较 小 的 项 ,可 得 Wy" = 小). 由 于 
e_y + 上 oo 时 波 函 数 少 必须 保持 有 限 ,指数 上 的 符号 只 能 取 负 号 . 因此 ,我 们 自然 
用 下 式 代 入 (23.8) 式 : 

J =e sx(é). [23.9) 
结果 得 函数 X(#) 的 一 个 方程 式 
X -2 多 +2 尼 =0 (23. 10) 


[ 式 中 的 2n = (2E/hw) - 1; 我们 已 知已 >0, 故 有 n > -元 ] , 式 中 的 函数 XxX 对 


的 所 有 有 限 值 而 言 必须 保持 有 限 , 且 当 * 一 +o 时 ,不 能 比 吉 的 任 一 有 限 次 项 更 
快 地 趋向 无 穷 大 ( 以便 使 函数 yw 能 趋 于 零 ). 
只 有 当 n 等 于 正 整 数 ( 及 零 ) 时 ,(23. 10) 式 才能 有 这 样 的 解 ( 见 数学 附录 
$ a) ; 它 所 给 出 的 能 量 本 征 值 就 是 我 们 早已 知道 的 (23.5) 式 . (23.10) 式 中 , 当 
n 等 于 各 种 正 整 数值 时 , 它 的 相应 解 为 X = 常数 xH,(&) ,其 中 的 H,(é) 称 为 厄 米 
多 项 式 ,它们 是 的 n 次 多 项 式 , 其 定义 为 
(EY =( =1ye de 人 /de". (2 11 3 
求 出 y, 中 的 常数 ,使 yw, 满足 归 一 化 条 件 


[we) dr=1, 
结果 得 [ 见 附录 (a.7) 式 ] 


1 





和 的 全 Bl 小 (29. 123 
fo(%) = [2]. (23. 13) 


理所当然 ,这 个 函数 对 有 限 的 * 值 而 言 并 无 零点 . 
计算 积分 式 | wwwédé, 可 给 出 坐标 的 矩阵 元 ;其 结果 当然 也 和 (23.4) 式 
给 出 的 值 相同 . 


最 后 ,我们 来 看 一 下 如 何 用 矩阵 方法 求 出 沙 波 函 数 . 我 们 注意 到 ,% + iwt 
算 符 的 矩阵 中 不 等 于 零 的 矩阵 元 只 有 
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ohn 人 


全 一 
应 用 (11.11) 的 普遍 公式 ,并 且 考 虑 到 ,=0, 可 得 下 列 结 论 
(x -iwx)y, =0. 
把 % = -i 也 元 代入 上 式 后 得 到 以 下 方程 式 : 


do mo 
四 


这 式 的 归 一 化 解 就 是 (23. 13) 式 .并 由 于 











(区 +iww)), i =(% +io%), .iy =1 y,， 
我 们 得 循环 式 
网 m 所 d 
p= i m 0 ) 


| -全 + co oie d 
an dé ee Van) dé 
上 式 对 (23.13) 式 的 yo, 函数 连用 nn 次 , 即 得 (23.12) 式 中 的 归 一 化 波 函 数 水 . 


习 题 


1. 试 求 振子 的 各 种 动量 值 的 概率 分 布 . 

解 : 在 振子 情形 下 ,不 采用 把 定 态 波 另 数 展开 成 动量 本 征 肖 数组 的 方法 ,而 
直接 从 动量 表象 中 的 蕉 定语 方程 出 发 比较 来 得 简单 . 把 (15.12) 式 的 坐标 算 符 双 
=i#(d/dp) 代 入 (23.1) 式 ,可 得 “Pp 表象 "中 的 哈密 顿 量 : 

-了 mo 下 d 
i dp 


a 











p 表象 中 的 波 函 数 a(p) 所 满足 的 蕉 定语 方程 Ha(p) =Ea(p) 为 


da(p) 2 二 
i ls ) ap) 0. 
这 个 方程 正好 和 (23.6) 式 具有 相同 的 形式 , 故 其 解 可 以 参照 (23. 12) 式 立即 写 
出 来 ,由 此 得 出 欲求 的 概率 分 布 为 
.3 1 Pp 
| | 二 一 一 一 一 一 一 一 一 d 
nlp) Zn VTmowh | 
2. 试用 不 确定 度 关 系 式 (16.7), 求 振子 能 量 可 能 值 的 下 限 . 


解 :由 于 x? =x? + (6x) ,p? = 天 +(8p)?,(16.7) 给 出 振子 能 量 平 均值 








~ p27/ 2 
e p gl 
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SE 2 
FE mo 3 yi > 要 入 
nD, 


求 出 上 式 的 极 小 值 (看 作 6p 的 函数 ) , 即 得 能 量 平 均值 的 下 限 , 故 对 能 量 的 所 有 
可 能 值 , 有 


E>=—iw. 
3. 求 线性 振子 的 状态 波 函 数 , 这 些 态 的 测 不 准 关系 具有 极 小 值 , 即 波 包 中 
的 坐标 和 动量 标准 偏差 具有 关系 式 6p8x = 了 ji( 卫 . 荃 定 启 ,1926) 中 ， 
解 :所 求 的 波 函 数 应 具 下 列 形式 : 





ipx (x-x) _, 
1 ACB) $b(1) 上， (1) 


式 中 任 一 时 刻 的 坐标 依赖 关系 与 (16.8) 式 一 致 ,X=xX(t) 和 =p(it) =mx(it) 是 


坐标 和 动量 的 平均 值 ;根据 (19.3) 式 ,对 线性 振子 来 讲 (0 = mo ) ,我 们 有 


VV(%,t) = 


PP = -mw "x, 故 其 平均 值 万 = - mw, 或 

xX+w x=0. (2) 
亦 即 X(t1) 光 数 满足 经 典 运 动 方程 . (1) 式 中 的 常数 因子 应 由 以 下 的 归 一 化 条 件 
确定 : 

「 [1 灾 ldx =1; 
除了 这 个 因子 外 , 豆 中 还 可 含有 一 个 相位 因子 ,其 相位 中 (1 与 时 间 有 关 . 为 求 未 
知 常 数 6x 和 未 知 函 数 (1) ,可 把 (1) 式 代入 下 列 波动 方程 
让 


en + Fm P= = 1 到 一 一 





代入 后 利用 (2) 式 ， 和 
1 mw’ 1 Be x 1 m : 
= 一 一 一 一 一 一 一 一 一 - 一 一 一 一 一 一 =0 
(a* -<) ( 所 2 2 B80) 4(6x)’ A200 
从 而 得 (6x) = 拓 /2mow 及 





i 2 252 了 
中 = WX ) + 了 外， 


“66 . 第 三 章 ” 薛 定 谓 方 程 


1/4 


因此 最 后 得 
_ {mo jx _mo(x-#) | .of lio_ i 
Ws) = (TE) op{ 2 所 | ep | 
当地 =0 和 =0 时 ,上 式 变 成 W(x)e “ , 即 振子 的 基态 波 函 数 . 
相干 态 中 振子 的 平均 能 量 为 


到 
mr _P 区 人 和 
sh EE 

一 本 1 

= temo + ho=ho (i+) (4) 


元 为 该 态 中 量子 fiw 的 平均 “ 数 ”. 由 此 可 知 ,相干 态 完全 是 由 满足 经 典 方程 (2) 
的 X(t) 肖 数 确定 的 .这 个 函数 的 一 般 形式 可 用 下 式 给 出 
moxX+p _ St 


de ,lal’ = (了 ) 
V2mfhw 
函数 (3) 可 按 振子 的 定 态 波 函 数 展 开 : 


VV= EE 


VW (EE) Sh, (% )exp{ -i i (n+ ) or}, 
式 中 的 展开 系数 为 (参考 5841, 题 1) 


@ 三 「 VV, Vdx. (6) 
从 而 得 振子 处 于 第 nn 个 定 态 的 概率 
a C2) 
n! 


这 是 泊 松 分 布 . 
4. 一 个 粒子 在 下 列 势 场 中 运动 (图 3) 
U(xw) = 过 (Ce “ -26 ) 
试 求 其 能 级 (P. M. Morse ) . 
解 : 正 能 量 本 征 值 呈 连续 谱 ( 且 其 能 级 
无 简 并 ) ,而 负 能 量 本 征 值 呈 离 散 谱 . 
葵 定 请 方程 为 
x d” dy 2m 
dx” 
et 


U(x) 


F360 Ae™ “~ +2Aé™”) 0 
将 的 


一 4 
2 V2mAd -ac 


ah 





& = 
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(其 值 从 0 到 +o ) ,并 令 ( 我 们 考虑 离散 谱 , 故 巨 <0) 
ss -2mbE n= s+)， (CE 
a CQ 无 玫 


》 


则 蕉 定语 方程 呈 以 下 形式 : 








| 
We 再 


当 & oo 时 ,前 数 由 的 渐 近 行为 和 e*3* 一 样 ,而 当 &- 0 时 ,小 和 &** 成 正比 . 考虑 
到 波 函 数 的 有 限 性 ,我 们 所 选 的 解 当 上 >oo 时 必须 像 e -下 那样 ,而 当 上 >*0 时 必 
须 像 #* 那样 . 因而 作 下 列 变换 : 
WV=e été'w(é) 
可 得 下 列 w 的 方程 式 
Ew" + (2s+1 -é)w +nw=0, (2) 
求解 w 时 ,要 求 w 当 &->0 时 为 有 限 ,E 一 % 时 w 不 能 比 E 的 任 一 有 限 次 帘 更 快 地 
趋向 无 穷 大. (2) 式 是 一 个 合流 超 几 何 函 数 的 方程 式 ( 见 数学 附录 § d); 
w=F( -nn,2s+1,é). 
n 为 非 负 整 数 时 即 得 满足 所 需 条 件 的 解 ( 此 时 玉 函数 变 成 一 个 多 项 式 ). 按 定义 
(1) ,由 此 得 出 的 能 级 值 为 
-已 =4|1- 2 (a+) 


mn 
其中 的 n 为 正 整 数 ,n 的 数值 可 以 从 零 开始 一 直到 满足 一 V2mA >n+ 的 最 大 
整数 值 为 止 ( 因 按 定义 参量 s 是 正 的 ) ,因此 离散 谱 中 只 包含 有 限 多 个 能 级 . 如 果 
V2mA/ah < 一 ,离散 谱 就 根本 不 存在 . 


5. 上 题 中 U= -局 /cosh ax( 见 图 4). 
解 : 正 能 量 本 征 值 呈 连 续 谱 , 负 能 量 本 征 值 呈 x 
离散 谱 ; 我 们 只 考虑 后 一 种 情况 . 莅 定 请 方程 为 














dw 2m UV = 
——|E -0 
dx” Y i” | er 
把 变量 换 成 & =tanh ax, 并 令 图 4 
二 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 二 | 1 
£ 和 人 下 小， “ 才 | 上 当 | 
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2 


2 


1 -2° 





| 十 | :Cs+1) 一 


这 是 缔 合 勒 让 德 函 数 的 方程 .如 令 
y=(1-é€)" w(é), 


并 把 变量 暂时 改 成 = 了 (1 -6) , 则 上 式 可 变 为 下 列 超 几何 方程 ; 


|w=0. 


u(l-u)w +(e+1)(l1 -2u)w-(e-s)(e+s+1)w=0. 
gE=1( 即 x%=%) 时 取 有 限 值 的 解 为 
y=(1-é)” Fle-s,e+s+l,e +1,(1 -é)/2]. 
为 了 使 小 当 &= -1( 即 x= -oo) 时 保持 有 限 , 必 须 有 ee-s= -nn, 而 n=0,1,2,， 
…; 此 时 玉 是 一 个 nn 次 多 项 式 ,E= -工时 下 为 有 限 . 
因此 能 级 由 条 件 s-s=n 所 确定 ,得 出 


i a” | 8mUo 1? 
E =-—|-(l1+2 
: 2 (1 +2n)+ /1+ ne | 


根据 & >0 即 n<s 的 条 件 可 知 , 能 级 总 数 为 有 限 . 
8$24 均匀 场 中 的 运动 


考虑 一 个 粒子 在 一 均匀 外 场 中 运动 . 取 外 场 方 向 为 x 轴 方 向 , 令 F 为 粒子 在 
该 场 中 所 受 的 力 ;对 强度 为 E 的 电场 而 言 ,此 力 『=eE,e 为 粒子 的 电 奏 . 
均匀 场 中 的 粒子 势能 呈 U = -Fx + 常数 的 形式 ; 选 常数 使 得 x=0 时 U =0， 
则 有 UVU= -Fx. 这 个 问题 的 醉 定 启 方 程 为 
dy ,2m 
dx” 天 
由 于 x 一 -% 时 UVU 趋 向 +% ,x 一 +% 时 U 一 - % ,各 能 级 显然 组 成 连续 谱 ， 
能 量 E 的 值 域 占有 从 - % 直到 + % 的 整个 区 域 . 其 中 没有 一 个 本 征 什 是 简 并 
的 ,所 对 应 的 运动 向 x= -% 方 向 为 有 限 ,向 x 一 + % 方 同 为 无 限 . 
我 们 引入 下 列 量 纲 为 1 的 变量 来 代替 原来 的 坐标 变量 x: 








(E+Fx)y =0. (24, 1) 


E=(x+F) (ee) (24.2) 

则 (24.1) 式 呈 以 下 形式 : 
多 +éy =0. (24 本) 
此 式 不 含 能 量 参 量 . 因 此 ,如 能 求 出 一 个 解 满 足 有 限 性 等 必需 条 件 , 则 立刻 得 到 


任意 能 量 值 的 本 征 郴 数 . 
(24.3) 式 中 对 所 有 x 都 取 有 限 值 的 解 呈 下 列 形式 ( 见 数学 附录 $b): 
Jy(é) =AD( -é), (24.4) 
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其 中 


DE) a cos (3 tué | du 
称 为 艾 里 函数 ,4 为 归 一 化 因子 ,将 在 下 面 确定 之 . 
当 一- % 时 ,y(&) 艺 数 按 指数 规律 趋 于 零 .é 为 很 大 的 负 值 时 ,weE) 的 渐 
近 式 为 [ 见 (b.4) 式 ] 


VE) ~ ep | -了 14602 |] (24.5) 
当 为 很 大 正 值 时 ,y(é) 的 渐 近 式 为 [ 见 (b.5) 式 加 ] 
vy(é) -46 tsin (Fé tim) (24;6) 


根据 连续 谱 波 函数 的 一 般 归 一 化 法 则 (5.4) 式 ,我 们 可 以 把 (24.4) 式 化 成 
一 个 函数 , 它 归 一 化 成 能 量 的 6 函数 . 即 


[we we) de=6(E'-E). (24.7) 
$ 21 中 曾经 给 出 过 一 个 简单 方法 ,利用 波 函 数 的 渐 近 式 求 出 归 一 化 系数 . 应 用 
这 个 方法 ,我 们 首先 把 (24.6) 式 写成 两 个 行 波 之 和 
Ke bation lid -4)]) 
LL [mm 1 
ta Aé exp | -| 二 -二 | 和 
由 以 上 两 项 分 别 算出 的 概率 流 密度 等 于 


二) 二) 


令 上 式 等 于 1/2mh, 得 到 
(2m) la 
A Fp (24.8) 


习 题 


求 处 于 均匀 场 中 的 一 个 粒子 在 动量 表象 中 的 波 函 数 . 
解 :动量 表 象 中 的 哈密 顿 算 符 为 
人 1 2 d 
H=> Pp I 


故 波 函数 wa(p) 所 满足 的 薛 定 请 方程 具有 下 列 形 状 


中 顺便 指出 , 渐 近 表 式 (24.5) 和 (24.6) 对 应 于 波 函 数 在 经 典 禁 区 和 通 区 内 的 准 经 典 表 式 ( 8 47). 
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(5)a=0. 
dp 


解 出 此 式 , 即 得 欲求 的 波 函 数 


Co 
gph = ep | 和 | 可 品川 
这 种 函数 已 按 下 列 条 件 归 一 化 : 


[a (par(p)dp=6(E’-E). 
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我 们 来 考虑 一 个 粒子 ,在 图 5 所 示 的 那 类 势 场 中 运动 :U(x) 从 某 一 固定 极 
限 值 (x 一 - wm 时 的 VU=0) 开 始 ,单调 地 增加 到 
为 一 固定 极限 值 (x 一 + wm 时 的 U= U0). 根据 经 
典 力学 ,能 量 E < Uo 的 一 个 粒子 在 这 样 的 势 场 
中 自 左 向 右 运 动 时 , 碰 到 “ 势 壁 "” 以 后 会 “反射 ” 
回来 并 开始 沿 相 反 的 方向 运动 ;但 如 E> Co ,该 
粒子 将 沿 原 方向 继续 运动 下 去 ,只 是 会 减速 . 量 
子 力学 中 则 会 产生 一 种 新 的 现象 :即使 E> U,， 
粒子 仍 有 可 能 被 势 壁 所 “反射 ". 它 的 反射 概率 原则 上 可 用 下 法 算出 . 

设 粒 子 目 左 问 右 运 动 . 当 * 为 很 大 正 值 时 , 波 函 数 应 该 描述 越过 “ 壁 顶 ” 并 
沿 x 轴 的 正方 向 运动 的 一 个 粒子 , 它 的 渐 近 式 必然 是 

X 一 oo 时 ， =Ae *, 


式 中 ha = VIm(E -0,), C3 1) 


4 是 一 个 常数 .为 了 求 出 满足 以 上 边界 条 件 的 醉 定 户 方程 之 解 , 我 们 来 计算 x 一 
-o 时 的 渐 近 式 ; 这 个 渐 近 式 等 于 和 目 由 运动 方程 中 两 个 独立 解 的 线性 组 合 , 具 有 
下 列 形 式 


?要 - 攻 
xx 一 一 oo 时， Ve +Be ", 


k, = VanE. (25.2) 

第 一 项 相当 于 射 品 势 壁 的 粒子 (我 们 假定 小 已 经 归 一 化 成 这 样 , 使 得 该 项 

的 系数 等 于 1) ;第 二 项 代表 由 势 壁 反射 回来 的 粒子 . 人 射 波 的 概率 流 密度 为 |， 

而 反射 波 为 18B1 ,透射 波 为 ,141 .我 们 把 粒子 的 透射 系数 D 定义 成 为 透射 
波 的 概率 流 密度 与 人 射 波 的 概率 流 密 度 之 比 : 

Dasth2b laAl: (23) 

同 理 可 以 定义 反射 系数 尺 , 它 等 于 反射 波 与 人 射 波 的 概率 流 密 度 之 比 . 显然 有 





图 5 
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R=1 -DD: 
R= 1BI =1 = (kh )1Al (25.,4) 
(A 和 B 目 动 满 足 此 关系 式 ). 

如 果 粒 子 上 自 左 问 右 运动 而 能 量 < UV, 则 ,为 纯 虚 数 ,x 一 + o 时 波 函 数 呈 
指数 式 误 减 . 反 射流 量 就 和 和 射流 量 相 等 , 亦 即 粒子 从 势 壁 “ 全 反射 ”但 须 指 
出 ,在 这 种 情形 下 ,下 < 忌 区 域内 找到 粒子 的 概率 仍 不 等 于 零 ,但 随 x 的 增 大 而 很 
快 地 减 小 . 

一 般 情形 下 ,任意 定 态 (能 量 Ek > VU) 波 函 数 的 渐 近 式 , 不 论 是 x 一 -%m 或 
x 一 +% ,都 可 以 写成 沿 x 轴 的 相反 方 同行 进 的 两 个 平面 波 之 和 : 

-wm 时 ,=Ae"+Be™*, 
(25.5) 
“+w@ 时 ,小 =Ae +Be™ *. 
由 于 以 上 两 式 都 是 线性 微分 方程 的 同一 个 解 的 渐 近 式 , 系 数 4 ,B, 和 4,,B, 之 
间 存 在 着 线性 关系 . 设 4, =a4, +BB, ,其 中 的 a 和 8B 是 两 个 常数 (一 般 讲 来 是 复 
数 ) ,依赖 于 势 场 U(%) 的 具体 形状 . 如 果 考 虑 到 薛 定 廖 方程 是 实 方程 ,我 们 还 可 
以 写 出 B, 的 相应 关系 式 . 这 就 是 说 , 设 炒 为 所 给 格 定 刘 方 程 之 解 , 则 其 共 斩 复 
果 数 水 也 是 该 方程 之 解 . 它 的 渐 近 形式 为 
-wj =Are “+Brew, 
5 十 加 有 上 时， 四 ”三 4 “+Brew, 
此 式 和 (25.5) 式 的 差别 仅 在 于 常 系数 的 记号 ;因此 有 B; =aB; +BAY ,或 B, = 
Qa“B, +B 4. 可 见 (25.5) 式 的 系数 间 存 在 着 下 列 关 系 : 
A; =aA, +8B;, B,=pB 4 +a 8B.. (25.6) 

沿 x 轴 的 概率 流 密度 是 一 常数 ,这 个 条 件 导 致 下 列 关 系 

本 = 
根据 (25.6) 式 ,把 4,,B, 换 成 4 ,B, ,结果 得 : 


lal” - [BE (oY 
k, 
应 用 (25.6) 式 ,可 证 沿 * 轴 的 正方 向 或 沿 x 轴 的 负 方 向 运动 的 粒子 (能 量 
给 定 为 E,E > Vo) 具 有 相同 的 反射 系数 ;在 前 一 种 情形 下 ,相应 于 (25.5) 式 中 令 
B, =0; 在 后 一 情形 下 ,是 令 A, =0. 两 种 情形 下 分 别 有 B,/4, = -B /a 和 4,/B， 
=B《La .相应 的 反射 系数 分 别 为 
2 | 2 


A, 


Bb, 





-| 有 


这 
QO 





2 
9 R, = 











R, = 





Bb, 
4 


显然 有 R, = RR,. 
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习 题 


1. 求 粒 子 对 一 直角 势 壁 ( 见 图 6) 的 反射 系数 ;该 粒子 的 能 量 天 > U. 
解 :在 整个 x>0 的 区 域内 波 函 数 呈 (25.1) 形 式 , 而 在 Y<0 的 区 域内 呈 
(25.2) 的 形式 .常数 A 和 BB 可 以 由 x=0 点 处 的 由 及 dy/dx 的 连续 性 条 件 确定 : 
1+B=A, k(l1-B)=%k,4, 














即 
2k 中 二 赤 
有 PT 
反射 系数 中 (25.4) 式 为 : 
8 (和 5) = (人 
k +k, pi +p, 


=U(k,=0) 时 民 等 于 1, 而 当 E yw 时 R 按 (Ub/4E)? 的 规律 趋 于 零 . 
2. 求 粒 子 穿 过 直角 执 垒 ( 见 图 7) 的 透射 系数 . 


U(x) U(x) 
Uo Uo 


图 6 | 图 7 


解 : 令 已 > U ,并 设 入 射 粒 子 自 左 向 右 运 动 . 则 在 不 同 区 域内 的 波 函 数 表 
式 为 


x% <0 时， =e "+Ae™™, 
Qa y=Be”*+B'e ™”, 
| =Ce™ 


(在 x>a 一 边 只 能 有 活 Y 正方 向 行进 的 透射 波 ).4,B,B' 和 (C 等 常数 可 以 由 %= 
0,x=a 两 处 的 由 及 dW/dx 的 连续 性 条 件 确 定 .透射 系数 为 刀 = 且 1C1 /k= 
1C1?. 由 此 算得 
4 有 7 
ee 
(ki — hk;) sin ak, +4k 


@ 经 典 力学 极限 情形 时 ,反射 系数 必须 等 于 零 . 可 是 ,此 处 所 得 的 表 式 中 根本 没有 普 朗 克 常 量 . 这 
一 表 观 矛盾 可 作 如 下 解释 .经 典 极限 情形 相当 于 粒子 的 德 布 罗 意 波长 入 ~ jp 远 小 于 所 考虑 问题 中 的 特 
征 尺度 ,也 就 是 人 远 小 于 某 一 距离 ,在 该 段 距离 内 , 势 场 U(x) 有 显著 的 改变 .但 在 题 1 中 ,这 段 距离 等 于 
零 ( 在 x=0 点 ), 从 而 无 法 过 渡 到 经 典 极限 情形 . 
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EE<U, 时 ,hk 是 一 个 纯 虚 量 ; 上 式 中 的 可 以 用 ik 代替 ,而 瑚 k， = 


V2m( Uo - 碧 ) , 即 得 相应 的 也 式 : 
4k? k2 


(kr? + kz ) sinh’ ax, + 4k7k2 

3. 求 粒子 对 势 壁 为 U(x) = Uo/(1+e “)( 图 5) 的 反射 系数 ;该 粒子 的 能 
Ef 

解 : 蔡 定 订 方 程 为 
2 DU 
| a 
我 们 需要 求 这 样 的 解 , 这 解 当 x 一 +o 时 具有 下 列 形式 : 

小 = 常数 xe”. 








引入 一 新 变量 
二 

(所 取 之 值 可 从 -o 到 0) ,把 该 解 写 成 下 列 形式 : 

VW=é *wé), 
其 中 的 w(E&) 当 一 0( 即 x 一 % ) 时 应 趋 于 一 个 常数 . 结果 w(&) 满 足下 列 超 几 何 
方程 : 

é(1-é)w +(1 -2ik,/a)(l -é)w’ + (hk -hk )w/a =0， 

其 解 为 下 列 超 几何 函数 : 


2 


w= (i ka +1,€) 


(我 们 略 去 了 一 个 常 因子 ).& -0 时 这 个 函数 趋向 1, 即 已 满足 所 加 条 件 . 
E 广 -%( 即 x 二 -%) 时 由 通 数 的 渐 近 式 为 D0 
y i a 0 | = ] 区 
=(=1) dd RN Ce 
I = TY -DE 
Toh /oT = 2ih A 4 1) 
PUI oT 
所 求 的 反射 系数 为 尺 =1C,/Ci1 ;计算 时 可 用 下 列 熟 知 公式 : 
T(x)T(l1 -x) =m/sin mx, 


， 一 一 
Q [&4 Qo 


其 中 0 


我 们 得 


由 见 (e.6) 式 ,把 该 式 中 的 两 个 1/z 的 超 几 何 函数 都 改 成 1, 也 就 是 说 ,我 们 只 取 每 项 展 式 中 的 第 一 
项 . 
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SO 
sinh[ m(k, -hk,)/a]:? 
(a + k, )/a | ) | 
=U(k, =0) 时 RR 变 成 1, 而 当 E_w 时 民 按 以 下 规律 趋 于 零 : 
[全 2 元 下 
ah E 
经 典 力 学 极限 情形 时 尺 果 真 变 成 零 . 
4. 求 粒 子 穿 过 下 列 势 又 的 透射 系数 ( 见 图 8): 








本 U(x) 
U(w) = U Zeosh ax， We 
该 粒子 的 能 量 E<U. 
解 : 蕉 定 请 方 程 和 §23 题 5 的 相同 ,只 要 把 x 
该 题 中 U, 的 符号 更 改 一 下 ,并 把 看 作 正 量 就 
可 以 了 .类 似 的 计算 给 出 解 图 8 
p=(1-6) aF| tl, tt), 全 日 
CQ a CQ 多 
其 中 的 
c=tanh ox: k= 二 2mE 。 
el 8mU, 
s= -1+ be 


这 个 解 已 经 满足 这 样 的 条 件 , 使 得 x 一 ww [ 即 & 一 1,(1-&)~2e*] 时 小 中 只 含 
透射 波 ( ~e“). 应 用 超 几何 函数 变换 式 (e.7) ,这 个 波 函 数 当 4%-、- ow (= 
时 的 渐 近 式 为 
,kk ik ik 1k 
et -0 | ee 2 (2 
Tt ~ TCL 4s) T( -es)T( -t+l) 
CQ CQ 


算出 上 式 中 两 个 系数 的 模 量 平方 比 , 可 得 下 列 形式 的 透射 系数 刀 =1-R: 





Gm sinh” 瑟 
人 
sinh 一 + cos” (了 攻 
2 hi ao” 
gmU, sinh” 
了 二 








第 一 式 对 U。<0 的 情形 也 适用 ,此 时 粒子 不 是 越过 势 双 而 是 越过 势 阶 . 有 趣 
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的 是 , 当 1+(8mlU1/ 所 a ) = (2n+1) 时 ,D=1, 也 就 是 说 , 当 阱 深 1D 1 具有 
适当 数值 时 ,在 势 阱 上 越过 的 粒子 没有 反射 . 这 个 结果 还 可 从 (2) 式 看 出 , 当 s 为 
正 整 数 时 ,该 式 中 的 e “项 不 再 存在 . 

5. 设 势 能 U(x) 当 |x| >>a 时 迅速 减 小 ,a 是 描写 相互 作用 区 域 的 一 个 特征 
尺度 , 求 当 一 0 时 透射 系数 趋 于 零 的 规律 . 

解 :在 距离 满足 klxl <<1 的 区 域 ,可 将 薛 定 启 方 程 中 的 能 量 忆 略 去 ,如 果 同 
时 1x1 >>a, 则 连 势 能 也 可 略 去 ,这 时 薛 定 请 方程 成 为 
hi dy 


2m dx 





它 的 解 可 以 写成 

xX<0 时 =a, +bx 

X>0 时 w=a,+b,x 
在 距离 为 x*~a 处 解 此 方程 可 得 出 a1b, 和 a,b, 的 关系 ,这 个 关系 是 线性 的 ,并 具 
有 下 列 形式 


(1) 


Qi =pa, +ub,, b=va, +7b, (之 ) 
系数 p ,u,v 和 TT 都 是 实 的 ,并 且 与 能 量 无 关 , 因 为 薛 定语 方程 中 已 无 能 量 . D(1) 
和 的 解 应 该 与 函数 (25.1),(25.2) 按 x 的 辕 展 开 式 的 前 两 项 相 一 致 , 即 

ai =1+B, b=ik(l-B), a,=A, b=ikA 
将 这 些 关系 代入 (2) 式 ,并 当 上 小 时 解 出 4, 得 
A~2ik/v 
由 此 得 
Vv 

于 是 得 ,透射 系数 与 粒子 的 能 量 成 正比 地 趋 于 零 . 在 上 面 例 题 2 和 例题 4 的 例子 
中 ,这 个 一 般 的 规律 显然 是 满足 的 . 


QD 由 于 概率 流 是 常数 ,这 四 个 系数 满足 下 列 关系 :pr -Hz =1. 
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$ 15 中 推导 动量 守恒 定律 的 时 候 , 我 们 利用 了 多 粒子 封闭 系统 的 空间 均匀 
性 .除了 这 种 均匀 性 以 外 ,空间 还 具有 各 问 同 性 :所 有 的 空间 方向 都 是 等 价 的 . 因 
此 当 整 个 系统 绕 任 意 轴 转 过 任意 角 以 后 ,该 封闭 系统 的 哈密 顿 量 不 会 改变 . 这 一 
条 件 ,只 要 对 任意 的 无 限 小 旋转 而 言 能 够 满足 ,就 足够 了 . 

令 69 为 无 限 小 旋转 矢量 , 它 的 长 度 等 于 转角 69, 它 的 方向 沿 着 转轴 . 粒子 
的 径 矢 量 r, 经 过 这 种 旋转 后 的 改变 量 Sr。 等 于 

Or =02D xr, 
于 是 ,一 个 任意 限 数 y(r,,r,,…) 束 被 变换 成 下 列 函 数 : 
yr +Or ,rr, +6Or,,) = (rT 7， ) 十 > 7 三 


= 多 (mr ) + > 6pXr,* Vy = 


= (i +6p°" >》 x Wr 
其 中 的 表 式 
] +0pP ， i 
可 以 看 作 “ 无 限 小 旋转 ” 算 符 .无 限 小 旋转 不 改变 系统 的 哈密 顿 量 这 一 事实 ,可 


以 用 “旋转 算 符 ” 与 8 算 符 的 可 对 易 性 来 表述 ( 见 $15). 由 于 单位 算 符 与 任意 算 
符 都 对 易 ,而 569 是 一 个 恒 矢 量 ,这 个 可 对 易 条 件 就 可 以 化 成 


[Sux )B-B| S rx | =05 (26.1) 


这 个 式 子 表述 了 某 种 守恒 律 . 
一 个 封闭 系统 由 于 空间 各 向 同性 而 导致 的 守恒 量 ,就 是 该 系统 的 角 动 量 
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( 见 《 力 学 》$ 9) .因此 算 符 》r, x V。 除了 一 个 常 因子 外 必须 正好 对 应 于 该 系 
统 的 总 角 动 量 ,而 求 和 式 中 的 每 一 项 rx V。 对 应 于 一 个 个 别 粒 子 的 角 动 量 . 

这 个 比例 系数 应 该 等 于 - 入 ;因为 这 样 一 来 , 单 粒 子 的 角 动 量 表 式 变 成 
_ixV=rx 方 ,正好 对 应 于 经 典 表 式 rxzp. 今 后 ,我 们 总 是 用 天 作为 角 动 量 的 
量度 单位 . 这 样 定义 的 单 粒子 角 动 量 算 符 ,我们 用 ! 表 示 之 ,整个 系统 的 角 动 量 算 
符 , 则 用 一 表示 之 . 因而 单 粒 子 角 动 量 的 算 符 可 表 为 

il=rxp= -ifrxVy (26.2) 
其 分 量 式 :h? =yP, -zp ,hi =zp, -xP,,hl,=xp, -yh, 

处 于 外 场 中 的 一 个 系统 的 角 动 量 一 般 讲 来 是 不 守恒 的 . 但 如 该 场 具 有 某 种 
对 称 性 , 则 角 动 量 仍 有 守恒 的 可 能 . 例如 ,在 一 有 心力 场 中 的 系统 ,自力 心 引出 的 
名 个 空间 方向 都 是 等 价 的 , 故 相 对 于 力 心 而 言 的 角 动 量 将 是 守恒 的 . 同 理 ,在 具 
有 轴 对 称 性 的 外 场 中 , 沿 该 对 称 轴 的 角 动量 分 量 将 是 守恒 的 . 所 有 这 些 在 经 典 力 
学 中 成 立 的 守恒 律 , 在 量子 力学 中 也 同样 成 立 . 

对 角 动 量 不 守恒 的 系统 来 讲 , 定 态 中 没有 确定 的 角 动 量 值 . 在 这 样 的 情形 
下 ,我们 感 兴趣 的 往往 是 角 动 量 在 所 给 定 态 中 的 平均 值 . 很 容易 证 明 , 在 任 一 非 
简 并 的 定 态 中 , 角 动 量 的 平均 值 等 于 零 . 因为 ,当时 间 反 号 后 能 量 保持 不 变 , 由 于 
所 给 能 级 只 有 一 个 定 态 , 故 t 变 成 -i 后 ,该 系统 的 态 必 将 保持 不 变 . 这 就 意味 着 
所 有 各 量 的 平均 值 特别 是 角 动 量 的 平均 值 也 将 保持 不 变 .但 是 当时 间 变 号 时 , 角 
动量 也 要 随 之 变 号 ,我们 就 有 = - 工 ,从 而 得 L =0. 如 果 从 平均 值 的 数学 定义 出 
发 ,把 L 看 作 w* Ly 的 积分 ,也 能 得 到 同样 的 结论 . 非 简 并 态 的 波 函 数 都 是 实 函 
数 ( 见 §$18 末尾 ). 故 下 列表 式 是 一 个 纯 虚 量 : 


L= -i [vl r, x Ye | wdg, 
可 是 工 必须 是 实 量 ,显然 有 L =0. 


现在 来 推导 角 动 量 算 符 和 坐标 算 符 以 及 和 动量 算 符 的 各 种 对 易 关 系 . 借助 
于 (16.2) 式 ,我 们 很 易 求 得 


I? 0 [lvleis Tils -Iy, 
[i ,y] =0, [bb,z] =ix, [i,,x] = -iz, (26.3) 


[i zs] =0, [a]=iy, Lyy]l= -i 


Cc. > 
这 


yi =(1/A) (yb, -zh,)y -yyP, -zp,) (1/h) = 
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= — (2/h)[p,,y] =iz. 
(26.3 ) 诸 式 可 以 并 写成 下 列 张 量 形式 
站 二 (26.4) 
其 中 的 ej 是 一 个 三 秩 反 对 称 单位 张 量 D, 而 1 是 一 个 羡 标 , 它 在 同一 项 中 出 现 两 
次 , 即 表示 对 该 下 标 求 和 . 
同样 ,容易 证 明 , 角 动量 算 符 和 动量 算 符 之 间 也 满足 完全 类 似 的 对 易 关 
[7,,p,] = iejup,: (26: 5) 
利用 这 些 公式 ,容易 求 出 1, ,1, ,i, 算 符 间 的 对 易 关 系 . 例如 
(ll -i =i (sp, -2b.) = (2b, -xp.)i. = 


= (lz -zl,)p, -x(i, pb, -pb, i,) 


= -iyp, + 这 万 =ihl,. 
由 此 有 
[dtl ll tl |. (26.6) 
或 
[1,,7,] =ie,l,. (26.7) 
系统 的 总 角 动 量 算 符 L,,L,,L, 之 间 也 满足 同样 的 关系 式 . 这 是 因为 不 同 粒子 的 
角 动 量 算 符 是 彼此 对 易 的 ,例如 
hon da 
故 
[bbbh, [El [= (26. 8) 
(26.8) 式 表明 角 动 量 的 三 个 分 量 不 能 同时 具有 定 值 (除非 这 三 个 分 量 同时 等 于 
零 , 见 后 ). 从 这 一 点 来 讲 , 角 动量 和 动量 具有 基本 的 区 别 , 动 量 的 三 个 分 量 是 可 
以 同时 具有 定 值 的 . 
从 LL,,L,,L, 等 算 符 出 发 ,我 们 可 以 组 成 角 动量 矢量 的 模 量 平方 算 符 , 并 用 记 ? 


Q@ 三 秩 反 对 称 单位 张 量 ew( 也 称 为 单位 轴 张 量 ) 的 定义 为 分 量 ez =1 且 对 三 个 下 标 全 部 反对 称 
的 一 个 张 量 . 它 的 27 个 分 量 中 ,显然 只 有 6 个 分 量 不 等 于 零 , 这 6 个 分 量 的 下 标 i,k,l 等 于 1,2,3 的 某 种 
置换 . 如 果 可 以 从 1,2,3 出 发 对 调 偶 数 次 以 后 得 到 置换 i,k,1, 则 该 分 量 等 于 + 1, 如 果 这 种 对 调 次 数 为 奇 
数 , 则 该 分 量 等 于 -1, 显 然 有 

eileikm = 2OIm ,Eikieiht =0 
两 个 矢量 4,B 的 矢 积 4 x B=C 的 分 量 可 以 通过 ej, 张 量 表 为 
Ci = emArB,. 
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表示 之 : 
”eR t+. (26.9) 
这 个 算 符 和 ZL, ,L,,L, 等 算 符 分 别 对 易 : 
[i E11=0, [I Els® [Dbl=0. (26. 10) 


例如 ,应 用 (26.8) 式 ,我 们 有 
[下 Lat[ Ej 


[= 疡 二 下 区 让 
Ba 
以 上 三 式 相 加 ,可 得 [ 亡 ,L,] =0. 从 物理 上 来 讲 ,(26. 10) 式 表明 了 和 角 动量 的 平 
方 ( 即 其 绝对 值 ) 可 以 和 它 的 一 个 分 量 同 时 具有 定 值 . 
为 方便 计 , 通 常用 下 列 复 组 合 量 代替 L, 和 L, 算 符 : 


ml ih Eb IL, (26.11) 
应 用 (26.8) 式 进行 直接 计算 后 ,很 易 证 明 下 列 对 易 关 系 : 
TE edt th hb Teh Tod)= = (26. 12) 
不 难 验 证 
a bt (26. 19) 


最 后 ,我 们 来 写 出 常用 的 单 粒子 角 动 量 算 符 在 球 坐标 中 的 表达 式 . 按照 通 前 
方式 引进 球 坐 标 
x=rsin bcos p, Y=rsin bsinp，2z=rcos0， 
经 过 简单 计算 后 ,可 得 下 列表 式 : 
人 ~ i 
是 = FE (26.14) 


De io (26. 15:) 


代入 (26. 13) 式 中 ,得 下 列 形式 的 单 粒子 角 动 量 平方 算 符 : 
a RS 
Bo a 


要 注意 的 是 ,上 式 除了 一 个 相 乘 因 子 外 就 是 拉 普 拉 斯 算 符 的 角 部 . 
$27 角 动 量 的 本 征 值 
为 了 求 出 单 粒子 角 动 量 沿 菜 一 方向 的 分 量 的 本 征 值 ,最 好 把 该 分 量 所 沿 的 


六 


和 
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方向 取 作 极 轴 ,并 在 球 坐标 系 中 表 出 该 算 符 . 根据 (26.14) 式 ,方程 2y =1.y 可 写 
作 

-idy/9p =1.y. (7. 1 
其 解 为 

=r de, 
其 中 的 f(r,9) 是 r+ 和 9 的 任意 函数 .为 了 使 y 函数 是 单 值 函数 起 见 , 它 对 9 而 言 
必须 具有 周期 性 ,其 周期 为 25. 由 此 得 人 

1 = 三 挛 ， 其 中 到 =0, 二 1 ; 2,%， 《这 

因此 本 征 值 . 是 一 些 正 负 整 数 , 零 也 包括 在 内 . i. 算 符 的 本 征 函 数 依赖 于 wp, 这 
个 依赖 于 9 的 因子 可 写作 


BD, (9) = (2T) -eine. Cy 
这 种 函数 已 按 下 式 归 一 化 
| Bi (9) Bp) dp =8, (27.4) 
系统 总 角 动 量 :分量 的 本 征 值 显然 也 等 于 一 些 正 负 整数 : 
= 时 ， 其 中 a0, 二 1, 2 C7. 


(这 是 因为 过 算 符 等 于 相互 对 易 的 单 粒 子 算 符 i. 之 和 . ) 

由 于 z 轴 所 取 的 方向 并 无 任何 特殊 性 ,显然 对 ZL, ,L, 或 对 角 动 量 沿 任 一 方向 
的 分 量 来 讲 , 也 能 得 同样 结论 ; 亦 即 它们 只 能 取 整 数值 . 这 个 结论 粗 看 起 来 似乎 
有 些 不 大 合理 ,特别 是 我 们 把 它 应 用 到 两 个 靠 得 无 限 近 的 方向 上 的 时 候 . 但 在 实 
际 上 我 们 必须 记 住 ,L, ,L, ,L, 算 符 的 唯一 共同 本 征 函 数 只 能 对 应 于 下 列 本 征 值 : 

友 号 下 所 丰 志 个 

这 种 情形 下 的 角 动 量 矢量 等 于 零 , 从 而 沿 任 一 方向 的 投影 也 都 等 于 零 . 本 征 值 
L,,L,,L, 中 只 要 有 一 个 不 等 于 零 ,L,,L,,L, 算 符 就 没有 共同 本 征 函 数 . 换 句 话 
说 ,不 存在 这 样 的 态 ,该 态 中 两 个 或 三 个 沿 不 同方 向 的 角 动 量 分 量 算 符 可 以 同时 
具有 (不 全 等 于 零 的 ) 定 值 ,因此 我 们 只 能 谈 到 其 中 的 一 个 分 量 为 整数 . 

一 个 系统 的 各 种 定 态 之 间 的 差别 , 仅 在 于 M 值 不 同 的 那些 定 态 具有 相同 的 
能 量 值 ;这 是 根据 z 轴 方 向 毫 无 特殊 性 这 样 一 种 一 般 考虑 得 知 的 . 因此 , 角 动 量 
守恒 (并 不 等 于 零 ) 的 系统 , 它 的 那些 能 级 总 是 简 并 的 @. 


QD 角 动 量 分 量 的 本 征 值 按 习惯 用 m 来 标志 , 它 和 粒子 的 质量 采用 相同 的 记号 ,然而 在 实际 上 不 会 
导致 混 清 . 

@ 这 是 $10 中 提 到 过 的 一 个 普遍 定理 的 特殊 情形 ,该 定理 指出 ,如 果 存 在 两 个 或 两 个 以 上 的 守恒 
量 它们 的 算 符 并 不 相互 对 易 ,那么 能 级 是 简 并 的 . 现在 的 三 个 角 动 量 分 量 就 是 这 样 的 量 . 
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现在 来 求 角 动量 平方 的 本 征 值 .我 们 只 从 对 易 关 系 (26.8) 式 出 发 ,看 一 看 
怎样 求 出 这 些 本 征 值 . 令 yi 为 某 一 简 并 能 级 中 L? 值 相同 但 MM 值 不 同 的 那些 定 
态 波 函 数 〇 . 

首先 ,由 于 z 轴 的 两 个 方向 在 物理 上 是 等 价 的 ,对 每 个 正 值 M = 1M1, 就 有 
一 个 对 应 的 负 值 M = - MI. 令 大 ( 正 整数 或 零 ) 为 天 给 定 后 1M1 的 最 大 可 能 值 . 
这 一 上 限 的 存在 ,是 由 于 ZL? -人 忆 =ZL + 人 代表 正 物理 量 L+ZL? 的 算 符 , 它 的 本 
征 值 不 可 能 是 负 的 . 

把 L, 工 , 算 符 作 用 在 L, 的 本 征 函 数 yw 上 ,应 用 (26.12) 式 的 对 易 关 系 [Z.， 
hy = + 攻 , ,可 得 

LE y= (Mil)L, py (27-6) 


由 此 可 见 L ,ww 函数 相当 于 元 值 等 于 M+1 的 本 征 函 数 (除开 一 个 归 一 化 常数 
外 ) ;我 们 可 写作 
Ue = 常数 xL,w,， CT 
水 x_i = 常数 xL_yw. 
如 果 在 第 一 式 中 令 M =Z, 则 必须 有 下 列 恒等式 : 
Lh =0, (27.8) 


因为 根据 定义 M >L 的 态 是 不 存在 的 . 把 L_ 算 符 作 用 于 上 式 ,并 利用 (26. 13) 
式 , 可 得 
£ EL w= =-L Yb,=0. 
但 由 于 yw 是 L* 和 ZL, 算 符 的 共同 本 征 函数 ,我 们 有 
Py = Ep Lips = Ees Labe = Ls 
故 由 前 式 可 得 
EB Er. (TO 
(27.9) 式 确定 了 欲求 的 角 动 量 平方 本 征 值 ;L 可 以 取 所 有 的 正 整 数值 ,包括 
零 在 内 . 对 给 定 的 一 个 工 值 而 言 , 角 动 量 分 量 L = M 可 以 采取 以 下 的 各 种 数值 : 
Mb b= (27. 10) 


@D 这 里 已 假定 不 存在 附加 简 并 ,这 种 附加 简 并 会 使 角 动 量 平方 值 不 同 的 态 具 有 相同 的 能 量 值 . 这 
样 的 假定 ,对 离散 谱 而 言 是 成 立 的 (库仑 场 中 所 谓 的 偶然 简 并 除外 ; 见 $36) ,对 连续 谱 而 言 一 般 并 不 成 
立 . 可 是 ,即使 有 这 样 的 附加 简 并 存在 的 时 候 ,我 们 总 可 以 选取 这 样 一 套 本 征 函 数 , 这 套 本 征 函 数 所 描述 
的 各 个 态 中 Z 具有 各 种 定 值 , 从 而 可 以 再 从 中 选 出 一 些 状态 ,它们 具有 相同 的 E 值 和 相同 的 7 值 . 这 一 
事实 的 可 能 性 ,从 数学 上 来 讲 , 是 由 于 一 组 对 易 算 符 的 矩阵 总 能 同时 对 角 化 .为 简单 计 ,我 们 下 面 不 考虑 
这 些 附加 简 并 ,因为 根据 上 述 理由 ,所 得 的 结论 实际 上 是 和 有 无 附加 简 并 的 假定 无 关 的 . 


“ 82. 第 四 章 角 动 量 


总 共有 2L +1 个 不 同 的 值 . 因此 , 角 动 量 为 的 能 级 具有 (2L +1) 重 简 并 ;通常 
称 为 角 动 量 方向 上 的 简 并 . 角 动 量 工 =0( 当 三 个 分 量 全 都 为 零 时 ) 的 态 并 不 简 
并 ,这 种 态 的 波 函 数 是 球 对 称 的 ,这 是 因为 在 任意 无 限 小 转动 下 ,改变 量 Ly 此 时 

为 简便 计 ,我 们 按 习 惯常 称 一 个 系统 的 “ 角 动 量 " 为 了 ,其 含义 是 指 角 动 量 的 
平方 值 等 于 L(L+1) ; 角 动 量 的 :分 量 通常 就 叫做 “ 角 动 量 分 量 ”. 

对 单 粒 子 角 动 量 而 言 (27.9) 式 可 写成 

P=1(l+1). (27. 11) 

我 们 用 小 写 的 1 代表 单个 粒子 的 角 动 量 . 

现在 来 计算 L, 和 ,在 一 个 表象 中 的 矩阵 元 ,这 个 表象 中 的 能 量 以 及 L? 和 
L, 都 是 对 角 的 (1926 年 , 玻 恩 , 海 森 伯 , 约 当 ). 首先 ,我 们 注意 到 ,由 于 ZL, 和 六 算 


符 与 8 算 符 分 别 对 易 , 它 们 的 矩阵 对 能 量 而 言明 对 角形 式 , 也 就 是 说 ,对 具有 不 
同 能 量 值 (以 及 不 同 角 动量 值 5) 的 那些 态 而 言 ,这 些 态 之 间 的 跃迁 矩阵 元 全 都 
等 于 零 . 因此 ,我 们 只 需 考 虑 同一 简 并 能 级 中 具有 不 同 M 值 的 那些 态 之 间 的 路 
迁 矩 阵 元 就 可 以 了 . 

由 (27.7) 式 可 知 , 算 符 L, 的 矩阵 中 只 有 M -1 一 1 的 牙 迁 矩阵 元 才 不 等 于 
零 ,而 在 算 符 L_ 的 矩阵 中 只 有 M 一 M -1 的 跃迁 矩阵 元 不 等 于 零 . 考虑 到 这 一 点 


以 后 ,我 们 在 (26. 13) 式 的 两 边 各 取 对 角 和 矩阵 元 ,可 得 由 
L(L+1) = (MIL, IM-1)(M-1IL_ IN +M: -M. 


注意 到 算 符 L, ,L, 都 是 厄 米 的 ， 
(Mit. (MS = {WME [M1 

我 们 可 以 把 前 式 改写 成 下 列 形式 : 

1MIL, IM -1)1” =L(L+1) -M(M-1) = 

= 

所 以 包 

(MIL,IM-1)=(M-1IL_IM) = 

=V(L+M)(L-M+1). 《5 
因而 对 L, 和 工 , 本 身 来 讲 , 不 等 于 零 的 矩阵 元 为 


中 为 简便 计 ,我 们 往往 在 矩阵 元 的 记号 中 略 去 一 些 指标 (包括 指标 工 在 内 ) ,这 些 所 略 指标 对 该 矩 
阵 而 言 是 对 角 的 . 
思 ， 此 式 中 根 号 前 所 选 的 符号 ,与 角 动 量 本 征 函 数 中 所 选 的 相位 因子 一 致 . 
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(MILIM-1)=(MH-1IC IN = 


= VL +M) LMI) 
(MIL,IM-1)= -(M-11L,IM) = 
-i EF ME Ny 
L, 和 工 ,矩阵 中 的 对 角 元 都 等 于 零 . 由 于 对 角 和 矩阵 元 代表 该 量 在 有 关 态 中 的 
平均 值 ,从 而 在 L, 具有 定 值 的 态 中 ,平均 值 L, 和 都 等 于 零 . 由 此 可 知 ,如 果 角 
动量 分 量 在 空间 某 一 指定 方向 具有 定 值 , 则 矢量 L 本 身 也 沿 该 方向 . 
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当 ! 和 普 的 数值 事先 给 定 后 ,一 个 粒子 的 波 函 数 并 未 完全 确定 . 这 是 因为 以 
上 两 量 的 算 符 在 球 坐 标 表 式 中 只 含 9 和 og 角 , 从 这 一 点 可 以 看 出 它们 的 本 征 函 
数 中 可 含 一 个 依赖 于 7 的 任意 因子 . 我 们 现在 只 考虑 该 波 函数 中 表征 角 动 量 本 
人 征 函 数 的 那个 角 部 因子 . 把 它 记 作 Y, (9,g) ,具有 下 列 归 一 化 条 件 : 


| ES 
其 中 do = sin gdbdo 为 立体 角 元 . 
我 们 以 后 将 看 到 ,在 求解 尼 和 i. 算 符 的 共同 本 征 函 数 问题 中 , 人 允许 把 变量 8 


和 p 分 离开 来 ,把 这 个 函数 写成 下 列 形 式 : 
Y= ®, (9)0,(0), (28. 1) 


其 中 的 B, (ep) 为 算 符 1. 的 本 征 函 数 ,已 由 (27.3) 式 给 出 . 由 于 B， 函数 已 按 
(27.4) 式 的 条 件 归 一 化 ,因而 @, 函数 的 归 一 化 条 件 应 该 是 


(27, 13) 


| 19,，12sin 9d0 =1. (28. 2) 
0 
l 或 m 值 不 同 的 ,函数 是 自动 正 交 的 : 
2T TT 
| | YY,, sin gdgdp = 6,,6,,,, (C28. 9 
0 0 


因为 它们 是 对 应 于 不 同 本 征 值 的 角 动 量 算 符 的 本 征 函 数 . 8,(%) 这 组 函数 本 身 
是 相互 正 交 的 [ 见 (27.4) 式 ] ,因为 它们 是 1, 算 符 的 不 同 的 本 征 函 数 ,对 应 于 该 
算 符 的 不 同 本 征 值 m. 8,, (9) 这 组 函数 本 身 并 不 是 任何 角 动 量 算 符 的 本 征 函 
数 ; 根 据 (28.3) 式 ,它们 对 不 同 的 1 而 言 是 相互 正 交 的 ,但 对 不 同 的 m 而 言 并 不 
正 交 . 

计算 所 求 函数 的 最 直接 方法 是 把 1? 算 符 写 为 球 坐 标 如 表 式 (26. 16) ,直接 
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求解 它 的 本 征 函 数 .方程 式 Py = Puy 成 为 
0 Wt 
in B36 ("m0 00) tmp oe + lt+1)g =0. 
把 (28.1) 形 式 的 小 代 入 上 式 , 可 得 ,函数 的 方程 式 


| d dO,, m’ 
-一 一 一 一 一 lI(l+]1 一 公认 并 pi 
sin 8 db dg9 ) om Et )@um 人 ) 


这 个 方程 在 球 谐 函 数论 中 是 熟知 的 . 当 l= lm1 为 正 整 数 时 ,上 式 具有 满足 
单 值 条 件 和 有 限 条 件 的 解 ,与 上 节 用 和 矩阵 方法 求 得 的 角 动 量 本 征 值 相 一 致 . 它 所 
对 应 的 解 称 为 连带 勒 让 德 多 项 式 PP (cos 09) ( 见 数学 附录 8$ ec). 应 用 归 一 化 条 件 
(28.2) ,得 到 外 


O90) =( -DY P(eos 0). (28.5) 


上 式 中 已 经 假定 了 m0. 当 m 为 负 值 时 ,我 们 采用 定义 
Oi =(=1)"0@,,,, (28.6) 
换 句 话说 ,(28.5) 式 中 去 掉 ( -1)” 因子 并 把 m 改 成 Iml 后 即 得 m <0 的 @,. 
由 此 可 知 , 角 动 量 本 征 函 数 在 数学 上 就 是 用 特殊 方式 归 一 化 以 后 的 球 谐 函 
数 . 为 参考 计 , 我 们 写 出 上 述 定义 下 的 完整 表 式 : 


nm 2l+1 Ll| | | 元 
Ya(g,p) =( -1) 和 人 eon He", (28.7) 














(sin 0 











特别 是 
Yo =i SL 阮 ) (28.8 ) 
4 三 
显然 ,m 值 反 号 的 两 个 函数 ,存在 下 列 关 系 : 
en (28.9) 


当 1=0( 从 而 有 m=0) 时 , 球 谐 函 数 变 成 一 个 常数 . 换 句 话 说 , 角 动 量 等 于 
零 的 粒子 态 波 函 数 只 依赖 于 7, 亦 即 具有 球 对 称 性 ,这 和 $27 中 的 一 般 论述 是 一 
致 的 . 

当 m 值 给 定 以 后 ,1 可 从 1m1 开 始 依次 地 等 于 的 各 个 递增 本 征 值 . 根据 本 
征 冰 数 的 一 般 零点 原理 ($21) ,我 们 可 以 导出 这 样 的 结论 ,8,, 函数 对 1- 1ml 个 
不 同 的 9 角 而 言 可 以 等 于 零 ; 换 句 话说 , 它 以 球面 上 的 1- Im| 条 “ 纬 线 ”为 节 线 . 


QD 归 一 化 条 件 当 然 不 能 确定 相位 因子 的 选择 方式 . 我们 在 本 书 中 采用 (28.5) 式 的 定义 ,从 普遍 的 
角 动 量 相 加 理论 看 来 最 为 自然 . 它 和 一 般 采用 的 定义 相差 一 个 i 因子. 上述 选 法 的 优点 ,参考 $ 60, § 106 
和 $107 中 的 附注 即 能 明白 . 
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如 果 整 个 角 部 函数 中 的 e*“ 因 子 用 实 因 子 cosmog 或 sinmog 来 代替 中 , 它 还 具有 
Iml 条 “经 线 ” 节 线 ; 从 而 节 线 总 数 等 于 1. 

最 后 ,我 们 来 看 一 下 怎样 用 矩阵 方法 算出 6, 函数 . 它 和 $23 中 计算 振子 波 
函数 时 所 采用 的 做 法 类 似 . 从 (27.8) 式 1 ,Y=0 出 发 ,应 用 (26. 15) 式 的 1, 算 


符 ,并 把 它 作 用 在 下 列 函 数 上 : 
L 








Yn = tt ， 
可 得 @, 的 方程 式 

bad -lcot0 .: O, =0 

db Oe 


因而 0, = 常数 xX sin 0. 应 用 归 一 化 条 件 求 出 此 常数 后 ,得 


@,=( -i) sintg) (28; 10) 


其 次 ,应 用 (27.12) 式 ,我 们 有 
i A 0 RN RR 


重复 应 用 此 式 , 得 
[(L—-m)! ] 7 li-m 
(VE mil i i ~ YL. 


采用 (26.15) 式 的 ? _ 算 符 , 易 于 把 上 式 右边 计算 出 来 ,我 们 有 











1 [RO] 一 el roin' "gp (fsin” 0). 
dcos 0 
重复 应 用 此 式 ,得 
了 一 ig imp : 一 了 到 有 。 
CP) e” O, 二 ee SI1n TEA 00), 


应 用 上 式 以 及 (28.10) 式 的 @, ,最 后 可 得 
oh [ll (4m)! I 和” 本 
Ola 2 (1-m)!2'l! sin”0 (dcos WE 


此 式 和 (28.5) 式 相同 . 
$29 和 天 量 的 矩阵 元 
我 们 再 来 考虑 一 个 多 粒子 封闭 系统 包 ; 设 为 标志 该 系统 的 任 一 标量 物理 





@ ”这 种 函数 所 对 应 的 态 中 没有 确定 的 1, 值 ,但 可 以 具有 概率 相等 的 +m 值 . 
@@ 本 节 所 有 的 结论 ,对 有 心力 场 中 的 一 个 粒子 也 是 成 立 的 (一 般 来 讲 , 对 总 角 动 量 守 恒 的 系统 也 是 
成 立 的 ). 
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量 ,对 应 于 这 个 量 的 算 符 为 f. 任 一 标量 对 该 系统 的 坐标 系 旋 转 而 言 是 不 变 的 . 因 
此 标量 算 符 /经 过 旋转 变换 后 保持 不 变 , 即 /与 旋转 算 符 相 对 易 . 我 们 知道 ,除开 
一 个 常 因子 外 ,无 限 小 旋转 算 符 等 于 角 动 量 算 符 , 故 有 

If,L} =0 (29.1) 


根据 f 和 和 角 动 量 算 符 的 可 对 易 性 可 知 ,在 L* 和 工 ,为 对 角 的 表象 中 ,f 和 矩阵 对 
下 标 LM 而 言 也 是 对 角 的 . 再 则 ,M 仅 决定 于 系统 和 坐标 轴 的 相对 取向 ,一 个 标 
量 的 值 是 和 这 个 取向 无 关 的 ,因此 我 们 可 以 说 ,和 矩阵 元 (n'LMIflnLM) 是 和 MM 值 
无 关 的 ;n 暂时 代表 除 L 上 和 MM 外 确定 系统 状态 的 所 有 量子 数 . 上 述 论断 可 以 根据 


算 符 fL ,的 可 对 易 性 形式 地 得 到 证 明 : 
Fo i (29. 2) 


把 上 式 的 n,L,M-—n',L,M +1 的 跃迁 矩阵 元 写 出 来 .考虑 到 L, 算 符 只 有 一 个 mn， 
L,M>n,L,M +1 矩阵 元 不 等 于 零 , 可 得 
(n',L,M+1lfln,L,M +1)(n,L,M+]1 | 天 In,L,MY = 
A 
由 于 二, 的 矩阵 元 与 指标 n 无 关 , 我 们 有 
mb LM 1 edw LMltln LM {29.3 ) 
可 见 MM 值 不 同 (其 它 指标 相同 ) 的 所 有 《n',L,MIfin,L,M) 是 相等 的 . 
如 果 把 上 述 结论 应 用 到 哈密 顿 量 本 身上 来 ,就 可 得 出 早先 的 结论 , 即 定 态 的 
能 量 和 M 无 关 , 也 就 是 说 ,能 级 具有 (2L+1) 重 简 并 . 
其 次 , 设 4 为 标志 封闭 系统 的 某 一 矢量 物理 量 . 当 该 系统 的 坐标 系 转动 后 
(如 为 无 限 小 旋转 , 即 用 角 动 量 算 符 作 用 后 ) ,一 个 矢量 的 三 个 分 量 就 变换 成 为 
它们 之 间 的 线性 组 合 . 因此 ,L; 算 符 和 A, 算 符 的 对 易 结 果 , 必 然 仍 得 到 该 矢量 的 
一 些 4, 分 量 .确切 的 形式 可 以 这 样 求 出 ,只 要 注意 到 ,在 4 为 粒子 径 矢 的 特殊 情 
形 下 ,应 该 得 到 (26.4) 式 . 因此 得 出 下 列 对 易 关 系 : 
[L,,A,] =ie 4 (29.4) 
这 些 对 易 式 使 我 们 有 可 能 对 4, ,4, ,4, 诸 分 量 的 矩阵 形式 作出 一 系列 的 结 
论 ( 玻 恩 , 海 森 伯 和 约 当 ,1926). 首先 ,我 们 可 以 求 出 对 哪些 牙 迁 矩阵 元 才 可 能 
不 为 零 ,也 就 是 求 出 它们 的 选择 定 则 . 但 是 ,我 们 不 准备 在 这 里 进行 这 种 宛 长 的 
计算 ,以 后 将 会 讲 明 ( 8$ 107) ,这 些 选择 定 则 ,实际 上 是 一 个 矢量 的 一 般 变换 性 
质 的 直接 结果 ,根据 变换 性 质 ,几乎 无 需 计算 ,就 可 以 把 它 求 出 来 . 在 这 里 我 们 先 
不 加 证 明 , 只 给 出 这 些 选择 定 则 . 
所 有 矢量 分 量 的 跃迁 矩阵 元 ,只 有 当 角 动量 工 的 改变 值 不 超过 1 的 时 候 才 
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不 等 于 零 ; 即 

LL 或 Lt1. (29.3) 
此 外 还 有 一 个 附加 的 选择 定 则 , 它 禁止 两 个 工 =0 的 态 之 间 的 跃迁 ;这 个 附加 定 
则 , 乃 是 角 动 量 工 =0 的 态 具 有 完全 的 球 对 称 性 的 直接 结 采 . 

对 角 动 量 投影 值 M 而 言 , 它 的 选择 定 则 对 矢量 的 不 同 分 量具 有 不 同 的 结果 . 

这 就 是 说 ,改变 MM 值 的 各 种 跃迁 和 矩阵 元 中 ,只 有 下 列 跃 迁 矩 阵 元 有 可 能 不 等 于 零 : 
对 得 = 村 + M-sM +1, 
对 间 _ 三 下 = 这 形 一 > 开 一 1 
对 4. M—M. 

此 外 ,还 有 可 能 求 出 矢量 矩阵 元 依赖 于 量子 数 M 的 一 般 公 式 . 这 是 一 些 经 
常用 到 的 重要 公式 ,我 们 不 加 证 明 地 把 它 写 出 来 ,它们 实际 上 是 $ 107 中 求 得 的 
(关于 任意 张 量 的 ) 某 些 更 普遍 公式 的 特殊 情形 . 

不 等 于 零 的 4, 矩阵 元 由 下 列 公 式 给 出 : 

(n'LMIA,InLM) ee A i 
VEC(L+41)(2L+1) 
LC-M 
L(2L -1)(2L+1) 


(29.6) 





(n'LMIAIn,L -1,M) = Cut lA,G=1y, «(29.7) 


Fa, a 
TADE= To 
记号 (n'L' 4 nL) 称 为 约 化 矩阵 元 ,不 依赖 于 量子 数 MV. 这 些 矩 阵 元 有 下 列 
关系 : 


(n',L -1,MIA.InLM) = Cm El A 


(nL’ | ANnL) = (nL|AlnL')’, (29. 8) 


这 可 直接 根据 算 符 4. 的 厄 米 性 得 出 . 
4 和 4 的 矩阵 元 也 可 由 约 化 矩阵 元 确定 .4 _ 的 非 零 矩阵 元 为 


四 , 
(n',L,M-11A_InLM) = 和 (n'L|A lnL), 

, a Se 
(n' ,LM=1lA_ In,L-1,M) = a i i 
__ [LMC 
(n',L -1,M-1IA_ InLM) = rt Es=. |Allney. 


(29.9) 


@ (29.7) 和 (29.9) 中 出 现 的 依赖 于 工 的 分 母 是 和 §107 中 采用 的 一 般 记 号 一 致 的 . 写 出 这 些 分 母 
的 方便 之 处 ,可 从 (29.12) 式 (两 个 矢量 的 标 积 矩 阵 元 ) 采 取 简 单 的 形式 看 出 来 
约 化 矩阵 元 的 符号 具有 整体 性 ,不 像 矩 阵 元 符号 那样 可 以 分 开 理解 [ 见 (11.17) 式 后 的 说 明 ] 
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4 ,的 矩阵 元 无 需 再 写 :由 于 4. 和 4, 是 实 量 , 我 们 有 
(nL'M' A, [nLMy ={nLMIA. lw DM ". (29. 10) 
还 有 一 个 公式 ,用 约 化 矩阵 元 表 出 两 个 矢量 A 和 B 的 标 积 4， B 的 矩阵 

元 . 如 把 算 符 4 B 写成 下 列 形式 ,可 以 人 简捷 地 导出 
A.B=7(A,h. ys (29.11) 


和 矩阵 A.， B (和 任 一 个 标量 一 样 ) 对 LL 和 M 是 对 角 的 . 应 用 公式 (29.7) 一 
(29.9) ,可 算出 下 列 结 采 : 
] 


/ 各 一 7 A Bg nrit 让 
(n'LMIA .: BInLM) GE 2 bl 


C29. 12) 
式 中 LL" 取 值 L,L+1. 
为 参考 计 , 我 们 给 出 矢量 工 的 约 化 矩阵 元 本 身 ,比较 (29.9) 和 (27.12) 式 ， 
得 
ty | pa 
E12) Ly = 和 
应 用 中 经 常 碰 到 的 一 个 量 是 粒子 径 和 撩 的 单位 矢量 n. 它 的 约 化 矩阵 元 可 以 
通过 例如 n=cos 9 对 m=0 的 角 动 量 分 量 的 矩阵 元 求 出 来 ; 
(1-1,0ln.110) = [ @1 ,50080 * Onsin 0d0 
On 已 由 (28.11) 式 给 出 .上 式 积分 后 ,得 
il 


Cel Oh [We 


V (21-1)(2i+1) 
1 的 跃迁 矩阵 元 均 为 零 [ 和 单 粒子 的 任 一 极 矢量 一 样 , 见 后 面 (30.8) 式 ] .和 
(29.7) 式 比较 后 ,得 到 


Deng ee i 
(1 nl =0. 


习 题 
有 -6a(n 是 沿 粒子 径 舌 方向 的 单位 矢量 ) 对 角 动量 绝对 值 给 定 


为 !( 但 其 方向 即 /. 不 确定 ) 的 态 平均 化 , 求 其 结果 . 
解 :所 求 的 张 量 平均 值 仍 为 算 符 ,这 种 算 符 可 以 只 通过 1 算 符 来 表述 . 其 形 


@ 对 dcos 9 进行 1-1 次 分 部 积分 ;此 类 积分 的 一 般 公式 为 (107.14) 式 . 
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式 为 

em 

nm -36u=0 ib +h i -6 + |; 
这 是 由 1 的 分 量 所 能 组 成 的 其 迹 为 零 的 二 秩 对 称 张 量 的 最 一 般 形式 .为 了 求 出 常 
数 a, 上 式 可 左 乘 1, 并 右 梯 1,( 并 对 i 和 避 求 和 ). 由 于 n 和 广 ? =F x 相生 直 , 故 
ni l=0(i 为 司 标 ). 来 各 l,i ii;=( 祖 )? 可 用 本 征 值 (1+1)? 代替 ,乘积 D 了 人 
可 用 (26.7) 式 变换 成 下 列 形式 : 

dd mh i 了 eu 人 1 Ye 


= (P)? + 了 eueu i 和 


(其 中 我 们 应 用 了 euwew =256, ). 经 过 简单 整理 后 ,得 下 列 结果 ， 
i 
(oT 
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除了 坐标 系 的 平移 和 旋转 不 变性 分 别 代表 空间 的 均匀 性 和 各 向 同性 以 外 ， 
还 有 一 种 变换 可 使 一 个 封闭 系统 的 哈密 顿 量 保持 不 变 . 这 种 变换 称 为 反 演变 换 ， 
它 由 所 有 坐标 的 同时 变 号 所 组 成 , 亦 即 把 每 个 坐标 轴 反 向 ;右手 坐标 系 变 成 左手 
坐标 系 ,或 者 反之 . 哈密 顿 量 在 这 种 变换 下 的 不 变性 代表 空间 的 镜 向 反射 对 称 
性 .经 典 力 学 中 ,哈密 顿 函数 对 空间 反 演 的 不 变性 并 不 导致 守恒 律 ,量子 力学 
中 情况 则 有 所 不 同 . 


我 们 用 符号 P( 因 “ 宇 称 ” 的 英文 是 “Parity”) 代表 一 个 反 演 算 符 , 它 作用 在 波 
函数 w(r) 上 的 效果 是 使 坐标 变 号 : 


Py(r) =y( -7). (30.1) 
容易 求 出 这 个 算 符 的 本 征 值 P, 它 由 下 式 确 定 : 
Py(r) =Py(r). (30.2) 


我 们 注意 到 ,把 反 演 算 符 连用 两 次 ,等 于 一 个 恒 等 变 换 :函数 的 宗 量 没有 变化 . 换 


旬 话 说 ,我 们 有 Py = 已 % =y, 即 P? =1, 故 
Ps El (30.3) 


因此 , 反 演算 符 的 本 征 函数 用 P 作 用 后 ,或 者 根本 不 变 , 或 者 变 一 符号 .第 一 种 情 
况 下 , 波 函 数 (及 其 相应 的 态 ) 称 为 偶 的 ,第 二 种 情况 下 则 称 为 奇 的 . 


中 处 于 有 心力 场 中 的 一 个 多 粒子 系统 , 它 的 哈密 顿 量 对 力 心 也 有 反 演 不 变性 . 
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哈密 顿 量 反 演变 换 下 的 不 变性 ( 亦 即 算 符 有 和 P 对 易 ) 代 表 了 宇 称 守恒 定律 : 
如 果 一 个 封闭 系统 的 态 具 有 确定 的 宇 称 ( 它 是 偶 的 或 奇 的 ) ,这 个 宇 称 在 随后 的 
时 刻 中 保持 不 变 吕 . 

角 动 量 算 符 在 反 演 变换 下 也 是 不 变 的 ,坐标 以 及 对 坐标 微 商 的 算 符 都 变 号 ， 
结果 使 算 符 (26.2) 保持 不 变 . 换 句 话说 , 反 演 算 符 和 角 动 量 算 符 对 易 , 这 意味 
着 ,一 个 系统 可 以 在 具有 确定 的 宇 称 的 同时 ,具有 确定 的 角 动 量 二 和 确定 的 角 动 
量 分 量 M. 所 有 那些 只 有 M 值 不 同 的 态 都 有 相同 的 宇 称 ;因为 一 个 封闭 系统 的 
性 质 和 它 的 空间 取向 无 关 , 这 可 从 对 易 式 L,P -PL, =0 出 发 加 以 证 明 , 其 方法 
和 (29.2) 到 (29.3) 的 推导 方法 相同 . 

各 种 物理 量 的 矩阵 元 具有 一 定 的 宇 称 选择 定 则 . 我 们 先 来 考虑 标量 . 首先 必 
须 区 分 反 演 后 保持 不 变 的 真 标量 和 反 演 后 变 号 的 厢 标 量 ,后 者 例如 一 个 轴 矢 量 


和 一 个 极 矢量 的 标 积 . 一 个 真 标 量 的 算 符 f 与 P 对 易 ; 由 于 这 一 点 ,如 果 P 的 矩阵 
是 对 角 的 , 则 矩阵 /对 宇 称 指标 也 是 对 角 的 , 亦 即 除了 gg 和 yu 的 跃迁 外 矩 


阵 元 均 为 零 (g 和 w 分 别 代 表 偶 态 和 奇 态 ). 对 于 用 标量 算 符 , 我 们 有 Pf = -fP， 


算 符 P 和 f 反 对 易 . 对 g 一 g 跃迁 而 言 ,此 式 的 矩阵 元 为 Pf,, = -AP ,由 于 
Ps =1, 故 f,, =0. 同 理 可 得 f,, =0. 因此 , 尾 标 量 和 矩阵 中 ,只 有 改变 宇 称 的 那些 路 
迁 矩 阵 元 才 不 等 于 零 . 由 此 可 知 ,标量 矩阵 元 的 选择 定 则 为 
真 标 量 gg ,uu， 
于 标量 5 uv ve | 
这 些 定 则 也 可 从 和 矩阵 元 定义 出 发 直接 导出 . 例如 ,我 们 来 考虑 积分 


f= | wi fwedg, 其 中 ww 是 偶 函数 ,w, 是 奇 函 数 . 如 果 / 是 真 标量 , 当 所 有 坐标 


变 号 时 被 积 函 数 也 随 之 变 号 ; 另 一 方面 ,积分 是 遍及 整个 空间 的 ,不 会 因 积 分 变 
量 的 更 名 而 变化 . 因此 ,有 f= -=f.,, 即 ,=0. 

我 们 可 以 类 似 地 导出 矢量 的 选择 定 则 ,此 时 必须 记得 ,普通 矢量 ( 极 矢量 ) 
有 反 演 时 变 号 ,而 轴 矢 量 (例如 角 动 量 和 撩 量 , 它 是 p 和 7 两 个 极 矢量 的 和 撩 积 ) 反 演 时 
不 变 号 . 求 出 的 选择 定 则 如 下 : 

极 矢量 gu,u—g， 
轴 矢 量 | 

我 们 来 确定 角 动 量 为 1 的 单 粒 子 态 的 宇 称 . 反 演 变换 (x 一 -xy 一 -7y,z 一 

-2z) 在 球 坐 标 中 相当 于 下 列 变换 : 


(30.4) 


‘(30.5 


中 为 避免 误解 ,必须 申明 这 是 针对 非 相对 论 理论 的 . 在 相对 论 理论 范围 内 ,存在 着 破坏 宇 称 守恒 的 
相互 作用 . 
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rr, 0O—T-0, 0 一 TT 十 0， (30..6) 
粒子 波 函 数 和 角度 的 关系 ,是 由 角 动 量 本 征 函 数 Y, 给 出 的 ,其 中 ,除开 一 个 这 里 
并 不 重要 的 常数 外 ,具有 PY (cos 9)e”“ 的 形式 . 当 gp 被 +o 代替 后 ,e”” 因 子 乘 
上 了 一 个 (-1)", 而 当 0 被 -9 代替 后 ,Pr? (cos 0) 变 成 Pr"( -cos 0) = 
(-1) "Pr (cos 9). 因 此 整个 函数 等 于 原 函 数 乘 以 ( -1)'( 和 m 无 关 , 与 以 前 所 
讲 的 一 致 ) ,这 就 是 说 ,/ 值 为 给 定 的 态 中 ,其 宇 称 为 
po =1Y. (30.7) 
我 们 看 到 ,凡是 为 偶数 的 态 都 是 偶 态 ,! 为 奇数 的 态 都 是 奇 态 . 
一 个 单 粒 子 的 矢量 物理 量 只 有 1 一 1 或 1+1 的 跃迁 矩阵 元 才 不 等 于 零 
〈《$29). 记 住 这 一 点 ,再 和 矢量 矩阵 元 的 宇 称 改变 问题 联系 起 来 ,参照 (30.7) 
式 , 可 得 如 下 的 结论 :一 个 单 粒 子 的 矢量 矩阵 元 只 有 对 下 列 跃 迁 才 不 等 于 零 : 
极 矢 量 | 


山 矢 量 1 (30. 8 ) 
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我 们 来 考虑 一 个 系统 , 它 由 相互 作用 很 弱 的 两 个 部 分 组 成 . 当 把 相互 作用 全 
部 略 去 后 ,每 一 部 分 都 能 满足 角 动 量 守 恒定 律 . 整个 系统 的 总 角 动 量 工 可 以 看 
作 是 这 两 个 部 分 的 角 动 量 L, 和 工 , 之 和 .在 下 一 步 近 似 中 ,考虑 了 弱 的 相互 作用 
后 ,L, 和 工 , 不 再 严格 守恒 ,但 是 模 量 平方 值 的 量子 数 L, 和 工 仍 是 “好 的 ”量子 
数 , 适 合 于 对 该 系统 的 态 进行 近似 描述 . 把 角 动 量 看 作 经 典 量 ,我 们 可 以 这 样 说 ， 
在 这 种 近似 中 ,L, 和 工 , 只 绕 工 方向 旋转 ,它们 的 长 度 保持 不 变 . 

对 这 样 的 系统 ,产生 了 角 动 量 的 “ 相 加 法 则 ”问题 :ZL,， 和 L, 给 定 后 工 的 可 能 
值 是 什么 ? 角 动量 分 量 的 相 加 法 则 是 很 明显 的 :由 于 ZL =L, + 亡 ,可 得 

M=M,+M,. 3 

但 对 角 动 量 平方 算 符 , 没 有 这 样 简单 的 关系 ,为 了 导出 它们 的 “ 相 加 法 则 ”, 我 们 
作 如 下 的 考虑 . 

如 果 把 L? ,二 ,LL,,L, 取 作物 理 量 的 一 个 完全 集合 D, 任 一 态 可 以 由 工 ,L， 
M, ,M, 四 个 值 确定 . 当 LL, 和 L, 给 定 以 后 ,M 和 M, 可 以 分 别 取 (2L, +1) 个 及 
(2L, +1) 个 不 同 的 数值 ,因此 共有 (2L, +1) (2L, +1) 个 不 同 的 态 具有 相同 的 也 

和 疡 值 .我 们 令 gznw 为 这 种 表象 中 的 状态 波 函 数 . 

如 果 不 用 以 上 四 个 量 ,我们 也 可 以 拿 Li ,Li,L?,L, 作为 一 个 完全 集 . 那么 ， 


QD 以 上 四 个 量 与 其 它 量 放 在 一 起 才能 组 成 一 个 完全 集 .但 是 其 它 物 理 量 在 以 下 的 讨论 中 不 起 作 
用 ,为 表述 简单 计 ,我 们 可 以 把 它们 完全 略 去 ,而 把 以 上 四 个 量 暂 称 为 一 个 完全 集 . 
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每 个 态 可 以 用 厂 ,L,,L,M 四 个 值 来 标志 (其 相应 的 波 函 数 我 们 记 作 ,ym). 当 
L, 和 疡 给 定 以 后 ,必须 和 以 前 一 样 具有 (2L, +1)(2L, +1) 个 不 同 的 态 ,也 就 是 
说 ,对 给 定 的 L 和 工 , 而 言 ,L 和 M 必须 取 (2L, +1)(2L, +1) 对 不 同 的 数值 . 这 
些 数值 可 以 用 下 法 确定 . 

把 各 种 可 能 的 M, 和 M, 值 相 加 起 来 ,得 到 相应 的 各 个 M 值 ,如 下 表 所 示 : 


M, M, M 
L, L, L, +L, 
Ey L, -1 
L, +L,;—1 
L, -1 Es 
L, L, -2 
L -1 L, -1 L, +L,—2 
L -2 L, 


我 们 看 到 ,对 应 于 一 个 9 态 ( 这 时 有 一 对 M, 和 M, 值 ).M 的 最 大 可 能 值 为 
M =Z +L,,yW 态 中 MM 的 最 大 可 能 值 ,也 就 是 L 的 最 大 可 能 值 ,因而 为 L, + 疡 .其 
次 ,M=D + -1 的 p 态 有 两 个 .因此 ,具有 这 种 M 值 的 y 态 也 一 定 有 两 个 ;其 
中 一 车 的 工 = 半 下 开 《区 及 到 ET 另 一 后 三 的 挛 = 五 《一 玉 芭 改 丙 1 
M =LZLI+ 记 -2 的 9 态 有 三 个 .这 意味 着 ,除了 LL=L +L,L=L,+L,-1 这 两 个 
值 外 ,还 会 有 工 = +L, -2 这 个 值 . 

继续 分 析 下 去 ,M 值 每 减少 1, 具 有 给 定 MN 值 的 态 数 就 增加 1. 很 易 看 出 ,上 
述 情况 会 继续 下 去 . 直到 M 值 等 于 IL, -L,1 为 止 . 当 MM 值 进一步 减 小 时 , 态 数 就 
不 再 增加 , 仍 等 于 2L, +1( 如 果 LL,<L). 这 就 表明 ,1L, - 工 1 是 L 的 最 小 可 能 
值 . 因此 ,我 们 可 以 得 出 结论 ,L, 和 瑟 值 给 定 后 ,量子 数 世 可 以 采取 下 列 各 种 数 
值 : 

二 人 (31, 2) 

这 里 一 起 有 2L, +1 个 不 同 的 数值 (假定 L, <Z). 容易 验证 此 时 L,M 这 一 对 量 
子 数 的确 可 取 (2L, +1)(2L, +1) 种 不 同 的 数值 . 要 注意 的 是 ,如 果 我 们 不 管 
2L +1 个 不 同 的 M 值 (对 一 个 给 定 的 L) ,那么 ,(31.2) 中 每 一 个 可 能 的 世 值 只 对 
i nd 

上 述 结果 可 以 用 “矢量 模型 ”直观 地 描述 . 如 果 令 矢量 L, 和 工 , 的 长 度 为 工 
和 疡 , 则 工 的 可 能 值 可 以 用 元 和 工 , 矢量 相 加 后 所 得 的 矢量 的 整数 长 度 表示 
之 ; 当 工 和 工 , 平行 时 ,可 得 的 最 大 值 L +L,, 当 L, 和 大 反 平 行 时 ,得 最 小 值 
网 
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在 角 动 量 L, ,L, 及 总 角 动 量 工 都 具有 定 值 的 态 中 ,二 L,,L * LL ,L* 工 , 等 
标 积 也 都 具有 定 值 . 这 些 定 值 很 容易 算出 来 . 计算 L，* L, 时 ,我 们 令 工 = 大 + 
大, ,把 它 平方 再 移 项 后 ,得 
NN Dy Le 

式 右 的 算 符 用 他 们 的 本 征 值 来 代替 ,我 们 得 到 式 左 算 符 的 本 征 值 : 

忆 =1E(E+1) -三 (五 +1) -hb +1)} (C3199 
同 理 可 得 

Lt) th (D+1) -LL +1)}. (31.4) 


现在 来 求 “ 宇 称 的 相 加 法 则 ”. 我 们 知道 ,由 两 个 独立 部 分 所 组 成 的 一 个 系 
统 , 它 的 波 函 数 严 等 于 这 两 个 部 分 的 波 函 数 多 和 和, 的 乘积 . 如 果 后 两 个 波 媚 
数 具 有 相同 的 字 称 ( 即 当 所 有 坐标 变 号 时 它们 同时 变 号 ,或 同时 不 变 号 ) , 则 整 
个 系统 的 波 函 数 显然 是 偶 的 . 反之 ,如 果 外 和 和 的 宇 称 相反 , 则 多 函数 是 奇 
的 . 这 个 说 法 可 写成 

P=P,P,, (3 
P 是 整个 系统 的 宇 称 ,P, 和 P, 分 别 是 子 系统 的 宇 称 . 这 个 法 则 当然 可 以 立刻 推 
广 到 由 无 相互 作用 的 任意 多 个 部 分 所 组 成 的 系统 中 去 . 

特别 是 ,如 果 我 们 考虑 的 是 处 于 有 心力 场 中 的 一 个 多 粒子 系统 (粒子 间 的 

相互 作用 假定 很 弱 ) , 则 整个 系统 的 态 的 宇 称 [ 见 (30.7) ] 为 

SB De 0 (31.6) 
我 们 强调 指出 ,上 式 寡 数 中 只 包含 角 动 量 1 的 代数 和 ,一 般 来 讲 , 它 和 角 动 量 的 
“矢量 和 ”, 即 该 系统 的 总 角 动 量 工 ,是 很 不 一 样 的 . 

如 果 一 个 封闭 系统 (在 内 力作 用 下 ) 发 生 分 裂 , 它 的 总 角 动 量 和 宇 称 都 必须 
守恒 . 这 些 条 件 有 可 能 使 得 一 个 系统 的 分 裂 因此 成 为 不 可 能 ,尽管 从 能 量 角度 看 
来 这 种 分 裂 似 乎 是 可 能 的 . 

例如 ,我们 来 考虑 一 个 原子 ,处 于 角 动 量 为 工 =0 的 偶 态 ,并 从 能 量 角度 看 
来 , 它 有 可 能 分 裂 成 为 一 个 自由 电子 和 一 个 角 动 量 为 工 =0 并 处 于 奇 态 的 一 个 离 
子 . 但 是 很 容易 证 明 这 样 的 分 裂 实际 上 是 不 可 能 的 (或 者 说 是 禁 戒 的 ). 这 是 因 
为 ,由 于 角 动 量 守恒 定律 ,这 个 自由 电子 的 角 动 量 也 必须 等 于 零 , 从 而 处 于 偶 态 
[P=(-1) =+1]; 而 离子 + 目 由 电子 系统 的 态 将 为 奇 态 ,可 是 该 原子 的 初 态 
却 是 偶 态 . 
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量子 力学 中 两 个 相互 作用 粒子 的 运动 问题 ,可 以 照 经 典 力学 中 所 做 的 那样 ， 
把 它 简 化 成 为 一 个 单 粒 子 问题 . 按 V(r) 规律 (7 为 这 两 个 粒子 间 的 距离 ) 相 互 作 
用 者 的 两 个 粒子 (质量 分 别 为 mi ,ms ) ,其 哈密 顿 量 呈 以 下 形式 : 


2 2 
J (32.1) 


2m, Zn 
式 中 A, 和 A, 分 别 是 这 两 个 粒子 坐标 的 拉 普 拉 斯 算 符 . 我们 引进 新 变量 R 和 7， 
代替 粒子 的 径 矢 和 





六 


_ mr + m2r, 


r= = 恩 二 32. 人 
r 为 两 粒子 距离 矢量 ,而 R 为 质心 的 径 矢 .经 过 简单 计算 后 ,可 得 
H = i 3m A+U( ) (32.3) 


式 中 An 和 A 分 别 是 对 R 和 7 坐标 的 拉 普 拉 斯 算 符 ,m, + m, 是 该 系统 的 总 质 
量 ,而 m=mims/(mi +m,) 是 约 化 质量 . 由 此 可 见 哈密 顿 量变 成 了 两 个 独立 部 
分 之 和 .与 此 相应 ,我 们 可 以 把 yw(r,r,) 写 成 pg(R)y(r) 的 乘积 形式 ,其 中 的 
Pp(R) 晒 数 描述 质心 的 运动 (如 同 质 量 为 m, + m, 的 一 个 自由 粒子 ) ,而 水 (r) 函 
数 描述 这 两 个 粒子 的 相对 运动 [如 同 质量 为 普 的 一 个 粒子 在 有 心力 场 U(r) 中 
运动 ]. 
一 个 粒子 在 有 心力 场 中 运动 时 莅 定 调 方 程 具有 下 列 形式 : 
Ay + ELE- U(r) jy =0. CI 


采用 拉 普 拉 斯 算 符 在 球 坐 标 中 的 熟知 表 式 ,我 们 可 以 把 上 式 写 成 
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2 
三 之 (r 训 |) + 二 | 2 2 (sing 二 ] + Sw + 
r2 Or ar r Lsin0 390 00 sin 0 0 
2 
+ i[E -U(r) y=0. (32.5) 


如 果 在 式 中 引入 (26.16) 式 的 角 动 量 平方 算 符 ?, 可 得 
在 有 心力 场 中 运动 时 , 角 动量 是 守恒 的 .我们 来 考虑 角 动 量 1 及 其 分 量 m 都 
有 定 值 的 那些 定 态 . 这 两 个 值 确定 了 波 函 数 的 角 部 . 因此 我 们 要 找 的 (32.6) 式 
之 解 具有 下 列 形式 : 
R(T (ps (32.7) 
式 中 的 7, (9,9) 是 球 谐 函 数 . 
由 于 人 FY，=7(1+1) 了 ,我 们 得 到 径 向 函数 R(7) 的 方程 式 : 
1 d12dR 
ee i 
上 式 根 本 不 包含 数值 1 = m, 这 与 能 级 对 角 动 量 方向 的 简 并 度 为 (21+1) 是 一 致 
的 ,这 一 点 我 们 已 经 熟悉 . 
我 们 来 研究 波 函 数 的 径 部 . 作 下 列 变换 


-eR+ LE -U(r) R=0. (32:8) 


Rr) -站 一， (32.95 
(32.8) 式 变 成 下 列 形式 : 
dx 2m iI(1+1) 
| (32. 10) 


如 果 势 场 U(r) 处 处 有 限 , 波 函数 在 整个 空间 也 必须 处 处 有 限 , 包 括 原点 在 内 ， 
从 而 其 径 部 R(7) 也 必 处 处 有 限 .根据 这 一 点 x(7) 在 r=0 处 必须 等 于 零 : 
xY(0) =0. (832 
如 果 一 0 时 势 场 趋向 无 穷 大 ,上 述 条 件 实际 上 还 是 成 立 的 ( 见 $35). 
(32.10) 式 在 形式 上 等 同 于 具有 下 列 势 场 的 一 维 运动 苹 定 记 方 程 : 


DD” 如果 引入 动量 的 径 向 分 量 算 符 p,, 它 的 形状 为 
^ eh Se 
Pi je 一) 
则 哈密 顿 量 就 可 以 写成 下 列 形式 : 
1 ,ag 


冯 = 一 (4 7) + U(r), 
2m 


这 和 经 典 哈密 顿 函 数 的 球 坐 标 形式 完全 相同 . 
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yy Ce (32. 12) 


它 是 势能 V(r) 与 下 式 之 和 : 
T+1) RE 


2mr” 2mr” 
这 个 表 式 可 以 称 为 离心 能 .由 此 可 见 , 有 心力 场 中 的 运动 问题 ,可 以 归结 为 运动 
区 域 在 一 端 受 限制 的 (r =0 处 的 边界 条 件 ) 一 个 一 维 运动 问题 .Y 函数 的 归 一 化 


条 件 也 是 “一 维 ” 的 ,由 下 列 积分 确定 : 
| 1R1272dr = 下 本 四 

一 端 受 限 的 一 维 运动 ,其 能 级 是 非 简 并 的 ($21). 因 此 我 们 可 以 这 样 说 ,如 
果 能 量 已 经 给 定 , 则 (32. 10) 式 之 解 , 亦 即 波 函 数 的 径 部 ,就 被 完全 确定 . 如 果 还 
记得 这 个 波 函 数 的 角 部 已 由 1 和 m 值 完 全 确定 ,我 们 就 得 到 这 样 的 结论 ,对 有 心 
力 场 中 的 运动 讲 来 , 它 的 波 函 数 可 以 由 玖 ,! 和 m 三 个 数值 完全 确定 . 换 句 话说 ， 
对 这 样 的 运动 讲 来 ,能量 , 角 动 量 的 平方 以 及 角 动 量 的 xz 分量 这 三 个 量 组 成 物理 
量 的 一 个 完全 集 . 

有 心力 场 中 的 运动 问题 归结 为 一 维 问题 后 ,使 我 们 有 可 能 应 用 振荡 定理 
( 见 $21). 我 们 把 具有 给 定 1 值 的 各 个 能 量 本 征 值 (离散 谱 ) 按 递增 次 序 加 以 排 
列 , 给 予 编号 n,, 令 最 低能 级 的 编号 为 n, =0. 则 n, 确定 了 波 函 数 的 径 部 在 7 的 
有 限 值 域内 所 具有 的 节点 数 (r =0 点 除外 ).n, 称 为 径 量 子 数 . 对 有 心力 场 中 的 
运动 讲 来 ,! 常常 称 为 角 量 子 数 ,m 则 称 为 磁 量 子 数 . 

对 于 角 动 量 ! 值 不 同 的 各 种 粒子 态 , 有 一 套 第 用 符号 ;用 下 列 拉 丁字 和 母 
标志 : 

ET 
5 和 

运动 于 有 心力 场 中 的 一 个 粒子 , 它 的 基态 总 是 s 态 ; 因 为 如 果 l 寺 0, 则 波 函 
数 的 角 部 一 定 具 有 节点 ,但 是 基态 波 函 数 根本 不 存在 节点 .我 们 还 可 以 断言 ,/ 
给 定 后 ,能 量 的 最 小 可 能 值 随 1 增加 . 因为 角 动 量 的 存在 使 哈密 顿 量 中 多 出 一 
正 项 大 1 必 1+1)/2mr ,这 一 项 是 随 1 增 加 的 . 

现在 来 找 径 函 数 在 原点 附近 的 形状 . 此 处 我 们 假定 

limU(r)r =0. (32.14) 
我 们 把 R(7) 表 成 r 的 窜 级 数 , 当 7 很 小 时 只 保留 该 级 数 的 首 项 ; 换 句 话说 ,我 们 
把 R(r) 表 成 R= 常数 xr 的 形式 .把 它 代 入 下 列 方程 中 : 
d dR 
和 


《32 


) -Ll+ R= 0 ， 
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这 个 式 子 是 由 (32.8) 式 乘 以 ~ 后 再 取 极 限 一 "0 得 到 的 ,结果 得 

s(S+1) =! (+1). 
故 

els -hey, 
s = 一 (lL+1) 这 个 解 不 满足 必要 条 件 ;r =0 时 它 变 成 无 穷 大 (注意 !=0). 因此 只 
留 下 s=/ 这 个 解 ,也 就 是 说 ,具有 给 定 1 值 的 状态 波 函 数 在 原点 附近 和 7! 成正 
比 : 

R, 二 常数 xr. 13 

粒子 与 原点 的 距离 在 r 和 r+dr 范围 内 的 概率 由 71RI? 确定 ,因而 和 rr** 成 正 
比 . 可 见 7 值 愈 大 ,这 个 概率 在 原点 愈 快 地 趋 于 零 . 
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平面 波 
y, = 常数 Xe 
描述 一 个 定 态 , 该 态 中 一 个 自由 粒子 具有 确定 的 动量 p( 以 及 确定 的 能 量 E = 
P /2m) . 现在 考虑 自由 粒子 的 另 一 种 定 态 ,该 态 中 ,不 但 具有 确定 的 能 量 值 ,而 
且 具 有 确定 的 角 动 量 绝 对 值 及 其 分 量 值 . 为 方便 计 ,我 们 引入 波 数 开 代替 能 量 : 





丰 = 雪 = (33.1) 
上 
角 动 量 为 1 而 其 投影 值 为 m 的 状态 波 函 数 具 有 下 列 形式 : 
pun =Ra(r)Y, (0,9), (33.20 
其 中 的 径 函 数 由 下 式 确定 : 
RU + oR, + [|R, =0 (33.3) 


[ 即 (32.8) 式 中 U(r) =0]. 连续 谱 ( 对 外 而 言 ) 的 yw, 波 函 数 满足 下 列 正 交 归 一 
化 条 件 : 
| Wim bun dV = On6nm6 | 5 
对 不 同 的 1,W 和 不 同 的 m,m' 而 言 的 正 交 性 有 和 角 部 函数 加 以 保证 . 径 函 数 则 必须 
按 下 列 条 件 归 一 化 
人 ”RR dr =6 (SS) =276(k’ -kk), {33 


如 采 我 们 不 是 按 “k/2" 标 度 ” 归 一 化 ,而 是 按 “ 能 量 标 度 ” 亦 即 按 下 列 条 件 归 
一 
「 "Re,Rodr=6(E’'-E), 


.98 . 第 五 章 ”有 心力 场 中 的 运动 


那么 ,按照 一 般 公式 (5.14) ,我 们 有 


1 dk 1 m, 
Ns = J ppt (SS 


1=0 时 ,(33.3) 式 可 写成 
dC 


r 


+k rR, =s0Q:s 





上 式 之 解 , 当 r=0 时 取 有 限 值 并 满足 归 一 化 条 件 (33.4) 者 [参考 (21.9) 式 ], 呈 
以 下 形式 : 


R,, =2 a (33.6 
求解 1 关 0 的 (33.3) 式 时 ,我 们 作 下 列 替 换 : 
RR Sr. (33.7) 
对 Xi 我们 有 方程 式 
Nut + 4 + kX =0. 


将 上 式 对 7r 求 微 商 ,我 们 得 
2 + + | 已 -+ x =0. 
作 替 换 Xh = mii ,上 式 变 成 
Xt + + kX =0, 
这 实际 上 正好 是 x,,i 本 来 应 该 满足 的 方程 式 . 可 见 相 邻 的 x 函数 满足 下 列 
关系 : 


0 
p = An (33.8) 


从 而 有 
站 
> ( 专 | Xi 

其 中 的 yx = Rw 已 由 (33.6) 式 所 确定 (该 式 当 然 可 以 乘 一 任意 常数 ). 

就 这 样 ,我 们 最 后 求 得 的 一 个 自由 运动 粒子 的 径 函 数 具 有 如 下 的 表 式 : 

于。 和 ”sin kr 

这 | 了 | 
[因子 NOE A, -1) 是 为 方便 而 引进 的 ]. 函数 
(33.9) 可 用 半 整 数 阶 的 贝 塞 尔 函 数 表 成 


Dk , 
R,, = hin kr) =2kj,( kr), (33.10) 


R,=( -1) (33.9) 


r 
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其 中 
Ji(%) = Ela 33. 111 
称 为 球 贝 塞 尔 函 数 由 


为 了 求 得 径 函 数 (33.9) 式 在 远 距 离 处 的 渐 近 表 式 ,我 们 注意 到 ,r 一 om 时 衰 
减 得 最 慢 的 那 一 项 ,可 由 对 sin kr 求 微 商 1 次 后 求 得 . 由 于 每 进行 一 次 - d/dr 的 


微 商 ,正弦 函数 的 宗 量 增加 -二 7, 故 得 下 列 渐 近 表 式 : 


Ru~ 二 sin( 杂 -于 (33. 12) 


$ 21 中 已 经 解释 过 ,Ri 函数 可 以 利用 它 的 渐 近 表 式 加 以 归 一 化 . 把 渐 近 式 
(33.12) 与 (33.6) 式 中 的 归 一 化 函数 Ro 相 比较 ,可 以 看 出 (33.9) 式 中 所 用 的 系 
数 使 得 R 函数 实际 上 已 经 归 一 化 . 

在 原点 附近 (r 很 小 ) ,把 sin kr 展 成 级 数 , 求 微 商 后 ,只 保留 "的 最 低 需 次 
项 ,得 ® 

[要 kr _ 人 二 a (C=) 





r dr r r dr {Alt Ctrl 
故 Ri 函数 在 原点 附近 具有 下 列 形式 ; 
1 
Mi 人 


这 和 (32. 15 ) 的 一 般 结 论 相 符合 . 
某 些 问 题 (散射 理论 ) 中 ,需要 考虑 的 波 函 数 不 满 足 通常 的 有 限 性 条 件 ,而 
是 对 应 于 流入 或 流出 原点 的 粒子 流 . 要 求 得 描述 角 动 量 1=0 的 这 些 粒 子 束 的 波 
函数 ,可 以 把 (33.6) 式 中 的 “ 球 驻 波 " 解 换 成 以 下 形式 的 球 出 射 波 解 Ri ,或 球 人 
射 波 解 Rw; 
Ri: = -一 e*“. (33: 声 】 


在 角 动 量 1 不 等 于 零 的 一 般 情形 下 ,我 们 求 得 的 (33.3) 式 之 解 具有 以 下 








形式 : 
! 1 土 ikr 
i . e 
二 大 | 二 | 33. 15 
Re = ) wir r ( ) 
Q@ 前 几 个 函数 为 
sinx . sin x% COS%. 3 1 3cos x 
Jo 一 让 而 


有 时 也 采用 另外 的 定义 ,使 这 些 函 数 乘 以 x 倍 . 
@ 记号 (21+1)!! =1 3. …'(2L+1) ,表示 同 宇 称 的 所 有 整数 相 乘 直到 包括 2 + 1 为 止 . 
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这 些 函 数 可 以 用 汉 克 尔 函 数 表 出 如 下 : 


R: = +iA kr 2) (kr) (33, 16) 
Dr 
+ 号 和 一 号 分 别针 对 第 一 类 和 第 二 类 汉 克 尔 函 数 . 
这 些 函 数 的 渐 近 式 为 
I ed ps (33. 17) 
在 原点 附近 ,具有 下 列 形 式 
R: ~A 人 (33.18 ) 


我 们 把 这 些 函 数 这 样 归 一 化 ,使 它们 对 应 于 每 单位 时 间 只 放出 (或 吸收 ) 一 
个 粒子 .为 此 我 们 注意 到 , 远 距 离 处 的 球面 波 在 任 一 小 间隔 内 可 以 看 作 一 个 平面 
波 , 其 中 的 概率 流 密度 等 于 7=vyw” , 式 中 wv=k#/m 为 粒子 的 速度 . 归 一 化 条 件 


由 由 jdf=1 所 确定 , 式 中 的 积分 是 在 一 个 半径 很 大 的 球面 上 计算 的 ,也 就 是 
说 ,| jdo =1, 其 中 的 do 为 立体 角 元 . 如 果 角 部 函数 已 按 以 前 方式 归 一 化 , 则 径 


函数 中 的 系数 4 必须 等 于 
和 Im 


有 一 个 类 似 于 (33. 12) 式 的 渐 近 式 ,这 种 表 式 不 但 对 自由 运动 的 径 回 波 辑 
数 能 够 成 立 ,而 且 对 在 远 处 消失 得 足够 快 的 任意 场 山中 的 运动 (具有 正 能 量 ) 也 
能 成 立 . 在 远 距 离 处 ,我 们 可 以 把 薛 定 雇 方程 中 的 势 场 和 离心 能 全 部 略 去 , 留 下 
， 以 下 的 近似 方程 | 
1 qd (rR,) 


2 


+% R=0. 


r dr 
这 个 方程 的 通 解 为 
Ru~ sin (kr -T+6,) (33.20) 


其 中 的 6, 是 一 个 常数 , 称 为 相 移 , 式 中 所 选 的 常 因 子 使 得 波 函 数 已 经 按 “ hk/2m 
标 度 ” 归 一 化 @, 常 数 相 移 5, 是 由 边界 条 件 确定 的 (r 一 0 时 Ri 为 有 限 ); 它 不 能 
用 一 般 方式 算出 ,而 要 从 精确 的 薛 定 廖 方程 式 中 解 出 来 . 这 个 相 移 6, 当然 是 ! 和 


四 我 们 将 在 8$ 124 中 指出 ,该 势 场 应 比 1/7 消失 得 快 . 
四 “正弦 函数 的 宗 量 中 加 有 -二 _ 项 ,其 目的 是 使 8 当 势 场 消失 时 满足 5, =0. 由 于 波 函 数 前 面 


的 正 负 号 一 般 讲 来 是 无 所 谓 的 ,5 只 能 确定 到 相差 一 个 nr( 不 是 2nm) 为 止 , 因 此 8 之 值 只 能 确定 到 介 于 
0 和 7 之 间 . 
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k 的 函数 ,并且 是 连续 谱 本 征 函 数 的 一 个 重要 特性 . 
习 题 


1， 角 动量 为 1=0 的 一 个 粒子 在 下 列 球 对 称 方 势 阱 中 运动 , 试 求 其 能 级 :r< 
a 时 U(r)= =U,rSea WU) =0. 
解 :1=0 的 波 函 数 只 依赖 于 r. 阱 内 的 薛 定 请 方程 呈 以 下 形 么 : 
1 时 


有 k= Vm Uo 151， 


r=0 处 取 有 限 值 的 解 为 


r>a 时 ,方程 式 为 
省 
r dr 


无 穷 远 处 等 于 零 的 解 为 


(ry) -kw =0, He 


Kr 


= 





y =4'2 一 ， 
由 ry 的 对 数 导 数 在 r=a 处 的 连续 条 件 给 出 : 


2mU 
kcot ja = -K= 一 lant By 8 (1) 


2 
0 ,ME \ (2) 
2ma’ UL。 


这 个 式 子 以 隐 函 数 的 形式 确定 了 欲求 的 能 级 [ 按 (1) 式 ,上 式 根 号 前 所 取 的 符 与 
必须 使 cot kha <0]. 其 中 的 第 一 个 能 级 (1 =0) 也 就 是 所 有 能 级 中 最 深 的 能 级 ( 见 
8$ 32) ,对 应 于 该 粒子 的 基态 . 

如 果 阱 深 Un 足够 小 , 负 能 级 就 不 存在 ,粒子 就 不 能 在 阱 内 "过 留 ". 这 一 点 ， 
用 以 下 的 作 图 法 容易 从 (2) 式 中 看 出 来 . 方程式 土 snx=ax 的 根 , 可 以 用 直线 
y=ax 和 曲线 y= 土 sin yx 的 交点 给 出 ,我 们 应 该 只 取 cotx <0 的 那些 交点 ;7 = 
sin x 曲线 中 的 这 一 有 关 部 分 在 图 9 中 用 实 线 画 
出 .我 们 看 到 ,如 果 a 足够 大 (U 足够 小 ) ,这 样 的 
交点 不 能 存在 . 当 y=ax 直线 处 于 Oa 位 置 时 , 即 


a 时 ,在 = 也 二村 缠 策 一 术 受 总 . 闪 m= 








h/ V/2mazUu ,x=ka, 我 们 就 可 以 求 得 只 有 一 个 负 图 9 
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能 级 时 的 最 小 阱 深 : 
Th 


pe 7* 
8ma 


(3) 


0,min 


势 阱 半径 a 愈 小 ,U, ,i, 就 鳄 大 .第 一 个 能 级 开始 出 现时 所 在 的 位 置 由 ka = 
了 Tn 确 定 ， 此 时 E, =0. 当 阱 深 进一步 增加 时 ,基态 能 级 已 下 降 . 当 差 值 A = 


(UAU, ws) -1 很 小 时 ,有 
=B =(m7I0OU A (4) 

2. 试 求 : 在 一 个 很 深 的 球 势 阱 中 (UVo >> 反 /ma ), 角 动量 1 值 不 同 的 各 个 能 
级 的 排列 次 序 (W. Elsasser,1933 ) . 

解 : 当 U6 一 % 时 , 阱 边 的 条 件 要 求 峭 趋 于 零 ( 参 考 822). 把 阱 内 的 径 向 波 函 
数 写 成 (33. 10) 的 形式 ,可 得 下 列 方程 

J,,1(ka) =0， 
当 1 取 不 同 值 时 上 式 的 各 个 根 就 确定 了 阱 底 以 上 各 能 级 的 位 置 (所 他/2m = U, - 
IE1). 从 基态 开始 它们 的 排列 次 序 如 下 : 
lgs, lp ld .28, 1f 25, .1,24 .1h ,38 .21 0. 
字母 前 的 数字 标志 1 值 相同 的 能 级 的 出 现 次 序 册 . 

3. 试 求 : 当 阱 深 UV, 逐渐 增加 时 ,不 同 1 值 的 各 种 能 级 的 先后 出 现 次 序 . 

解 :每 当 一 个 新 能 级 开始 出 现时 , 它 的 能 量 忆 =0. 此 时 的 阱 外 波 浮 数 为 R, = 
常数 xr-“* ,满足 rw% 时 RR, 一 0 的 条 件 [方程 式 (33.3) 当 =0 时 之 解 ]. 根 据 
阱 边 上 R, 和 R', 的 连续 性 ,特别 是 微 商 (rR,) 的 连续 性 ,可 得 阱 内 波 函 数 在 这 
种 情形 下 所 满足 的 条 件 : 

r=@ 时 ,(r* R,)’=0, 
这 个 条 件 等 价 包 于 r=a 时 的 R,_| =0, 再 按 (33.10) 式 ,得 下 列 方程 


| PM 


(48 
} (VinD ) = 和 
1 =0 时 ,本 了 函数 应 换 成 余弦 函数 . 由 上 式 可 得 U 逐渐 增 大 时 各 个 新 能 级 的 先 


下 


@ 这 种 记号 对 原子 核 中 的 粒子 能 级 讲 来 经 常 采用 ( 见 $ 118). 
回 按 (33.7)(33.8) 式 ,我 们 有 (r-'R,)'=r-'R,,1. 由 于 1 换 成 -1-1 时 方程 式 (33.3) 保 持 不 变 , 我 
们 就 有 (ri*'R_,_1)'=r*!R_,. 最 后 ,由 于 R_, 和 R,_1 满 足 同 一 方程 ,从 而 得 
(eR) =ri*!R,_i 
这 就 是 题 中 所 用 的 式 子 . 
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注意 , 它 和 深 阱 中 能 级 排列 次 序 的 差别 , 仅 出 现在 相当 高 的 能 级 中 上 
4. 求 一 空间 振子 | 势 场 U = mo 7 中 的 一 个 粒 予 ] 的 能 级 ,并 求 它 的 简 并 
度 ,以 及 相应 定 态 中 轨道 角 动 量 的 各 种 可 能 值 . 
解 :在 U= 廊 mw*(** + +2) 势 场 中 的 单 粒子 薛 定 词 方程 ,能 用 分 离 变量 
法 归结 为 三 个 线性 振子 方程 . 故 其 能 级 为 
E = (n, + Nn, + + 了 | =hio (n+ ) 


第 nn 个 能 级 的 简 并 度 , 等 于 把 nn 分割 成 三 个 正 整 数 (包括 零 ) 之 和 时 各 种 不 
同 分 割 方法 的 总 数 ; 它 等 于 
(n+l1)(n+2) 
eh 
定 态 波 函数 为 
Vn = 常数 xe ”2H (ax)H (ay)H (as) ， 
其 中 的 a = Vmaw/ 声 (到 为 该 粒子 质量 ). 当 坐 标 反 号 时 ,H， 多 项 式 变 成 
( -1)"H,. 故 函数 (1) 的 字 称 为 ( -1)"*"*”=( 一 1)". 把 满足 n+n, +n, =n 
(nn 为 给 定 ) 的 各 个 光 , ,加 数 加 以 线性 组 合 后 ,可 以 组 成 以 下 一 套 函 数 ; 


122n3 


Wf im = 常数 | -+ | ? (2) 


其 中 的 lml =0,1,…,l, 而 1 当 nn 为 偶数 时 可 取 0,2,…,n 诸 值 , 当 n 为 奇数 时 可 
取 1,3,…,n 诸 值 .这 是 由 于 函数 组 (1) 的 宇 称 为 ( -1) ,而 函数 组 (2) 的 宇 称 为 
( -1) ,这 两 个 字 称 必须 相同 . 这 就 确定 了 所 考虑 能 级 中 轨道 角 动 量 所 能 采取 的 
各 种 可 能 值 . 
因此 ,空间 振子 的 能 级 次 序 ( 采 用 题 2 题 3 中 所 用 的 记号 ) 如 下 
(ls), (lp}, (18,28) {1,2p), (lg,2d,38) ,*" 
括号 中 包括 了 同一 能 级 的 各 种 简 并 态 思 . 


$34 平面 波 的 分 解 


考虑 一 个 自由 粒子 , 沿 z 轴 的 正方 同 以 给 定 的 动量 值 p = 刀 运 动 .这 种 粒子 
的 波 函 数 呈 以 下 形式 : 
由 = 常数 xe”. 
我 们 来 把 这 个 函数 按 自 由 运动 的 角 动 量 本 征 函 数 yi 展开 . 由 于 所 考虑 的 


QD 换 名 话说 ,这 就 是 把 n 个 相同 的 球 分 配 到 三 个 匣子 里 有 多 少 种 不 同 的 分 配方 法 的 总 数 . 
@ 注意 角 动 量 1 值 不 同 的 能 级 相互 简 并 ; 见 $ 36 末 段 的 附注 . 
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态 中 能 量具 有 定 值 姑 入 /2m ,显然 ,欲求 的 展开 式 中 只 能 出 现 具有 上 述 值 的 各 
种 函数 . 此 外 ,由 于 e“ 函 数 对 z 轴 具有 轴 对 称 性 , 它 的 展开 式 中 只 能 包含 与 9 角 
无 关 的 函数 , 即 m =0 的 各 种 函数 .因此 一 定 有 

e“= 3 a i = 3 aRi Yn 


其 中 的 w 是 一 些 常数 . 把 (28.8) 和 (33.9) 式 的 Y。 和 Ru 函数 代入 上 式 ,我 们 得 
e ”= 新 GP,( eos 0) [| (二 工 ] 2 (了 = reos 0 ) . 

其 中 的 C, 是 另 一 些 常 数 . 上 式 两 边 都 展 成 > 的 需 级 数 后 ,再 比较 (rcos 9)” 前 面 
的 系数 ,就 可 以 把 这 些 常数 求 出 来 .对 上 式 的 右边 讲 来 , (recos 0) ”只 包含 在 第 
个 求 和 项 中 ;因为 1>n 时 , 径 函 数 的 展 式 是 从 r 的 更 高 寡 次 开始 的 ,而 当 ! <n 
时 ,P,(cos 9) 多 项 式 中 只 含 cos 9 的 较 低 次 寡 . P, (cos 0) 中 cos 9 一 项 的 系数 为 
(21)1 Z2411)[ 见 (ec.1) 式 ]. 再 用 (33.13) 式 ,可 得 上 式 右边 展开 式 中 的 欲求 
项 为 





(21)! (kreos 0) 
(UY Cr LL! 
上 式 左边 (在 e "的 展开 式 中 ) 的 对 应 项 为 
(ikrcos 0) 
11 
以 上 两 项 相等 ,我 们 求 得 C, = ( -i)'(21+1). 因 此 最 后 求 得 的 展开 式 为 
iks i ci 
Et (21+1)Pi(eos 9) (| 二 | 人 


此 式 在 远 距 离 处 呈 下 列 渐 近 形式 : 
eo~ 2 i (27 +1)P(cos 9)sin (kr -3in ). (34.2) 
在 (34.1) 式 中 ,z 轴 是 选 定 在 沿 着 平面 波 波 矢 大 的 方向 的 . 这 个 表 式 可 以 与 
成 更 一 般 的 形式 ,使 它 与 坐标 轴 的 选取 无 关 . 为 此 必须 应 用 球 谐 函数 相 加 定理 
[ 见 (c.11)], 用 上 方向 和 rr 方向 (两 者 的 夹 角 为 9) 的 球 谐 函 数 表 出 多 项 却 
P,( cos 9). 结果 为 
a =dy DD 二 (kr) Yi (EY (二 ). (34.3) 


ju(kr) 函数 [由 (33.11) 式 定义 ] 只 依赖 于 乘积 kr, 使 得 上 式 明显 地 对 称 于 天 量 
和 r; 两 个 球 谐 函 数 中 ,不 论 哪 个 取 复 共 斩 都 毫 无 关系 . 

我 们 把 e“ 归 一 化 成 概率 流 密度 等 于 1 的 波 函数 ,使 它 对 应 于 这 样 一 股 粒子 
流 ,该 粒子 流 平行 于 z 轴 ,每 单位 时 间 内 有 一 个 粒子 穿 过 一 个 单位 面积 . 这 样 的 
归 一 化 波 函 数 为 


(=17 6, 
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-i Es 
人 ra (34.4) 
其 中 "为 该 粒子 的 速度 ; 见 (19.7). (34. 1) 式 两 边 各 乘 vm/ 所 并 在 式 右 引 进 归 
一 化 的 ya = Ra(r)Y,, (9,8) 函数 后 ,我 们 得 


> VT +I) (Wi — in): 


按照 一 般 规则 ,这 个 展开 式 中 yio( 或 yw 加) 前 面 的 系数 的 模 量 平方 值 ,等 于 
汇 于 原点 (或 从 原点 发 出 ) 的 粒子 流 中 一 个 粒子 具有 角 动 量 1( 相对 于 原点 ) 的 概 
率 . 由 于 波 函数 vie 相当 于 流 密度 为 1 的 粒子 流 ,这 个 “概率 "就 具有 面积 的 
量 纲 ; 它 可 以 直观 地 解释 成 角 动 量 为 1 的 粒子 所 应 通过 的 那个 “截面 "(在 xy 平 
面 内 ) 的 面积 .用 o, 代表 这 个 量 ,我 们 有 


o1=77(21+1). (34.5) 


1 值 很 大 时 ,在 Al 区间 内 (此 时 有 1 << Al <<7) 的 截面 之 和 等 于 
7 天 
把 角 动 量 的 经 典 表 式 及 =pp 代入 (p 称 为 碰撞 参量 ) ,上 式 变 成 

27pAp,， 
就 与 经 典 结果 相 一 致 . 这 样 的 结果 并 不 是 偶然 的 ;以 后 将 看 到 ,i 值 很 大 时 ,运动 
是 准 经 典 的 ( 见 § 49). 


》 oil=~ 二 21A1 =2T Al. 
A k 


习 题 


试 将 一 个 平面 波 按照 一 组 态 的 波 函 数 展 开 , 这 组 态 在 y 轴 上 具有 确定 的 角 
动量 分 量 h 和 动量 分 量 ， 
解 :引入 其 轴 与 y 轴 一 致 的 柱 面 坐 标 系 )y,p,9. 题 中 所 给 的 那些 态 的 波 函 数 
将 具有 下 列 形式 : 
Qa(p) oer 
取 p 为 径 矢 与 z 轴 所 成 的 角度 , 则 展开 式 为 


6 二 Gs i > 0, (p) 
(此 时 p, =0) ,由 此 得 
2 


0.(p) = 去 | expliChpeos p -mp) Jdp =i"J, (hp), 


式 中 本 (x) 为 贝 塞 尔 函 数 . 当 jp >>1 时 0， 的 渐 近 形式 为 
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QO (Pp) J/ 襄 右 [好 - 于 (一 -二 | 
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为 了 揭示 量子 力学 运动 的 茶 些 特性 ,我 们 来 考察 一 种 有 益 的 情况 ,尽管 这 种 
情况 本 身 并 没有 直接 的 物理 意义 : 设 有 一 粒子 运动 于 某 一 势 场 中 ,该 场 在 某 点 
(原点 ) 按 U(r) ~ -B/r(B >0) 的 规律 趋向 无 穷 大 ; 场 在 远离 原点 处 的 形状 ,我 
们 不 予 考 虑 .我 们 在 $18 中 已 经 看 到 ,这样 的 情况 ,是 介 于 通常 的 定 态 运 动 和 粒 
子 回 力 心 的 “坠落 "这 两 种 情况 之 间 的 . 

在 原点 附近 , 苹 定 证 方程 现在 变 成 
2 
[R(7) 为 流沙 数 的 径 部 ], 式 中 引进 了 下 列 和 常数 : 


和 EL (35.2) 


及 "+ R'+-5R=0 (35.1) 





并 且 已 经 略 去 了 需 次 低 于 1/r 的 所 有 各 项 ;能 量 五 的 数值 假定 是 有 限 的 ,因而 含 
E 之 项 亦 已 在 方程 中 略 去 . 
我 们 假定 R 的 形状 为 RR~r'; 则 可 得 出 ;的 一 个 二 次 方程 : 
s(s+1) +y=0, 


1 | 1 1 
Ts 区 a 这 (933) 


为 了 进一步 研究 这 个 问题 ,最 好 采用 以 下 的 步骤. 我 们 先 绕 原点 划 出 一 个 半 
径 为 ,的 小 区 域 ,并 用 常数 -y/7 代 痊 这 个 区 域内 的 - y/r 函数 . 然后 把 这 个 
“被 截断 的 ” 场 中 的 波 函 数 求 出 来 ,再 来 研究 过 渡 到 极限 情形 mn-*0 时 能 得 什么 
结果 . 

我 们 先 假定 y < 元. 此 时 s, 和 s, 都 是 负 实 数 ,并 且 s, > s,, 对 + >7 而 言 ,本 


定 记 方 程 的 通 解 具有 下 列 形式 (我 们 永远 限于 7 很 小 时 的 情形 ): 


它 有 以 下 两 个 根 : 


R=Ar" +Br®, (35.4) 
4 和 B 都 是 常数 . 当 r<r 时 ,方程 
民 未 二 R， + 人 R=0 


S 0 


的 解 如 果 在 原点 取 有 限 值 , 则 此 解 的 形式 为 
R= C 2 二， 下 这 (35.5) 


70 
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在 r=ro 处 ,R 函数 及 其 导数 R' 必 须 连 续 . 这 两 个 连续 条 件 最 好 改 为 一 个 条 件 ， 
rR 的 对 数 导 数 为 连续 . 由 此 得 出 下 列 式 子 : 
A(s, +1)ro +B(s, +1)re 


” : = kcot kro 
i 
或 
A(s, 二 人 +1)re es 
ro + Br 
从 上 式 解 出 的 比值 B/4 呈 以 下 的 形式 : 
Bb Br? s1 一 32 
= 年数 Xo ” {34.6) 
现在 让 m 一 0 ,我 们 发 现 B/4 一 0( 注 意 s, >s,). 由 此 可 见 ,对 本 定 证 方程 
(35.1) 的 两 个 在 原点 处 发 散 的 解 讲 来 ,我 们 应 该 选取 发 散 得 较 慢 的 那个 解 : 
了 (35.7) 


现在 设 y > 地 .此 时 s, 和 ss 都 成 为 复数 : 


eR 
2 ee ee 
重复 以 上 的 分 析 ,结果 仍 得 (35.6) 式 ,把 s, 和 s, 的 值 代入 以 后 得 到 


全 = 常数 xr (35.8) 


过 渡 到 极限 情形 r, 一 0 时 ,上 式 并 不 趋向 任何 固定 的 极限 值 ,可 见 不 可 能 直接 过 
渡 到 极限 .采用 (35.8) 式 , 则 实 解 的 一 般 形 式 可 以 写成 


R= 常 数 xr cos| /7 -于 正二 + 常数 | ( 35. 9) 
0 


这 个 函数 所 具 的 零点 数 随 m 的 减 小 而 无 限 增多 . 一 方面 ,由 于 (35.9) 式 对 
具有 任意 有 限 能 量 值 £ 的 波 函 数 ( 指 7 很 小 时 的 波 函 数 ) 讲 来 都 能 成 立 , 为 一 方 
面 , 基 态 波 函数 是 根本 没有 零点 的 ,我 们 就 可 以 得 出 这 样 的 推论 ,该 场 中 粒子 的 
“基态 ”对 应 于 能 量 E = - % .对 离散 谱 的 任 一 状态 讲 来 ,粒子 主要 是 在 E>U0 的 
空间 区 域内 . 因此 , 当 一 - % 时 ,该 粒子 处 在 原点 附近 的 无 限 小 区 域内 ,这 束 是 
说 ,该 粒子 “ 落 ” 入 力 心 . 


粒子 开始 “ 落 " 人 力 心 的 “临界 " 场 已 相当 于 y = 二: 以 中 -1/r 前 面 的 最 


小 系数 可 以 从 71=0 的 (35.2) 式 得 出 , 即 
天 


区 ;. 
8mr 


U.. = (35. 10) 





108 . 第 五 章 ”有 心力 场 中 的 运动 


由 (35.3) 式 ( 式 中 的 s,) 可 以 看 出 , 莅 定 滑 方程 允许 解 (在 UVU~1/r 的 附近 ) 的 发 
散 程度 在 一 "0 时 不 快 于 1Ar. 如 果 一 *0 时 该 势 场 比 1/r 更 慢 地 趋向 无 穷 大 , 则 
在 原点 附近 的 薛 定 廖 方程 中 ,V(r) 与 其 它 项 相 比 可 以 略 去 不 计 , 从 而 得 到 和 自 
由 运动 相同 的 解 , 即 yw ~r( 见 §33). 最 后 ,如 果 势 场 比 1/r 更 快 地 趋向 无 穷 大 
( 按 -1/r' 规律 ,s >2), 那 么 ,原点 附近 的 波 函 数 就 和 +”“-!' 成 正比 ( 见 $49 例 
题 ). 在 所 有 以 上 情况 下 ,乘积 ry 在 r=0 点 都 趋 于 零 . 

其 次 ,我 们 来 研究 场 在 无 穷 远 处 按 U~= -B/r a ea 


有 任意 形式 时 , 薛 定 刘 方 程 之 解 所 具有 的 性 质 .我 们 首先 假定 y < 二 容易 证 明 


这 种 情形 下 只 能 存在 有 限 多 个 负 能 级 中. 实际 上 ,能 量 E=0 时 , 薛 定 廖 方程 在 远 
距离 处 呈 (35.1) 形 式 , 它 的 通 解 为 (35.4) 式 .可 是 (35.4) 式 的 函数 是 没有 零点 
的 (r 对 0 时 ); 因 此, 径 向 波 函 数 的 所 有 零点 都 位 于 有 限 距离 内 ,它们 的 总 数 是 有 
限 的 . 换 句 话说 ,离散 谱 的 终止 能 级 到 =0 的 编号 是 一 个 有 限 值 . 


另 一 方面 ,如 果 y > 二 ,离散 谱 就 含 无 穷 多 个 负 能 级 . 实际 上 ,E =0 的 状态 


波 函 数 在 远 距离 处 呈 (35.9) 形 式 , 具 有 无 穷 多 个 零点 ,从 而 其 编号 永远 是 无 穷 
SEE 


最 后 , 设 场 在 整个 空间 内 呈 U = - B/r 形式 . 如 果 y > 二 ,该 粒子 就 “ 落 " 信 


力 心 ,如 果 y < 方 , 则 完全 不 存在 负 能 级 . 实际 上 ,此 时 E =0 的 状态 其 波 函 数 在 


整个 空间 内 呈 (35.7) 形 式 ; 这 个 式 子 ,在 有 限 距离 内 没有 零点 , 亦 即 它 对 应 于 最 
低 的 能 级 (对 给 定 的 ! 而 言 ). 
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有 心力 场 运动 中 一 个 极 重 要 的 情形 是 库仑 场 
LU = 土 QXr 
中 的 运动 (其 中 a 是 一 个 正 的 常数 ). 我们 先 考虑 库仑 引力 场 ,因而 写成 UV = 
-a/r. 根 据 以 前 讲 过 的 一 般 考虑 ,显然 负 能 量 本 征 值 呈 离散 谱 ( 具 有 无 穷 多 个 能 
级 ) , 正 能 量 本 征 值 呈 连 续 谱 . 
(32.8) 的 径 函 数 方程 呈 以 下 形式 : 
dR,2 dR_lU+1D)R ,2 和 | Bi )R= 0. (36.1) 


dr’ .dr rr 


如 采 我 们 考虑 的 是 两 个 相 吸 粒子 的 相对 运动 ,mm 应 取 折 合 质量 . 





中 这 里 已 经 假定 了 很 小 时 该 场 中 的 粒子 不 会 “ 落 ” 人 力 心 . 
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在 涉及 库仑 场 的 计算 中 ,最 好 采用 一 种 特殊 的 单位 制 代 替 通 常 的 单位 制 ,我 
们 称 它 为 库仑 单位 制 . 这 种 单位 制 中 的 质量 .长度 和 时 间 的 量度 单位 分 别 为 
下 i 
ma’” ma 
所 有 其 它 单位 都 可 以 从 以 上 三 个 单位 导出 ;例如 能 量 的 单位 为 
ma’ 
7 寺 
在 本 节 及 下 节 中 ,我 们 都 采用 这 种 单位 制 (除非 作 特 殊 声明 ) 外 . 
(36.1) 式 在 新 单位 制 中 变 成 














+ Rt (B+)R=0. (36.2) 

离 散 谱 

引入 下 列 新 量 代 替 参 量 已 和 变量 7: 

2r 
就 六 本 36.3 
0 ( ) 
E 为 负 值 时 ,n 是 一 个 正 实数 . (36.2) 式 作 (36.3) 式 的 替代 后 呈 下 列 形式 : 
R"+2R'+ | -T+ -|R=0 (36.4) 

p sp p 

( 撤 号 代表 对 p 取 微 商 ). 


p 很 小 时 ,满足 有 限 性 条 件 之 解 与 m: 成 正比 [ 见 (32.15) 式 ].p 很 大 时 ,要 计 
算 有 的 渐 近 行为 ,我 们 可 在 (36.4) 式 中 略 去 含有 1/p 和 1/p? 的 项 ,得 下 列 方程 : 
1 


ye 
R at, 


故 R=e*?. 我 们 只 对 无 穷 远 处 等 于 零 的 解 感 兴趣 ,可 见 ,p 很 大 时 ,这 个 解 应 按 
e -2 的 规律 递减 . 
据 此 我 们 很 自然 地 作 下 列 替代 : 
R= ntoy, (36.5) 


@ ”如 令 m=9.11x10-” kg 为 电子 的 质量 ,并 令 a=e (e 为 电子 的 电荷 ), 则 库仑 单位 制 就 和 原子 
单位 制 一 致 .长 度 的 原子 单位 为 
#2 /me =0.529 x 10 -20 m 
( 称 为 玻 尔 半径 ). 能量 的 原子 单位 为 
me4/ 记 =4.36 xl10-8 J]=27.21 eV. 
取 这 个 单位 的 一 半 , 称 为 1 里 德 伯 (rydberg) .电荷 的 原子 单位 为 e=1.60 x10-”C. 在原 式 中 形式 地 令 e = 
m = 入 =1 ,我 们 就 得 到 原子 单位 制 中 的 各 个 公式 .对 于 a = Ze ,库仑 单位 就 和 原子 单位 不 同 . 
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此 时 ,(36.4) 式 变 成 

pw +(2l1+2-p)w +(n-l-1)w=0. (36.6) 
此 式 之 解 在 无 穷 远 处 应 该 不 比 p 的 任意 有 限 次 寡 发 散 得 更 快 ,而 当 p =0 时 应 该 
等 于 一 个 有 限 值 . 满足 后 一 条 件 的 解 为 下 列 合流 超 几 何 函 数 : 

w=F( -n+l+l1,2l+2,p) (36.7) 
( 见 数学 附录 $ d) 中 .满足 无 穷 远 处 条 件 之 解 , 要 求 (36.7) 式 中 的 -n+l+1 只 
能 取 负 整数 (或 零 ) ,此 时 ,(36.7) 式 所 示 的 函数 变 成 一 个 p 的 n-1-1 次 多 项 
式 . 否则 (36.7) 式 在 无 穷 远 处 将 按 e 方式 发 散 [ 见 (d.14) 式 ]. 
由 此 得 出 结论 ,n 必须 是 一 个 正 整数 ,对 给 定 的 1 而 言 ,必须 有 


m+1. (36.8) 
忆 及 (36.3) 式 中 参量 ”的 定义 ,我 们 得 到 
] 
如一 ~ 1 和 (36.9) 


这 就 解决 了 库仑 场 中 离散 谱 的 能 级 问题 . 我 们 看 到 ,在 零 与 基态 能 级 E, = - 


之 间 ,存在 着 无 穷 多 个 能 级 . 相 邻 能 级 的 间距 随 n 的 增 大 而 递减 ;这 些 能 级 愈 来 
愈 密 地 挤 向 =0 的 能 级 ,在 5=0 处 ,离散 谱 宣 告终 止 而 转 为 连续 谱 . 在 通常 的 
单位 制 中 ,(36.9) 式 呈 下 列 形式 @: 


六 洲 


2 
mA 


2 Rn 
整数 n 称 为 主 量子 数 . § 32 中 定义 的 径 量子 数 等 于 
Ri 吉庆 二 人 一 下， 
主 量子 数 的 数值 给 定 后 ,i 可取 以 下 各 种 数值 : 
Ee (36. 11) 
即 1 可 取 nn 个 不 同 的 数值 . (36.9) 的 能 量 表 式 中 只 出 现 n. 因 此,n 相同 i 不同 的 
各 种 态 具 有 相同 的 能 量 值 . 由 此 可 见 , 每 一 个 本 征 值 ,不 但 对 人 磁 量 子 数 m 而 言 
(这 是 任意 有 心力 场所 共有 的 ) 而 且 对 ! 而 言 都 是 简 并 的 . 后 一 种 简 并 ( 称 为 偶 
然 简 并 或 库仑 简 并 ) 是 库仑 场 特 有 的 性 质 . 我 们 知道 ,对 每 一 个 1 值 而 言 ,有 
(21+1) 个 不 同 的 m 值 . 因此 第 nn 个 能 级 的 简 并 度 等 于 


n—l 


5 (36. 12) 


l=0 


定 态 波 函数 是 由 (36.5) 和 (36.7) 式 确定 的 . 合流 超 几 何 函 数 的 两 个 参量 都 


(36. 10) 





@D (36.6) 式 的 第 二 种 解 当 p 一 0 时 按 p “方式 发 散 . 
@ 在 量子 力学 出 现 之 前 的 1913 年 ,N. 玻 尔 首先 得 到 (36. 10) 式 .量子 力学 中 , 泡 利于 1926 年 运用 
矩阵 方法 得 到 此 式 , 几 个 月 后 , 薛 定 刘 ( 运 用 波动 方程 ) 又 求 出 此 式 . 
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为 整数 时 ,除开 一 个 因子 外 ,等 于 广义 拉 盖 尔 函 数 ( 见 数学 附录 $ d) , 故 


R= 常数 xp'e YL (p). 
径 函 数 应 按 下 列 条 件 归 一 化 : 


| Rr dr=1. 
其 最 终 形式 为 由 
R,, = -ee (二 T 24+1 (之 ) 


n+il 
2 (n+2)! ” 
ni+2(214+1J1A (n=1=1)! 


x Cae) ep | 二 +1+1,21+2, 空 】 
这 个 归 一 化 积分 是 用 (f.6) 式 算出 的 @. 


SO 
在 原点 附近 ,R, 呈 下 列 形式 : 


和 (n+/)! 
R 和 A .EE 
nl 7 nol ( 
在 远 距 离 处 ， 


RE (36. 14) 
Rt =1)"™™ pd 


rl em 


(36. 15) 
当 距 离 > 的 数量 级 达到 7 ~1 时 (在 通常 单位 制 中 r~ 扩 /ma 时 ) ,基态 波 函 数 Ri 
指数 式 地 下 降 . 


r 的 各 种 适 次 的 平均 值 是 用 下 式 计算 的 : 


亚 志 「 站 
应 用 (f.7) 式 可 以 求 得 * 的 通 式 . 我 们 在 这 里 写 出 前 几 个 * 值 (包括 正 、 负 习 值 ) 
7=7[3n (1+1)] ,7 


> [Sn +1 -31(l+1)|],， 


Q@ 我 们 给 出 前 面 几 个 Ri, 函数: 


9 
Rio =2e ， ea 2 
人 
”和 和 
8 r 





ES -了 ry? 
2 /0 /了 
@ ”把 拉 盖 尔 多 项 式 的 表 式 (d.13) 代 入 ,并 进行 分 部 积分 ,也 能 算出 这 个 归 一 化 积分 [与 计算 勒 让 德 

多 项 式 的 积分 式 (c.8) 相似 ]. 


.111。 
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a | yp ] 
ee 36. 16 
n” ; (人 
连 续 谱 


正 能 量 本 征 值 呈 连续 谱 , 从 零 一 直 延 伸 到 无 穷 大 . 每 一 个 这 样 的 本 征 值 都 是 
无 穷 简 并 的 ;因为 每 一 个 E 值 有 无 穷 多 个 态 与 之 对 应 ,这 些 态 中 的 1, 可取 零 到 
% 的 所 有 整数 值 (对 给 定 的 1 而 言 ,m 还 可 取 各 种 可 能 的 数值 ). 

(36.3) 式 中 定义 的 数值 n 及 变量 p, 现 在 都 变 成 纯 虚 量 : 


1 





Se = = 36.17 
x， Pp ( ) 
其 中 k= WY2EQ. 连续 谱 的 径 函 数 呈 下 列 形式 : 
Ch, tl -ikr 1 5 
LE F(T ++1,2 +42,2ir), (36. 18) 
其 中 的 Ci 是 归 一 化 因子 .这些 径 函数 可 以 表 成 下 列 复 积分 形式 ( 见 § d). 
21kr 


ee Rs 
Ru = Cu(2hr)'e oo— ef (1 】 2 


所 取 的 积分 路 线 @ 如 图 10 所 示 . 通过 替代 专 = 2ikr (+ 村 ) ,这 个 积分 可 以 化 成 


村 
a ey fe™ (1+=) ; 


和 (到 ) 二 (36. 20) 


2 
所 取 的 积分 路 线 沿 正方 向 绕 过 := + 二 两 点 .根据 这 个 表 


式 立 刻 可 以 看 出 函数 Ri, 都 是 实 函 数 . 
利用 合流 超 几何 函数 (d. 14) 的 渐 近 展 式 , 可 以 立刻 
求 得 波 函 数 R 的 类 似 展 式 . (d.14) 式 中 的 两 项 给 出 了 函 





数 Rs 中 的 两 个 复 共 斩 表 式 ,结果 得 图 10 
@ -_™/2k a tr- 二 mC+l) +( 广 )n24r] 
es Re TT 
i | 
RG IFT | (36.21) 


如 来 波 函 数 按 “k/2" 标 度 ” 归 一 化 [ 即 按 条 件 (33.4) 归 一 化 ] , 则 归 一 化 系 


@ nn 和 p 也 可 以 用 复 共 思 表 式 n=i/k,p = -2iktr 定 义 ; 实 函 数 Ri 当然 与 采用 哪 一 种 定义 无 关 . 
思 我 们 也 可 以 用 沿 正方 向 绕 过 &=0 和 &=2ikr 两 个 奇 点 的 任意 一 条 封闭 曲线 来 代替 图 10 中 的 积 
分 曲线 . 对 整数 的 1, 函数 V(E) =E-"-!'(& -2ikr)”"-!( 见 $d) 绕 此 曲线 一 周 回 到 原 值 . 
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数 等 于 
C, =2ke™” IT(l1+1 -i/k)|. (36.22) 
因而 当 > 很 大 时 ,R, 的 渐 近 表 式 [ 即 (36.21) 式 的 展开 式 中 的 首 项 ] 具 有 下 列 
形式 : 
Ru ~ sin (hr + 二 2kr -In 区 】 | 
31=arg T (1+1- 亡 ) (96. 23) 

这 和 有 心力 场 中 连续 谱 的 归 一 化 波 函 数 所 具有 的 一 般 公 式 (33. 20) 相 一 致 . 
(36.23) 式 和 (33.20) 式 不 同 之 处 ,在 于 正弦 函数 的 宗 量 中 存在 一 个 对 数 项 ;但 
由 于 ln r 与 r 相 比 增长 较 慢 ,在 计算 无 穷 远 处 为 发 散 的 归 一 化 积分 时 ,这 一 项 的 
存在 是 无 关 紧 要 的 . 

出 现 于 归 一 化 因子 (36. 22 ) 式 中 的 伽 马 函 数 的 模 量 值 , 可 以 用 初等 函数 表 
出 . 应 用 熟知 的 伽 马 函数 的 性 质 : 





T(S+L) 二 多 区) ， FTUF= 风 二 二 一 

我 们 有 

re 站 让 全 

re 站 人 和 (是 
以 及 

ra [rt]) = 

等 | +sinh tT 

故 cu + (36. 24) 


1=0 时 ,乘积 变 成 1. 
取 极 限 6 一 0 , 便 能 得 到 零 能 量 特殊 情况 下 的 径 也 数 ,对 此 有 


P (二 +1+1,21+2,2ir] 一 (天 ,20+2,2itr] 


2 
(214+2)=11 (21+2)(21+3) :21 
= CY, 
其 中 的 J ,是 21+1 阶 贝 塞 尔 函数 . (36.24) 中 的 Ci 系数 , 当 k-0 时 ,趋向 于 


二 上 
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R 
故 
= /El (VE), (36.25) 
VE 下 r 
r 很 大 时 ,这 个 函数 的 渐 近 式 为 
= 人 (三 ) sin (V7 -im- 工 ). (36. 26) 


如 果 改 为 以 能 量 标 度 归 一 化 , 即 把 Ruv 改 成 (33.5) 式 的 Rs, 则 上 式 的 Vk 因子 消 
失 ;E 一 0 时 ,Ra 保持 有 限 . 

在 库仑 斥 力 场 中 (UV =a/r) 只 存在 正 能 量 本 征 值 的 连续 谱 . 从 数学 形式 上 讲 
来 ,把 库仑 引力 场 方程 式 中 的 7 改 成 -7r, 就 可 得 到 斥 力 场 中 的 苹 定 户 方 程 . 因 
此 ,(36.18) 式 作 同 一 更 改 后 ,立刻 得 到 斥 力 场 中 的 定 态 波 函数 . 归 一 化 系数 仍 
由 渐 近 表 式 所 确定 ,所 得 的 结果 为 


Ch lL ikr 
Ru = 77111 2k)’e Wi 2 -2ikr ) ， 


i V8mk 于 
r(irl+ 二 ) | = | js + 证， (36. 27) 


r 很 大 时 这 个 消 数 呈 下 列 渐 近 形式 : 


2 
Ru ~ sin (hr ~ zn 2kr — In +6, 上 


Cs 3 28e - 7T/2k 





6,=arg T (1+1+]- (36. 28) 


库仑 简 并 的 本 质 
粒子 在 库仑 场 中 作 经 典 运动 时 ,这 种 形式 的 场 有 一 个 特殊 的 守恒 定律 ;如 果 
是 引力 场 , 则 有 ( 见 《 力 学 》8$ 15 ) 
4 = 一 -已 xi = 常数 ， (36. 29) 
量子 力学 中 ,相应 算 符 为 
4= 工 -二 (P xi -7xp)， (36. 30) 


六 


容易 证 明 , 它 和 哈密 顿 量 H 37’ -一 对 易 . 


D 注意 ,这 个 函数 相当 于 ( 1+ 二 】 <<"<<h- 运动 区 域内 所 用 的 准 经 典 近似 式 ($49)， 
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由 直接 计算 ,给 出 算 符 4, 之 间 以 及 它 和 角 动 量 算 符 之 间 的 下 列 对 易 关 系 : 
[1 4]=ie4，[44]= -2ime 1. (36.31 ) 
A, 之 间 的 不 对 易 性 ,说 明 4, ,4,,4, 三 个 量 在 量子 力学 中 不 能 同时 有 定 值 . 
其 中 的 任 一 个 算 符 , 例 如 4. ,与 相应 的 角 动 量 分 量 /. 对 易 ,但 和 角 动 量 平方 算 符 书 
不 对 易 . 这 个 附加 守恒 量 的 存在 ,而 又 不 能 和 其 它 量 同 时 测量 ,导致 了 能 级 的 附 
加 简 并 ( 见 $ 10) ,这 就 是 离散 能 级 的 “偶然 ” 简 并 ,为 库仑 场所 特有 . 
这 种 简 并 性 的 由 来 ,还 可 以 用 量子 力学 库仑 问题 中 与 空间 旋转 对 称 性 相 比 
所 增 的 对 称 性 来 加 以 表述 (B. A. @ork1935) . 为 此 ,我 们 注意 到 ,具有 固定 负 能 量 
值 的 离散 谱 态 中 ,我 们 可 把 (36.31) 第 二 式 右边 的 五 改 成 已 ,并 用 算 符 站 = 4,/ 
V -2E 代 替 A,. 这 些 算 符 的 对 易 关 系 为 
[Us] =ient, 站， 办 二 并 (36. 32) 
上 式 和 对 易 式 [i ,7 ] =ie,i 放 在 一 起 ,形式 上 等 同 于 四 维 欧 氏 空 间 中 无 限 小 转 
动 算 符 的 对 易 关 系 Q. 这 就 是 量子 力学 中 库仑 问题 的 对 称 性 @. 
从 对 易 关 系 (36.32) 出 发 ,我 们 又 能 导出 库仑 场 中 的 能 级 表 式 @. 先 把 5 和 让 
改写 成 下 列 算 符 : 
Ps (36.33) 


对 此 ,有 
[nl de Da) ie 
| (36.34) 
上 式 等 同 于 两 个 独立 的 三 维 角 动量 矢量 的 对 易 关 系 式 .因此 六 和 户 的 本 征 值 为 


六 (+1) 和 户 ( 记 +1) ,其 中 方太 =0, 本 ,1, 本 ,…,@ 另 一 方面 ,根据 算 符 妈 和 ? = 
r xP 的 定义 ,经 简单 计算 后 ,得 


@ 此 时 2 ,0 ,L, 代表 四 维 笠 卡 儿 坐 标 系 x,y,z,u 中 yz,zx 和 好 平面 内 的 无 限 小 转动 算 符 ; 人 ,他 , 立 
是 在 xu,yu 和 zu 平面 内 的 无 限 小 转动 算 符 . 

@@ ”在 波 函 数 的 动量 表象 中 显示 的 对 称 性 : 见 V. A. Fok ,Zeitschrift fir Physik 98 ,145 ,1935. 

@” 这 个 推导 基本 上 与 W. 泡 利 (1935) 给 出 的 推导 相同 . 

图 “此 处 我 们 提前 提 到 了 角 动 量 在 $ 54 中 所 描述 的 性 质 (j 可 以 是 整数 和 半 整 数 ). 
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在 已 + 关 的 计算 中 ,又 一 次 把 瑟 换 成 了 五 . 从 而 有 
f= -1+ ) =i0+1), 
(其 中 j= 让 = 广 ) ,以 及 = -1/2(2j+1)*. 其 中 记号 
2j+1=n, n=1,2,3,., (36. 35) 


我 们 就 得 到 所 需 结果 已 = -1/2n*. 能 级 的 简 并 度 为 (2j, +1) x (2 +1) = (27+ 
1)* = 忆 ,是 应 有 的 结果 . 最 后 ,由 于 i =j, + 名 ,对 于 给 定 的 有 1 = 坟 = 了 (n -1) ,加 
道 角 动量 1 的 取 值 是 从 0 到 2j=n -10. 
习 是 
1. 求 拨 原 子 基态 中 动量 的 概率 分 布 @ 
解 : 基 态 波 函 数 为 
大 二 证 


VT 
P 表象 中 的 基态 波 函 数 可 以 由 下 列 积 分 求 出 : 
a(p)= [ylr)e "dy 
[ 见 (15.10) 式 ]. 上 式 的 积分 可 采用 球 坐 标 计 算 , 取 极 轴 沿 方向 ;结果 得 


8VT 
(1+P) 
P 空间 中 的 概率 密度 为 la(p)1 (2T) . 


a(p) = 


@ 能 级 对 不 同 1 值 的 “ 侦 然 " 简 并 也 出 现在 已 = -mw2rz 的 有 心力 场 运动 中 (三 维 振子 ; 见 $33, 题 4). 这 
种 简 并 也 是 由 于 哈密 顿 量 的 额外 对 称 性 ,在 这 种 情况 下 ,对称 性 之 出 现 是 因为 育 = 亡 /2m + 二 mao 关中 条 


符 p; 和 坐标 x; 都 呈 平 方 和 . 如 把 这 些 算 符 改 成 


本 八 . 入 
mMOX, 十 iID; 六 十 12COX; a 1p; 


1 
V2mfw V2mfw 


A 


我 们 得 
f=ho [a -| 
此 式 对 算 符 人 + 和 6, 的 任意 么 正 变换 保持 不 变 , 这 些 么 正 变换 所 组 成 的 对 称 群 ,要 比 三 维 旋 转 群 ( 它 使 任 
意 有 心力 场 中 的 粒子 哈密 顿 量 保持 不 变 ) 来 得 大 . 
量子 力学 中 库仑 场 和 振子 场 的 这 种 特殊 性 质 ( 偶 然 简 并 的 存在 ) ,对 应 于 经 典 力 学 中 这 些 场 (而 且 只 


有 这 些 场 ) 内 存在 着 封闭 粒子 轨道 的 事实 . 
四 题 1 和 题 2 中 采用 原子 单位 . 
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2. 求 毛 原子 基态 中 的 电子 和 原子 核 所 组 成 的 平均 势 场 . 
解 :在 任 一 点 了 7 处 “电子 云 " 产 生 的 平均 势 场 pg., 是 由 电荷 密度 为 p = 
-lw1 的 泊 松 方程 的 球 对 称 解 确定 的 . 
二 rp )=#6 
上 式 求 积分 , 选 积 分 常数 使 p.(0) 为 有 限 值 , 且 w.(o )=0, 再 加 上 原子 核 的 势 
场 后 , 即 得 


] 一 2r 
流 三 = 一 全 六 -7) 二 (二 +1 )。 
a 厂 
当 r<<1 时 ,有 wp 二 1/r( 核 场 ) ,而 当 r >>1 时 , 势 场 为 po 二 e-"( 核 被 电子 屏蔽 ). 


3 一 竹子 运 动 于 势能 为 = 与 - 人 的 有 心力 场 申 








U(r) 
(图 11) , 试 求 其 能 级 . 
解 : 正 能 量 呈 连续 谱 , 负 能 量 是 离散 的 ;我 们 只 考虑 
后 者 . 径 函 数 的 薛 定 请 方程 为 
dR 2 dR 2m 
2 于 [E- 坟 (1+1) 广 -和 仿 +2]R= 0. 
和 本 
引入 下 列 新 变量 : 图 11 
2 / -27 万 
A 
并 令 
A =s(s41), (2) 
7 
B m, 
Ee (3) 
则 (1) 式 呈 下 列 形式 : 
1 六 / 是 二 (8+) 
R + 省 天 )R=0， 


这 和 (36.4) 具 有 同一 形式 .因此 可 以 立刻 断定 ,满足 所 需 条 件 的 解 为 

R =ge” Fl -nt+s+l1,2s+2,p), 
其 中 的 到 -ss-1=P 必 须 是 一 个 正 整 数 (或 零 ) ,并 且 s 必须 取 (2) 式 的 正 根 . 按 定 
义 (3) ,我 们 得 知 其 能 级 为 


2B*m 0 es 
-B= 了 |2p+1+ | 半 | 
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4, 同上 是 ,但 UU= 太 4B 图 12). 
7 
解 :此 题 只 有 离散 谱 . 薛 定 亩 方程 如 下 : 














2 
a 2 [已 -和 二 -入 -82]R=0 
dr 交大 2mr’ 
引入 变量 
U(7) 
2mB 2 
ee 
a 
并 令 
a a r 
2mEk 
一 -一 =4(7m+S) +3, 
B hi 图 12 
得 方程 


3 3 : (s+ ) 
ER'+FR+ 刀 十 3 Py 站 去 站 。 


当 Ew%w 时 ,所 求解 的 渐 近 行为 如 e ,而 当 志 很 小 时 ,这 个 解 应 和 专 成 正比 ,其 


中 的 s 必须 取 正 值 
1 2 8mA 
i | 一 |(21+1) | 


因此 ,可 令 所 求解 呈 下 列 形式 : 
R=e “é'w, 
则 得 w 的 方程 为 
1 EN / 过 
&W 十 | 2 jx +nw =0， 
从 而 得 
3 
w=F | -ms25+ 本 志 |， 


其 中 的 n 必须 取 非 负 整 数 . 因而 发 现 所 得 的 能 级 是 等 间隔 的 无 穷 集合 : 


Se | es 区 
E, = | dm +424 | an = 
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对 任意 有 心力 场 中 的 运动 而 言 , 薛 定 雇 方 程 在 球 坐标 中 总 能 够 分 离 变 量 . 在 
库仑 场 的 情形 下 ,这 种 分 离 变量 法 也 能 在 抛物 坐标 系 中 实现 .库仑 场 问题 在 抛物 
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坐标 系 中 的 解 , 对 于 某 些 问题 的 研究 特别 有 用 ,这些 问题 中 的 某 一 空间 方向 具有 
特殊 性 ;例如 ,处 于 外 电场 中 的 一 个 原子 ( 见 $77). 
抛物 坐标 系 &,n ,gp 是 由 下 式 定 义 的 : 


] 
X= VEéncos op, Y= Veénsin op， 2 yi 
ray +y 4 = (E+n). 
或 友之; 
EE=r+Z, =r=g, p =arctan ( T ); 二 
: 


< 和 7 的 取 值 可 以 从 0 到 um ,p 是 从 0 到 27. 曲面 E= 常 数 和 ”m= 常数 ,都 是 绕 z 
轴 的 旋转 抛物 面 . 并 以 原点 为 焦点 . 这 是 一 套 正 交 坐标 系 . 长 度 元 由 下 式 给 出 : 








2 _ 之 二 也 ye 2 2 
(dD)? = (de) + dn)? +én( dp)’, (37.3) 
体积 元 为 
dV = (€ +n) dédndy. (37.4) 
由 (37.3) 式 , 拉 普 拉 斯 算 符 可 表 为 
= 区 
| mtr “En dp Se 
库仑 引力 场 
1 2 
LU = -一 = 一 
r E+ 


中 的 单 粒 子 薛 定 评 方 程 呈 以 下 形式 : 


5 说 (可 ] , 襄 (, 蝇 ]] ' 襄 束 (ee 7 








p= (Ef ln)e™, (37.7) 
其 中 的 m 是 磁 量 子 数 . 上 式 代入 (37.6) 并 乘 以 了 (+7) ,分 离 & 和 四 变量 ,得 / 
和 所 的 两 个 方程 式 : 
本 
| + 本 岂 =0， 
df Yl am 
el) 交 35 | =0,， 
其 中 的 分 离 参 量 B, 和 B, 的 关系 为 
B, +B, = (大志 


(A178) 
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我 们 来 考虑 离散 能 谱 (E <0). 引 入 下 列 各 量 代替 E,é,n: 











] 
2 A 37. 10 
Ny F ; nL Pr nn ( ) 
得 f 的 方程 为 
df 1 1 1 1/1lml+1 m’ 
rd ed eh er (37.11) 
对 可 得 同样 的 方程 ,其 中 
po a (37. 12) 


与 求解 (36.4) 式 相似 ,我 们 发 现 , 当 p, 很 大 时 ,f; 如 同 e->7' ,而 当 p, 很 小 
时 ,如 同 p¥'”". 因此 可 设 (37.11) 式 之 解 呈 下 列 形式 : 
fi(p1) =e pr "iw (pi) 
(对 万 而 言 也 有 类 似 的 式 子 ). 结果 得 w, 的 方程 : 
piwit(Iml +1 -pi)w’ +nw, =0. 
这 又 是 合流 超 几何 函数 的 方程 . 满足 有 限 性 条 件 之 解 为 
wi =F( -nn ,lml+l,p,), 
其 中 的 n, 必须 是 一 个 非 负 整 数 . 
可 见 在 抛物 坐标 中 ,离散 谱 的 每 一 个 定 态 是 由 这 样 三 个 整数 确定 的 : 即 抛物 
量子 数 n, 和 n, ,以 及 磁 量子 数 m. 对 主 量子 数 n 而 言 ,由 (37.9) 和 (37.12) 式 得 
n=n+n,+|lml+l. (B73 
至 于 能 级 ,当然 和 以 前 所 得 的 (36.9) 式 相同 . 
对 给 定 的 n 而 言 ,Iml 可 取 0 到 n-1, 共 nn 个 不 同 的 数值 . 固定 n 和 1m| 以 
后 ,mi 尚 可 取 -1ml 个 不 同 的 数值 ,从 0 到 nn -1lml -1. 再 考虑 到 对 给 定 的 1m| 
我 们 可 以 选取 m = + Im1 两 种 不 同 的 函数 . 因此 ,对 一 个 给 定 的 于 值 而 言 ,一 
共有 


必 > (n-m)+(n-0)=n’ 


个 不 同 的 态 , 这 和 $36 中 所 得 的 结论 一 致 
离散 谱 的 波 函 数 y, ,应 按 下 列 条 件 归 一 化 : 


fin rar = 「 三 [Winl (E+n)dédndp =1. (37.14) 


归 一 化 后 的 波 函 数 具 有 下 列 形式 : 





Ds =。 (二 )7。 人 3 - 去 (37. 135) 


其 中 
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1 + lml)! eg 
a 人 -P,lml+lip)e-2zpz (37.16) 


与 球 坐标 中 的 不 同 ,抛物 坐标 中 的 波 函 数 对 z=0 的 平面 是 不 对 称 的 . mw > 
n, 时 ,发 现 粒 子 的 概率 在 z >0 的 方向 大 于 z<0 的 方向 ,mn <n, 时 则 反之 . 

连续 谱 (E >0) 人 情形 下 ,(37.8) 式 中 的 B, 和 参量 都 取 实 的 连续 值 | 当然 
仍 有 (37.9) 式 的 关系 ]. 我 们 不 准备 把 这 种 情形 下 的 波 函 数 写 出 来 ,因为 通常 不 
大 用 到 . 如 果 把 (37. 8) 式 看 作 “ 本 征 值 ”B, 和 所 应 满足 的 方程 式 , 则 B6, 和 p， 
还 可 以 取 复 数值 (Ek >0 时 ). 与 此 相应 的 波 函 数 将 在 $135 中 写 出 ,我 们 在 该 节 
中 利用 它们 去 求解 库仑 场 中 的 散射 问题 . 

定 态 1n,n,m) 的 存在 导致 一 个 附加 守恒 律 (36. 29). 在 这 些 态 中 ,能量 以 及 


量 1,=m 和 4. 均 有 定 值 .计算 算 符 4. 的 对 角 和 矩阵 元 ,给 出 





A, = 一 一 7 
其 中 vv =m -n,,“ 角 动量 "j, 和 j, 的 分 量 值 为 
1 
j =F m+n 一 ma ) M1, 
(37.18) 


Ja2: 二 可 必 太 一 两 + n, ) HW,. 


根据 1njn,m) 态 ( 即 1nwims) 态 ) 的 这 些 性 质 容易 建立 起 它们 与 1nim) 态 之 间 
波 函 数 的 关系 . 由 于 1=j, +j,, 这 两 个 表象 间 的 相互 变换 ,基本 上 就 是 $106 中 
讨论 的 两 个 角 动 量 相 加 时 的 波 函 数组 合 问 题 . 所 以 用 “ 角 动 量 "j, 和 j, 来 表述 
时 ,1nlm》 和 1ninm) 态 可 写 为 jjslim) 和 1jijspips) 态 ,根据 (36.35) 和 (37.13)， 
我 们 有 


P| 1 
大 二 Ca 19y 


根据 一 般 公 式 (106.9) 一 (106. 11) ,得 到 (D. Park ,1960 ) 
Yim = >, (lm | Ep di 


Lit 三 让 


n-l ER 20 ) 
Bias, = > Dp + es phi vie 
i=0 





$38 与 时 间 无 关 的 微 扰 
薛 定 廖 方程 的 精确 解 只 有 在 少数 简单 情形 下 才能 找到 ,对 量子 力学 中 的 大 
多 数 问题 来 讲 , 所 得 的 方程 过 于 复杂 ,很 难 精确 解 出 . 但 是 往往 有 这 样 的 情形 ,在 
所 给 问题 的 条 件 中 ,各 量具 有 不 同 的 数量 级 ; 当 我 们 把 其 中 较 小 的 量 略 去 以 后 . 
这 个 问题 有 可 能 变 得 十 分 简单 ,以 致 可 以 求 出 它 的 精确 解 . 在 这 种 情形 下 ,求解 
这 个 物理 问题 的 第 一 步 , 是 求 出 简化 问题 的 精确 解 ,第 二 步 , 是 计算 由 于 在 简化 
问题 中 略 去 了 较 小 项 而 引起 的 误差 . 计算 这 种 误差 的 一 般 方法 , 称 为 微 扰 论 . 
我 们 假定 某 一 给 定 物 理 系统 的 哈密 顿 量 呈 以 下 形式 ， 
: 六 = 让 + 家 
式 中 的 V 是 未 受 扰 算 符 所 的 微小 修正 (或 称 微 扰 项 ). 在 $38 和 §39 中 ,我 们 
只 考虑 与 时 间 无 关 的 微 扰 ( 对 H, 也 作 同 样 的 假定 ). 能 把 VV 看 作 是 “小 于 ” 算 符 
有 , 的 必要 条 件 , 将 在 下 面 推 导 . 
离散 谱 的 微 扰 论 问题 ,可 按 下 列 方式 表述 . 假定 未 受 扰 算 符 妆 的 离散 谱 本 
征 值 E'" 及 其 本 征 函 数 y'" 都 是 已 知 的 , 即 下 列 方程 的 精确 解 是 已 知 的 : 
Hy =EVy'. (38.1) 
现在 欲求 下 列 方程 的 近似 解 : 
Hy =(H, +Vy=Ey, (38.2) 
也 就 是 求 受 扰 算 符 甩 的 本 征 值 , 和 本 征 函 数 yy, 所 具有 的 近似 表 式 . 
本 节 中 ,我 们 假定 算 符 五 的 所 有 本 征 值 都 是 无 简 并 的 . 同时 为 了 使 结果 简 
单 起 见 ,暂时 假定 本 征 值 只 有 离散 谱 . s 
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为 方便 计 ,最 好 采用 矩阵 形式 的 计算 方法 . 为 此 ,我 们 先 把 欲求 的 yy 函数 对 
”函数 组 展开 : 
J (38.3) 
把 这 个 展 式 代 入 (38.2) 式 ,得 
yy olEM Vy = > eBy, 
上 式 两 边 各 乘 WV” 后 再 积分 ,得 
《再 = 可 je > Vc,. (38.4) 


我 们 在 这 里 引入 了 微 扰 算 符 V 对 未 受 扰 函 数组 yw 而 言 的 矩阵 了 ，: 
也 = | We Dp dg (38.5) 
我 们 把 系数 ce 和 人 能量 E 表 成 以 下 的 级 数 形式 : 
E = A 和 + eC, = 和 We es 
其 中 的 和 cs 具有 与 微 扰 V 同 样 小 的 数量 级 ,E'” 和 c? 具有 二 级 小 的 数量 
级 ,以 此 类 推 . 
现在 来 求 第 n 个 本 征 值 和 其 本 征 函 数 的 修正 问题 ,此 时 ,可 令 c(") =1,mzn 
的 ce” =0. 求 第 一 级 近似 时 ,我 们 把 E=E +E',c, =c4 +c 代入 (38.4) 
式 , 只 保留 该 式 中 的 一 级 小 项 . 由 =n 的 该 式 给 出 
ED =V,= [vw"" Py" dg. (38.6) 
故 本 征 值 E' 的 一 级 修正 等 于 微 扰 项 在 水 " 态 中 的 平均 值 . 
(38.4) 和 式 当 开关 交 时 给 出 


(1) 
Ck 


Vs 
而 ce' 还 没有 确定 ; 它 必须 这 样 选取 ,使 得 函数 yy, =y，，+yw ”在 含有 一 级 小 项 
为 止 的 情形 下 得 到 归 一 化 .根据 这 一 点 ,我们 须 使 c+ ”=0. 由 于 下 列 函 数 
1 / 0 
Ww, = 2 Eo pom (38.8) 
( 式 中 的 撤 号 代表 求 和 时 除去 m =n 的 项 ) 是 和 yw” 正 交 的 , 故 1y,，” ”+y， 1 的 
积分 与 1 只 差 一 个 二 级 小 量 . 
(38.8) 式 确定 了 波 函 数 的 一 级 近似 修正 . 由 此 式 可 以 附带 地 看 出 上 述 微 扰 
法 的 适用 条 件 . 这 个 条 件 就 是 下 列 不 等 式 必 须 成 立 : 
i a he (38.9) 
这 就 是 说 , 算 符 TV 的 矩阵 元 必须 远 小 于 那 两 个 未 受 扰 能 级 间 的 相应 间距 . 


kn (人 
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其 次 ,我 们 来 求 本 征 值 E,” 在 二 级 近似 中 的 修正 .为 此 ,我 们 把 E=E,” + 
ED +E2 和 c=clW +cl +cl? 代入 (38.4) 式 ,观察 该 式 中 的 二 级 小 项 . 当 
k=n 时 ,由 该 式 给 出 

se 二 V ce 


故 
1 
用 “一 2, Br py 8 10) 
[我 们 已 把 x。 = 代入 ,并且 应 用 了 算 符 了 的 厄 米 性 :Fw = Vi ]. 


ea _ Eo 

注意 ,基态 能 级 的 二 级 近似 修正 永远 是 负 的 ;因为 ,如 果 EI 对 应 于 最 低 的 
能 量 值 , 则 (38. 10) 式 中 所 有 的 求 和 项 都 是 负 的 . 

更 高 级 近似 可 以 用 同样 的 方法 计算 出 来 . 

以 上 所 得 的 结果 ,可 以 立刻 推广 到 H, 算 符 也 有 连续 谱 的 情形 (但 微 扰 仍 和 
以 前 一 样 ,应 用 于 离散 谱 的 一 个 态 ) . 为 此 目的 ,我 们 只 要 在 离散 谱 的 求 和 式 中 
加 进 一 项 连续 谱 的 相应 求 积 式 . 我 们 用 下 标 v 来 区 分 连续 谱 中 的 各 个 态 ,v 的 值 
域 是 连续 的 ;我 们 按 惯例 把 > 理解 为 一 组 物理 量 的 数值 ,这 组 数值 足以 对 该 态 进 
行 完全 描述 (连续 谱 的 态 往往 是 简 并 的 ,这 时 仅仅 能 量 值 本 身 还 不 足以 确定 这 
个 态 ) ,这 样 一 来 ,比如 (38. i 


(dy = / (0) 人 
”二 2 Br i EE dv. (38:.11 


有 
还 有 一 个 公式 值得 一 提 , 此 式 是 用 函数 组 y, =y +y 算出 物理 量 f 的 
i y' ,精确 到 一 级 项 为 止 ,不 难 求 得 如 下 
的 表 式 : 





0 0 
) 这 nt 


0 1 了 
站 2 EV EW 六 有 — Et) 38.12) 
第 一 个 求 和 式 中 的 k 关 nn, 第 二 个 求 和 式 中 的 有关 m. 
习 题 


1. 求 本 征 浮 数 的 二 级 近似 修正 . 
解 :c "(有 关 n) 系数 可 以 由 上 关 n 并 写 到 二 级 项 为 止 的 (38.4) 式 算出 ,至 于 
cl 系数 可 这 样 选取 ,使 =”+W"” ”+W' 通 数 在 包含 二 级 项 为 止 的 情形 下 


人 @ ”这 里 的 波 函 数 y\ 应 按 v 的 6 函数 归 一 化 : 


$38 与 时 间 无 关 的 微 扰 . 125 ， 





得 到 归 一 化 . 结果 得 





Wo V 
Cy FA mh OY ,Vnn V mn, (0) 
Vy, 和 i ww Wn 网 下 er 
A 
四 人 > = 
式 中 引进 了 频率 
Qi 二 (BO - FE) ) 


2 六 交流 汪 粮 慌 而 宇 ea 
解 : 写 出 k=n 时 (38.4) 式 中 的 三 级 小 项 ,我 们 得 
2 检 He 


0 
nn 叶 六 
m pe hw 


kn m 


3 VO ee 
es 0 + QX +Bx . 
解 :利用 % 的 矩阵 元 表 式 (23.4) ,再 根据 矩阵 的 乘法 规则 ,可 以 直接 求 出 好 


和 % 的 短 阵 元 .我 们 发 现 不 等 于 零 的 妇 和 天 阵 元 有 


(0) 0) (EE) nn-l)(n-2), 
Ee ( 志 ) 2 


这 两 个 矩阵 的 对 角 元 等 于 零 , 故 哈密 顿 量 中 的 ax 项 (看 作 谐 振子 的 一 个 微 扰 
a 
正 具 有 相同 的 数量 级 .x 的 对 角 短 阵 元 呈 下 列 形式 ; 

有 (二) (2 +2n +1). 


mM 
一 般 公 去 (38.6) 和 (38.10) ,我 们 求 得 这 个 非 谐振 子 能 级 的 下 列 近似 表 式 : 


Bp =hw (n+ 二) -于 交 | 二] (r+ 








+38 (m6) (w+nt): 

4. 一 个 具有 无 限 高 势 壁 的 球形 执 阱 ,经 微小 形变 (体积 不 变 ) 变 成 一 个 半 轴 
为 4a=b 和 cc 的 略 长 或 略 扁 的 旋转 球体 . 求 此 变形 阱 内 粒子 能 级 的 分 列 
( A. B. Murxan,1959). 

解 : 阱 壁 的 方程 为 
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通过 变量 变换 :x 一 ax/R,y—ay/R,z 一 cz/R, 上 式 化 成 x +y +z = 及 ,这 是 半径 
为 RR 的 球 方程 . 这 个 变换 把 粒子 的 哈密 顿 量 矿 = 户 /2M = - 术 A/2M(M 为 粒子 
质量 ,能 量 则 从 阱 底 算 起 ) 变 成 及 = 及 +V, 其 中 


所 
B= = 


-人 


Ox” 9 和 Oz” 


2 


Cc 


从 而 把 桶 球 阱 中 的 运动 化 成 了 球 阱 中 运动 的 问题 . 如果 这 个 椭 球 和 半径 为 R= 
(a*c)'“ 的 球 相差 不 多 , 则 VV 可 看 作 微 扰 . 引入 椭 度 B(181 <<1) 按 下 式 定义 
1 
a (1 -$8), ea(1+38). 
微 扰 算 符 可 写成 
- 妈 . A2 过 区 
了 =31r(P Sp 
te 


AB -EY = (nlimlVinlm), 


和 当量 ;n 是 球 阱 中 具有 给 定 1 值 的 能 级 纺 


它 与 m 无 关 . 由 于 p ” -3p, 是 不 可 约 无 迹 张 量 6,p” -3p,p, 的 zz 分量 ,根据 
Ce 








(1)” / 2 
[ 0 ] 
因而 | 
RE (nlQ1VIni0). 
nimlVinim = | 1C1+1 ; n n 
3] 符号 表 见 § 106. 
其 次 ， 
(nl0O1VIni0)» = SBE + 有 8 一 所 (al | 二 ntl0> = 
2 (0) _ | g 
= 3BE, pi | r drdo. 





第 一 项 中 ,我 们 利用 了 球 阱 中 的 薛 定语 方程 有 y=EWy ,第 二 项 进行 了 
部 积分 .采用 (28.11) 式 的 ba Wn =Ri(r)Yo(0,9) 的 微 商 为 


0 _ sin smO O 
PRA (eos 0 2 37 i 0 


8$39 久 期 方程 5 





0 i (R -一 Rs ) Yonio + 
ST r 
+ (Rt R, Yo. 
重 
4/ -1 


径 部 的 积分 用 下 列 公 式 计 算 : 
人 站 二 下 dr 二 | Rdr, 
| Rdr = -1+1) | Rdr 
0 h 0 
这 些 公 式 是 用 分 部 积分 和 径 向 薛 定语 方程 (33.3) 导出 的 : 
WR Ee = 


含有 RR 的 被 积 项 相 消 ,最 后 得 


2 m a so 
Abum =4B (1311) 21+3) 11+1) | : 





注意 到 
— Ti(0) 
| 一 bi =E, 》 
说 明 多 重 谱 线 的 “重心 "没有 位 移 . 
$39 久 期 方程 


现在 回 到 未 受 扰 算 符 也 的 本 征 值 具有 简 并 时 的 情形 . 我 们 用 yy ,yy 人 0,… 
代表 属于 同一 能 量 本 征 值 "的 一 套 本 征 函 数 . 我 们 早已 知道 ,这 一 套 本 征 函 
数 的 选择 方式 不 是 唯一 的 ;可 以 把 它们 线性 组 合 起 来 ,从 中 任意 选 出 * 个 独立 的 
函数 (s 为 E'” 能 级 的 简 并 度 ) ,来 代替 原来 的 那 套 函 数 . 但 是 ,如 果 要 求 这 些 波 
函数 在 微 扰 的 作用 下 改变 都 很 小 ,那么 ,这 套 函 数 的 选择 方式 就 不 再 是 任意 
的 了 . 

现在 我 们 把 yw" ,yy ,… 理 解 成 为 任意 选 定 的 一 套 未 受 扰 本 征 函 数 . 在 零 级 
近似 中 ,正确 的 零 级 近似 波 函 数 应 该 是 它们 的 线性 组 合 , 旺 cw + cc yy +… 
形式 . 其 中 的 组 合 系数 可 以 和 本 征 值 的 一 级 修正 同时 求 出 来 ,其 步骤 如 下 . 

我 们 写 出 上 =n,n',… 的 (38.4) 式 ,在 一 级 近似 中 ,把 EE=EW + 代入; 至 
于 ci, 只 要 用 零 级 近似 值 就 足够 了 , 即 c, = cy ,cv =cs ,5m 关 n,n'… 的 c= 
0. 于 是 得 


EY) 人 
或 
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一 


2 (Vu -E68..)e =0, L903 


其 中 的 n,n' 遍 取 未 受 扰 本 征 值 E'” 所属 各 态 的 各 种 编号 值 . 这 是 一 套 以 为 
未 知 数 的 齐 次 线性 方程 组 ,如 果 这 些 未 知 数 前 的 系数 所 组 成 的 行列 式 等 于 零 .这 
套 方程 就 有 非 零 解 . 因此 可 得 下 列 方程 : 

IV,,, -E68,,| =0. (39.2) 

这 是 一 个 E'" 的 ;次 代数 方程 式 ,一 般 讲 来 具有 s 个 不 同 的 实 根 . 这 些 根 就 
是 欲求 的 那个 本 征 值 的 各 种 一 级 修正 . (39.2) 式 称 为 久 期 方程 0. 我 们 注意 到 ， 
各 根 之 和 等 于 所 有 对 角 元 V,, ,V,,,,… 之 和 (这 个 和 等 于 久 期 方程 中 TE ] 前 
面 的 系数 ). 

把 (39.2) 式 的 个 根 依次 代入 方程 组 (39. 1) 中 , 解 出 后 ,可 得 s 套 cs 系 
数 , 从 而 求 得 * 个 零 级 近似 本 征 函 数 . 

我 们 注意 到 ,经 过 微 扰 以 后 ,原来 的 简 并 能 级 一 般 讲 来 不 再 简 并 [ (39.2) 式 
一 般 讲 来 没有 重 根 ] ;或 者 说 , 简 并 度 被 微 扰 所 解除 . 简 并 度 的 解除 可 以 是 全 部 
的 ,也 可 以 是 部 分 的 (在 后 一 种 情况 下 ,加 入 微 扰 后 简 并 仍 存在 ,但 其 简 并 度 小 
于 原来 的 简 并 度 ). 

也 有 可 能 发 生 这 样 的 情形 ,由 于 某 种 原因 ,属于 同一 能 级 的 各 个 简 并 态 n， 
n ,… 之 间 的 跃迁 矩阵 元 全 都 非常 小 (其 至 是 零 ). 这 时 ,我 们 不 但 要 计 及 一 级 矩 
阵 元 Vn ,还 要 计 及 高 级 的 不 同 能 级 之 间 的 跃迁 矩阵 元 了 (m 关 n,n',… ). 我 们 
来 计算 二 级 近似 的 了 ,矩阵 元 . 

在 (38.4) 式 中 =n 时, 令 式 左 的 E=E +E'" (保留 记号 EW ,作为 目前 
近似 下 的 能 量 修正 值 ) ,并 用 cl 代替 6c,. 由 于 mz 闫 n,n',… 时 所 有 和 
们 有 

Be = yy Ve es (39.3) 
当 上 =m 关 n,n',… 时 ,精确 到 一 级 项 为 止 ,(38.4) 式 ,给 出 
[Be -Be = i 


故 


a 二 Vi 9 
ee i 
EE pe 


nn 


代入 (39.3) 式 ,得 


有 
Bom yun 
n n FE We nn 
n' m n m 


中 ”这 个 名 词 来 自 天 体力 学 . 
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这 组 方程 代替 了 (39.1) ;方程 组 的 相 容 条 件 又 导致 久 期 方程 , 它 和 (39.2) 的 差 


别 在 于 作 了 下 列 蔡 代 : 


Via Vy 
了 ,一 上， 十 > Eo Sp (39.4) 


习 题 


1. 求 一 个 两 重 简 并 能 级 的 零 级 近似 波 函 数 以 及 本 征 值 的 一 级 近似 修正 值 . 
解 :(39.2) 式 现在 呈 下 列 形 式 : 
VW = VW, 
V,, Vs —E' 
(下 标 1 和 2 对 应 于 这 个 两 重 简 并 能 级 的 两 个 任意 选 定 的 未 受 扰 本 征 函 数 y'" 
和 内 2 ). 解 之 ,得 
EY = [V+ Vs) + 上 ju]， (1) 


其 中 ,记号 ho = /= 
代表 两 个 修正 能 级 E'" 之 差 . 再 解 具有 以 上 E'" 值 的 (39.1) 式 ,可 得 零 级 近似 归 
一 化 波 函 数 "dd = ct 四 (9 Ee ih 中 的 系数 ,其 值 为 


1/2 


po 
(0) _ 12 11 22 
1 mn 2 | } , 2 


V, ee 
和 by [1 | | 
2. 推导 一 级 近似 的 本 征 兄 数 修正 式 , 以 及 二 级 近似 的 本 征 值 修正 式 . 
解 : 我 们 假定 Wy" ”已 经 是 正确 的 零 级 近似 波 函 数组 . 由 这 些 波 函 数 所 定义 
的 Vi, 矩阵 对 下 标 n,n'( 属 于 同一 简 并 能 级 的 一 组 浮 数 ) 而 言 显然 是 对 角 的 ,并 
且 对 角 元 V,,,V,,,,… 分 别 等 于 一 级 近似 中 的 各 种 修正 值 EY ,EE ,…. 
现在 来 考虑 本 征 函 数 WW 的 微 扰 问 题 .在 零 级 近似 中 ,E =E,,cl” =1， 
m 关 nn 的 ce =0. 在 一 级 近似 中 ,我 们 有 忆 E=EW +V,,c,=1+cl ,c=c'. 写 出 
k 关 n,n'… 的 方程 组 (38.4) ,保留 其 中 的 一 级 项 : 
(Bs Be or = Ve, =W,, 


n n 











故 
V 
CY = kn / 
i (1) 


其 次 ,我 们 写 出 上 =n' 的 方程 式 , 保 留 其 中 的 二 级 项 : 
BO I yw nt 


n ,nm m 
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(m 的 求 和 式 中 略 去 见 =n,n',… 的 项 ). 把 ”= 以 及 (1) 式 中 的 cm 代入 ， 
n' 关 n 时 得 
Gh = 1 Fs J 
人 | 


nn mn m 


(这 个 近似 中 的 c' "等于零 ). (1) 式 和 (2) 式 确定 了 该 组 本 征 函 数 在 一 级 近似 
中 的 修正 值 W = >》 cm Un . 


最 后 , 写 出 上 =n 时 (38.4) 式 中 的 二 级 项 ,可 得 下 式 所 示 的 二 级 能 量 修正 : 
E,” = (3) 
上 式 在 形式 上 等 同 于 (38.10) 式 . 
3. 设 有 一 系统 ,在 +=0 时 刻 处 于 两 重 简 并 能 级 的 小 '” 态 中 .在 某 一 恒定 微 
扰 的 作用 下 发 生 跃 迁 , 求 1 时刻 该 系统 跃迁 到 同一 能 级 的 WV: ” 态 的 概率 . 
解 : 我 们 令 正 确 的 零 级 近似 波 函 数 为 
=e tc, Y=ciw, +cey,, 
其 中 的 ci,c, 和 ci,cs, 就 是 题 1 的 (2) 式 所 确定 的 两 对 系数 (为 简单 计 我 们 把 所 
有 各 量 中 的 标号 ”全 部 略 去 ). 
反 过 来 ,有 
/td 
4 
小 和 由 ' 是 分 属于 受 扰 能 量 值 +E' 和 +E" 的 两 个 态 ,其 中 的 E' 和 ”是 
题 1 中 的 (1) 式 所 示 的 两 个 修正 值 .引入 时 间 因 子 后 ,就 过 渡 到 与 时 间 有 关 的 波 
函数 : 
本 , - (i/h)E(, 1 -CA)EC 
.ee me pe 2 -6°€ ] 
(上 =0 时 , 豆 =W). 最 后 ,再 把 上 式 中 的 小 和 由 ' 表 成 由 和风 ,,W| 就 变 成 W 和 
由 , 的 线性 组 合 , 其 组 合 系数 与 时 间 有 关 . 炒 ,函数 前 系数 的 模 量 平方 值 就 是 欲求 
的 跃迁 概率 w,. 把 题 1 中 的 (1) 式 和 (2) 式 代入 ,算出 
A 
我 们 看 到 ,这 个 概率 随时 间 周 期 性 地 变化 ,其 频率 为 wm . 
当时 间 夺 远 小 于 本 题 中 的 周期 时 ,上 式 的 中 括号 与 妃 成 正比 ,从 而 zi 也 与 


和 


注意 (1) 和 (2) 中 的 各 量 必 须 很 小 (这 是 本 微 扰 法 的 适用 条 件 ) ,这 个 条 件 只 要 求 属于 不 同 能 级 
的 跃迁 矩阵 元 满足 条 件 (38.9). 至 于 属于 同一 简 并 能 级 的 跃迁 矩阵 元 ,可 由 久 期 方程 精确 (在 一 定 的 意义 
下 ) 算 出 . 
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i 成 .正比 : 
Ww Pea 瑟 芭 
无 
此 式 可 用 下 节 所 给 的 方法 [应 用 (40.4) |] 十 分 简单 地 获得 . 
$40 与 时 间 有 关 的 微 扰 

现在 研究 明显 地 依赖 于 时 间 的 微 扰 .一 般 讲 来 ,我们 在 这 种 情况 下 谈 不 上 本 
征 值 的 修正 问题 ,因为 当 哈密 顿 量 依 赖 于 时 间 时 [例如 受 扰 后 的 算 符 为 H = 
应 + 了 (1) ] ,能 量 不 再 守恒 ,因而 也 就 不 存在 定 态 .我 们 在 这 里 提出 的 问题 ,只 是 
从 未 扰 系统 的 定 态 波 函数 出 发 ,对 该 波 函 数 进行 近似 计算 . 

为 此 ,我 们 应 用 一 种 方法 ,类似 于 求解 线性 微分 方程 组 时 熟知 的 常数 变易 法 
(P.A.M. Dirac ,1926). 设 到 '" (含有 时 间 因 子 ) 为 未 扰 系统 的 定 态 波 函 数 . 此 
时 ,未 受 扰 波 动 方程 的 一 个 任意 解 可 以 表 成 严 = 》 aiW” 的 形式 .现在 来 求 下 
列 受 扰 方程 的 解 : 

i = (H+V)Y, (40.1) 
把 这 个 解 表 成 以 下 的 求 和 式 : 
Vs > (i ， (40.2) 


k 


其 中 的 展开 系数 都 是 时 间 的 函数 . 把 (40.2) 式 代入 (40.1) 式 中 考虑 到 所 有 的 
zx ”函数 都 满足 下 列 方程 : 








Pp) ~ 
i ; = 再 本 
我 们 得 
da 
i 要 Jp x 2 ;二 
上 式 两 边 左 乘 歼 ”后 ,积分 得 
da ， 
适当 = > Wt} (40.3) 
E 
其 中 的 
V(t) 本 | Vy" dg 一 Ve 
_ = 
mk 太 


为 含有 时 间 因 子 的 微 扰 项 矩阵 元 (必须 注意 , 当 V 显 含 t 时 ,Vi, 也 是 时 间 的 函 
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数 ). 

我 们 取 第 n 个 定 态 的 波 函 数 作为 未 受 扰 波 函数 ,(40.2) 式 中 的 相应 系数 值 
为 a =1,k 关 nn 的 oa =0. 求 一 级 近似 时 ,(40.3) 式 左边 的 a, 写成 0 三 人 “和 
at ,右边 则 用 a, =as” 代 入 (因为 其 中 已 经 包含 了 一 级 小 量 ww) .结果 得 


ae 
ht). (40.4) 
为 了 能 够 表明 所 算 的 修正 究竟 属于 哪个 未 受 扰 函 数 ,我 们 在 a 系数 中 加 进 第 二 
个 下 标 , 写 成 


于 >, Qi (1) 和 


k 


据 此 ,我 们 可 以 把 (40.4) 式 的 积分 结果 写成 以 下 的 形式 : 
a [9 {Val d= a 和 | ea (40.5) 
这 个 式 子 确定 了 一 级 近似 波 函 数 . 
现在 我 们 来 更 详细 地 考察 微 扰 项 V 为 时 间 的 周期 函数 这 一 重要 情形 ,V 的 
形式 为 
Vahe ™ Ce (40.6) 
其 中 的 和 G6 都 是 和 时 间 无 关 的 算 符 . 由 于 六 是 厄 米 的 ,我 们 必须 有 
ws = ew + a 


人 ~ 


由 此 得 C=F*, 即 


Gs = Peon (40.7) 
应 用 这 个 关系 式 ,我 们 有 
WV eh oe (40.8) 


代入 (40.5) 式 并 进行 积分 ,我们 得 到 下 列 波 函 数 展开 系数 : 
严 On) Fe nr) 
(wi 0) (wi, +w) 
这 个 表 式 只 有 分 母 都 不 等 于 零 时 才能 应 用 , 即 所 有 的 k(n 为 给 定 ) 必 须 满 足 

El!” -Ez fiw. (40. 10) 

许多 应 用 问题 中 ,要 用 到 任 一 物理 量 f 对 受 扰 波 函 数 而 言 的 矩阵 元 .一 级 近 

似 中 我 们 有 


& D 
Chin 


(40.9 ) 


Cy 三 四 二 下 人， 
其 中 的 


Q@8 精确 来 讲 , 这 个 表 式 中 的 分 母 都 不 能 很 小 ,否则 ai 就 不 能 远 小 于 1. 
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| 
人 
把 iD = 多 a WW 代入 上 式 , 式 中 的 al 由 (40.9) 式 所 确定 , 易 得 所 求 的 表 


式 为 
i a a — iwl 
js (NE 交 | 全 ee :i ry | 
和 
fi(w,, +w) fi(w,,—w) |。 上 
这 个 表 式 只 有 当 每 一 项 都 不 太 大 时 才能 应 用 , 即 所 有 的 频率 ou ,wj 全 都 不 能 太 
接近 于 w. 当 w =0 时 ,上 式 回 到 (38.12) 式 . 
以 上 给 出 的 各 种 公式 ,都 是 对 只 具 离 散 谱 的 未 受 扰 能 级 而 言 的 .但 是 这 些 公 
式 可 以 立刻 推广 到 还 具 连 续 谱 的 情形 中 去 (和 以 前 一 样 ,我 们 所 考虑 的 微 扰 是 
对 离散 谱 中 的 态 而 言 的 ) ;这 只 要 在 离散 谱 能 级 的 求 和 式 中 ,简单 地 补充 一 项 对 
连续 谱 的 相应 求 积 式 就 可 以 了 . 这 些 公式 中 的 能 量 Bi”, 现 在 不 但 能 取 离 散 谱 中 
的 各 种 数值 ,而 且 能 取 连 续 谱 中 的 各 种 数值 ,但 是 必须 保证 (40.9)(40.11) 式 中 
的 分 母 w,, +w 没有 一 个 等 于 零 . 如 果 连 续 谱 处 于 整个 离散 谱 能 级 的 上 面 ,那么 ， 
在 这 种 常 遇 的 情况 下 ,除了 (40. 10) 以 外 ,还 需要 补充 下 列 条 件 
E(” -EE > hw, {40 12) 


其 中 Ei 为 该 连续 谱 的 最 低能 级 . 


E (40.11) 


Jo 


题 


设 有 一 周期 性 微 扰 ( 呈 (40.6) 形 式 ) ,其 频率 四 满足 已 -天 =f 有 (w+e)， 
2 是 一 个 小 量 . 求 薛 定 谓 方程 第 于 个 解 和 第 权 个 解 受 这 种 周期 微 扰 后 的 改变 量 . 

解 :本 节 所 讲 的 方法 在 这 里 不 适用 ,因为 (40.9) 式 中 的 a 系数 现在 变 得 太 
大 .我 们 要 从 精确 方程 (40.3) 重 新 出 发 ,该 式 中 的 了 (ti) 由 (40.8) 式 给 出 .很 明 
显 ,(40.3) 式 右边 的 各 个 求 和 项 中 ,最 重要 的 贡献 是 来 自 这 样 一 些 项 ,这 些 项 中 
的 时 间 关 系 由 微小 频率 w,, -w 所 确定 , 略 去 所 有 其 它 各 项 后 ,我 们 得 到 以 下 两 
个 联 立 方程 : 





rr 
da, | 
1 re PF 


我 们 作 下 列 替 代 
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得 以 下 两 个 方程 : 
i 
消去 a, 后 ,得 
bieb. 1 PF 
这 个 方程 组 的 两 套 独 立 解 可 以 取 成 


hha, . 
% =e = 一通 一 1eio (1) 
和 
| 7 , 
We i (2) 


m 


其 中 的 4 和 中 都 是 常数 (它们 由 归 一 化 条 件 确定 ) , 式 中 应 用 了 下 列 记 号 ， 


3 F 
a = 3+, oa = + 0= 全 < Inl? ,7 = 二 


因此 ,在 所 给 微 扰 的 作用 下 ,函数 到 " ,更 变 成 函数 a ,到 (0) +a 更 (0) ,其 中 
的 a, 和 a 由 (1) 式 及 (2) 式 给 出 . 

假定 该 系统 在 起 始 时 (t=0) 处 于 多” 态 . 在 随后 时 刻 , 该 系统 就 处 于 我 们 
求 得 的 两 个 函数 的 线性 组 合 态 到 中 ,该 组 合 态 当 上 =0 时 变 成 罗 人 0， 





=e (oo ‘(21 -70in 0 | Vy" i 9 (3) 
业 ， 前 系数 的 模 量 平方 为 
2 
py 一 Cos 2421 ) . (4) 


这 个 式 子 给 出 了 上 时 刻 发 现 该 系统 处 于 WW'"” 态 的 概率 .我 们 看 到 这 个 概率 是 一 
个 频率 为 212 的 周期 函数 ,概率 值 在 0 与 171 [22 之 间 变 化 . 
2=0 时 (严格 共振 ),(4) 式 所 示 的 概率 变 成 


(1 -C08 21n1#), 


它 在 0 与 1 间 周 期 性 地 变化 ; 换 句 话说 ,该 系统 周期 性 地 从 到 (0) 态 跃迁 到 更 (9) 
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现在 假定 微 扰 V(i) 只 作用 于 某 一 有 限时 间 间 隔 内 [或 者 , 当 :一 + w 时， 
V(z) 消 失 得 足够 快 ] .并 假定 该 系统 在 微 扰 作用 之 前 (或 者 在 :一 - % 时) 处 于 
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(离散 谱 的 ) 第 ”个 态 中 .在 随后 时 刻 ,系统 的 态 将 由 到 = > aiW” 函 数 所 确 
定 ,一 级 近似 时 ,其 中 的 系数 为 


. i 
ee 4 iw pnt 
Qi Qin gd 了 e di, En, 


a = ha 1 | Vdt; (41.1) 


(40.5) 式 中 的 积分 限 是 这 样 选取 的 ,使 得 :-、- % 时 所 有 的 al 都 趋 于 零 . 当 微 
扰 作 用 停止 以 后 (或 者 在 -+ %w 时 ) ,au 系数 都 取 定 值 cu ( w ) ,该 系统 则 处 于 
下 列 波 函 数 所 描述 的 态 中 : 

w= 5 an(%) YY, 


这 个 波 函 数 又 满足 未 受 扰 的 波动 方程 ,但 是 已 不 同 于 原来 的 ”函数 .根据 一 
般 规则 ,aj,( % ) 系数 的 模 量 平方 值 确定 了 该 系统 具有 能 量 值 及” 的 概率 , 即 该 
系统 处 于 第 上 个 定 态 的 概率 . 

由 此 可 见 ,在 微 扰 作 用 下 ,该 系统 有 可 能 从 起 初 的 定 态 过 渡 到 任 一 其 它 定 
态 . 从 初 态 ( 第 i 个 定 态 ) 跃 迁 到 末 态 (第 f 个 定 态 ) 的 概率 等 于 0 


名 2 
| Vewedt , (41.2) 





现在 来 考虑 一 个 微 扰 , 它 一 经 作用 之 后 ,将 继续 地 作用 下 去 (当然 , 它 总 是 
保持 很 小 ). 换 句 话说 ,V(t) 当 二 - o 时 趋 于 零 , 而 当 :一 + o 时 趋 癌 不 等 于 零 
的 某 一 有 限 值 . 这 种 情形 下 ,(41.2) 式 不 能 直接 应 用 ,因为 式 中 的 积分 是 发 散 
的 .但 是 这 种 发 散 性 从 物理 上 讲 来 并 不 重要 ,并 且 很 容易 把 它 去 掉 . 为 此 目的 ,我 
们 进行 分 部 积分 : 


本 L V Ce t 

1 iw t 

mi em | 
hs oF 


”lew 
十 | i Wi 
第 一 项 的 数值 在 下 限 等 于 零 ,在 上 限 形 式 上 与 (38. 8) 式 中 的 展开 系数 相同 ; 式 
中 多 出 一 个 周期 因子 e” 的 原因 , 仪 仅 是 由 于 上 式 中 的 a 是 整个 ( 含 时 ) 波 函数 
到 的 展开 系数 ,而 $38 中 的 cr 是 不 含 时 的 水 函数 的 展开 系数 . 这 就 很 明显 ,1 一 
% 时 这 一 项 的 极限 值 ,不 过 是 原 函 数 下 ”在 微 扰 的 “恒定 部 分 "TY( + om ) 作 用 下 
所 引起 的 改变 ,这 种 改变 与 跃迁 到 其 它 态 没有 什么 关系 .跃迁 概率 是 由 上 式 第 二 


@@ 为 一 臻 起见, 今后 谈 到 跃迁 概率 时 , 初 态 和 末 态 一 律 记 作 i 和 Jf, 这 个 概率 的 下 标 次 序 为 太 ( 不 是 
让 ) ,与 矩阵 元 的 下 标 次 序 相 同 . 
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项 的 模 量 平方 值 给 出 的 ,并 等 于 


206 = je | Aendt | . (41;3) 

对 于 从 离散 谱 的 态 跃 迁 到 连续 谱 中 的 态 讲 来 ,以 上 所 得 的 这 些 公 式 也 是 成 

立 的 . 其 差别 仅 在 于 , 当 我 们 讲 到 从 所 给 态 ( 第 i 个 态 ) 出 发 跃迁 到 值 域 ( 见 $38 
末 ) 介 于 vj 和 vw+dv 之 间 的 态 时 ,跃迁 概率 式 (41.2) 应 写成 下 列 形式 : 


1 oo 2 
dz201 = 二 | | Vewrdi | dz (41.4) 








如 果 微 扰 V() 在 数量 级 为 周期 一 的 时 间 间 隔 内 变化 得 很 少 , 则 (41. 2 或 
pe 


(41.3) 式 中 的 积分 值 也 将 很 小 . 在 极限 情形 下 , 当 所 加 微 扰 变化 得 十 分 缓慢 的 
时 候 , 具 有 能 量变 化 的 ( 即 频 率 wj 不 等 于 零 的 ) 任 何 跃迁 概率 都 趋 于 零 . 由 此 可 
见 , 当 所 加 微 扰 变化 得 足够 慢 ( 或 称 漫 渐 微 扰 ) 的 时 候 ,处 于 某 一 无 简 并 定 态 中 
的 系统 仍 将 留 在 该 态 中 (还 可 参考 § 53 ) . 


V, 
反之 ,在 极 快 地 “瞬时 "加 入 微 护 这 一 极限 情形 下 ,“ 加 入 时 刻 " 的 导数 值 一 人 


变 成 无 穷 大 . 我们 可 以 在 (全 4)e*” 的 积分 式 中 ,把 变化 得 较 慢 的 eww 因 子 取出 
积分 号 外 ,并 令 它 等 于 该 时 刻 所 具有 的 数值 . 留 下 的 积分 就 可 以 立刻 算出 , 结 
果 得 
Wh = 一 二 (41.5) 
当 微 扰 本 身 并 不 太 小 时 ,也 可 求 出 瞬时 微 扰 下 的 路 迁 概率 . 假定 系统 原 处 于 
哈密 顿 量 有 的 某 一 本 征 函 数 内" 所 描述 的 态 中 . 如 果 “ 瞬 时 "地 改变 哈密 顿 量 
(这 就 是 说 ,所 用 的 时 间 远 小 于 原来 的 第 i 个 态 路 迁 到 其 它 态 的 周期 , 则 该 
系统 的 波 函 数 “ 来 不 及 "改变 , 仍 留 于 微 扰 以 前 的 态 中 . 但 是 , 它 并 不 是 新 哈密 顿 
量 矿 的 本 征 函 数 ,也 就 是 说 ,wy!” 不 再 是 定 态 . 根据 量子 力学 的 一 般 规则 ,该 系 
统 跃迁 到 某 一 新 定 态 的 概率 wrn 是 由 内 " 函数 对 五 的 本 征 函 数组 水 展开 后 的 展 
开 系数 确定 的 : 


人 [ww dg | (41.6) 
现在 来 证 明 , 如 果 哈 密 顿 量 的 改变 量 V= 且 -入 很 小 ,这 个 一 般 公式 如 何 化 
回 到 (41.5) 式 . 以 下 两 式 
Hp sg, Hy sa 
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分 别 各 乘 上 yw; 和 yw” 后 ,对 dg 积分 ,并 逐 项 相 减 : 再 利用 五 算 符 的 厄 米 性 ， 
可 得 
(BE,-E®™) [yi wdg= | 他 dg. 

如 果 微 扰 了 很 小 , 则 一 级 近似 下 的 已 可 用 未 微 扰 能 级 El 代替 ,而 波 函 数 

(在 上 式 右 边 的 ) 相 应 地 可 用 yy" 代替 . 此 时 得 
* ,(0) et (0) * fr, (0) 
[yw Ww; dd = hw, [yw Vy; dg. 
故 (41.6) 式 变 成 了 (41.5) 式 . 
习 题 
1. 处 于 基态 的 一 个 带电 振子 上 突然 加 入 一 个 均匀 电场 , 求 该 振子 受 此 微 扰 


后 跃迁 到 激发 态 的 概率 . 
解 :均匀 电场 中 的 振子 势能 (电场 的 作用 力 为 不) 为 


2 2 
a -Fee (a wo) + 常数 





U(x) = 一 


(其中 的 46 = 一 7 ] , 故 仍 具 振子 形式 (但 平衡 位 置 移动 了 ). 因此 受 护 扳 子 的 定 


态 波 函 数 为 (x 一 %0), 而 由 ,(%) 是 (23.12) 式 的 振子 波 函 数 ; 初 态 波 函 数 是 
a 13 ) 式 的 yo(%). 根 据 这 些 公 式 以 及 (23.11) 式 的 厄 米 多 项 式 , 可 得 


F J ydx = 本 i 让 ep 


式 中 引入 了 记号 £0 二 和 0 es 分 部 积分 次 以 后 ,上 式 右 边 积分 变 成 下 列 形式 : 
a ed = /Te 
故 跃迁 概率 (41.6) 为 
Wi = -pe b= 36 =F"/2mho. 

作为 量子 数 开 的 函数 ,上 式 呈 泊 松 分 布 形式 ,其 中 大 是 天 的 平均 值 ， 

当政 很 小 ,以 致 上 <<1 时 , 微 扰 论 可 以 适用 . 此 时 ,跃迁 到 激发 态 的 概率 很 
小 ,并 随 上 的 增 大 而 很 快 衰减 . 最 大 值 为 ws 二. 

相反 的 情形 下 ,当下 很 大 时 ( 丰 >>1) ,激发 振子 的 产生 具有 极 大 的 概率 :该 
振子 仍 留 于 基态 的 概率 为 wo =e 
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2. 处 于 基态 的 原子 核 , 受 一 急剧 撞击 后 具有 速度 ;撞击 时 间 了 假定 既 小 于 
电子 周期 ,又 小 于 a/v(a 为 原子 线 度 ). 求 该 原子 在 这 种 “冲击 ”影响 下 的 激发 概 
率 (A.B. Mrrmrar,1939 ) . 

解 :变换 到 天 "参考 系 ,这 个 参考 系 与 受 撞 后 的 原子 核 一 起 运动 . 由 于 条 件 
T << a[zy，, 受 撞 期 间 的 原子 核 可 以 认为 实际 上 没有 移动 ,因此 , 受 扰 刚 结 束 时 , 参 
考 系 K' 中 的 电子 坐标 与 原 参 者 系 中 的 电子 坐标 相等 . 初 态 波 函 数 在 K' 参 者 系 
中 为 

Wi =Woexp ( -ig: Pr), gq=2, 
其 中 的 为 原子 核 未 动 时 的 基态 波 函 数 , 指 数 需 中 的 是 对 该 原子 中 所 有 的 
Z 个 电子 求 和 . 按 (41.6) 式 ,跃迁 到 第 大 个 激发 态 的 概率 由 下 式 确定 
(klexp( -ig* 3 7,)10) | 
特别 是 当 ga <<1 时 ,积分 号 内 的 指数 因子 可 以 展开 . 并 由 于 由 和 由, 函数 的 正 
交 性 ,注意 ;Wo 的 积分 等 于 零 , 故 得 
WW x1 (q: 本 r. ) 10) | . 
3. 求 拨 原 子 受 突然 “冲击 "后 激发 和 电离 的 总 概率 (参考 上 题 ). 
解 : 欲 求 的 总 概率 可 按 下 式 计 算 : 
1 -Wo =1-— | f wie"av| ， 


Who 二 








其 中 的 woo 为 原子 仍 留 于 基态 的 概率 (和 毛 原 子 基态 波 函 数 ,= 86“ "3@ 为 
Va 
玻 尔 半径 ). 算 出 积分 后 得 
] -oo =1-— 
(1 + ] 
4 


在 ga <<1 的 极限 情形 下 ,这 个 概率 变 成 1 -wo 二 gq a 而 趋 于 零 , 当 ga >>1 
时 ,1 -ww 二 1 - (2/gqa) 趋 于 1. 

4. 原子 序数 Z 很 大 的 原子 核 进行 B 衰变 , 求 该 原子 KK 层 电 子 的 选 出 概率 .B 
粒子 的 速度 假定 大 于 天 电子 的 速度 (A. 56. Murnxan,1941;E. ]I. @etH6epr,1939 ). 

解 山 :在 上 述 条 件 下 ,B - 粒子 穿 过 天 层 的 时 间 小 于 电子 的 绕 核 周期 ,因而 核 
电 具 的 变化 可 以 看 作 是 瞬时 的 .电荷 变化 所 引起 的 核电 场 改 变量 了 =1Mr 很 小 (1 


QD 题 4 和 题 5 中 应 用 了 原子 单位 . 
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与 Z 之 比 ) ,起 着 微 扰 的 作用 . 按 (41.5) 式 ,能 量 @@ 为 A = -2Z27]2 的 两 个 KK 层 电 
子 中 ,有 一 个 电子 跃迁 到 能 量 介 于 =k*/2 和 E+dE(dE =kdk) 的 连续 谱 区 间 
内 的 概率 为 
(k +2Z°) 

在 决定 矩阵 元 Vo 的 表 式 时 , 近 核 处 ( ~1/2Z) 的 积分 区 间 最 重要 ,这 时 连续 
谱 状态 波 函 数 仍 可 利用 类 所 原子 的 表 式 . 末 态 电子 的 角 动 量 必 为 1=0( 等 于 和 初 
态 的 角 动 量 ). 利 用 8$36 得 到 的 民 。 和 按 HA2T 标 度 归 一 化 的 尺 函数 以 及 数学 附 
录 中 的 (人 3) 式 ,得 包 


4 (1+ 人 


区 机 2 
ee (1 -ee (1+ 训 | 
由 于 
0 
最 后 得 
du= 一 一 (二 ] hdk, 
并 有 


有 几 a) 函数 的 极限 值 为 
a<<1 时 f=e “， a>>1 时 f=a/27. 

dw 对 选 出 电子 的 所 有 能 量 积分 ,可 得 天 层 电离 的 总 概率 .数值 计算 后 ,得 
w=0.652. 

5. 原子 序数 2 很 大 的 原子 核 进行 a 衰变 , 求 该 原子 天 层 电子 的 人 选 出 概率 . 

Q 粒子 的 速度 小 于 天 电子 的 速度 ,但 是 它 从 原子 核 内 逸 出 的 时 间 小 了 的 名 

核 周 期 (A.B. Mrmrar,1941 ;J. S. Levinger,1953 ) . 

解 :a 粒子 刚 选 出 时 ,作用 于 电子 的 微 扰 还 是 浸 渐 微 扰 . 因此 ,所 求 效 应 主要 
取决 于 浸 渐 被 破坏 那 一 微 扰 “加 入 时 刻 ” 附 近 的 时 间 间 隔 , 此 时 的 a 粒子 虽 已 饮 
出 原子 核 并 作 自 由 运动 ,但 仍 处 于 比 天 层 电 子 的 轨道 半径 来 得 小 的 距离 内 . aw 粒 


山 对 天 电子 ,今后 将 用 类 氧 原子 态 ( 参 考 8 74 ) . 
多 计算 时 最 好 采用 库仑 单位 ,最 后 结果 中 再 换 成 原子 单位 . 
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子 和 原子 核 的 联合 场 与 纯 库仑 场 Z/r 的 差别 ,代表 了 致使 原子 电离 的 微 扰 作用 
上 原子量 分 别 为 4 和 4-4, 电 荷 分 别 为 2 和 2Z-2 相互 距离 为 vi(v 是 @ 粒子 和 
原子 核 的 相对 速度 ) 的 两 个 粒子 的 偶 极 和 矩 等 于 
2( 轩 一 六》 ne 

A A 
故 原子 核 和 a 粒子 的 势 场 的 偶 极 项 为 0 

WA 
式 中 取 z 轴 沿 速 度 m 的 方向 . 取 电 子 运动 方程 3= -Zz/r 的 和 矩阵 元 ,可 把 以 上 微 
扰 上 的 和 矩阵 元 化 成 z 的 和 矩阵 元 ,我 们 有 
人 了 

OE Ok 
按 (41.2) 式 ,两 个 KK 电子 中 有 一 个 电子 进行 跃迁 的 概率 为 
8(A -2 
J 

计算 此 积分 时 , 先 在 被 积 函 数 中 引进 一 个 阻尼 因子 e ,A >0, 积 出 后 ,再 令 人 一 
0 ,计算 z=recos 6 的 绑 阵 元 时 ,由 于 初 态 的 轨道 角 动 量 1=0, 因 此 只 有 跃迁 到 1 = 
1 的 态 时 cos 6 的 敌阵 元 才 不 等 于 零 ; 故 有 


| (cos 人 六 中 二 (cos 0) 0 oa le 二 


3 
r 


op 2 
0 衬 这 | | Wa | dk = 1z | dk/27n. 
0 


1 2 
pe | 


3 
应 用 径 函 数 Ro 和 Ri 算出 roi 后 ,结果 得 
2 (4=22) vw .yk 
de a ta 


34°2° (1 | 
Z 
/也 数 已 见 题 4. 
842 周期 微 扰 作用 下 的 跃迁 


在 周期 微 扰 的 作用 下 跃迁 到 连续 谱 状 态 的 概率 ,和 以 前 的 结果 有 所 不 同 . 设 
在 t=0 的 起 初时 刻 ,系统 处 于 离散 谱 的 第 i 个 定 态 中 . 假定 周期 微 扰 的 频率 w 
满足 
MR (42.1) 
其 中 的 Ei;, 为 连续 谱 的 起 始 能 量 值 . 
根据 § 40 的 结果 显然 可 知 ,起 首要 作用 的 态 是 能 量 已 十 分 接近 于 共振 能 
量 E;”+ fw 的 那些 态 , 亦 即 or - w 值 很 小 的 那些 态 . 根据 这 一 点 ,(40.8) 式 的 


山 如 果 4-22 很 小 ,还 需 考 虑 下 一 项 四 极 矩 项 . 
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短 扰 矩阵 元 中 只 要 考虑 (频率 or -w 接近 于 零 的 ) 第 一 项 就 足够 了 . 把 这 一 项 代 
人 (40.5) 式 中 进行 积分 ， 我 们 生 


Gp -0_)t a 





-| WO Fr (42.2) 
Wi — 0w) 
积分 下 限 的 选 定 , 要 使 ;=0 时 ar =0, 以 便 符合 于 所 设 的 初始 条 件 . 
由 此 求 得 的 aj 模 量 平方 值 为 
4sin” er = 
[1 (42.3) 


下 (wy 一 页 下 
很 多 看 出 , 当 上 很 大 时 ,上 式 可 以 看 作 和 上 上 成 正比 的 一 个 函数 .证 明 时 ,只 要 注 
意 到 


sin” at 





lim 


一 = Ttia 
实际 上 ,az0 时 这 个 极限 值 等 于 零 , 但 当 w =0 时 我 人 有 全 =1, 故 其 极限 值 
为 无 穷 大 ;最 后 ,对 aw 从 -om 到 +o 积分 ,我 们 有 ( 作 替 代 at =&) 


Wy sin at te a sin’€ 四 
le SS dc= 一 | 2 dt 三 上 
可 见 (42.4) 式 左边 的 函数 实际 上 满足 6 函数 定义 中 的 所 有 条 件 . 故 上 很 大 时 我 


们 有 


= (Qa (42.4) 





1 Ww 
an = Fal md (SS ), 
以 jior =Ej -EE; ”代入 ,并 应 用 6(ax) =6(%x)/a, 得 


[aal? = |p, -El ~ fiw )t. 


表 式 1as1 dx 等 于 从 原 态 跃迁 到 dx 间隔 内 的 一 个 态 的 概率 . 我 们 看 到 , 当 
t 很 大 时 , 它 与 从 :=0 开始 所 经 历 的 时 间 间 隔 成 正比 .单位 时 间 内 的 跃迁 概率 
dw 为 由 


dw = [6(E,-E -fw)dyv,. (42.5) 


如 所 预料 ,除了 跃迁 到 能 量 为 ,=E;”+ fw 的 态 外 ,这 个 概率 等 于 零 . 如 果 
该 连续 谱 不 存在 简 并 能 级 , 则 六 可 以 径 自 取 作 能 量 值 ,此 时 dx 间隔 ”内 的 态 就 
变 成 能 量 为 E =E;” + fiw 的 一 个 单 态 ,跃迁 到 这 个 态 的 概率 为 


中 ”很 易 证 明 , 当 我 们 考虑 了 (40.8) 式 中 曾 被 略 去 的 第 二 项 以 后 ,得 到 一 个 补充 项 ,这 一 项 除 以 +, 当 
:一 oo 时 趋 于 零 . 
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wa = TI Fal (42.6) 


还 有 邦 一 种 方法 能 导出 (42.5) 式 , 它 在 方法 论 上 很 有 教 益 ,此 法 中 并 不 假 
定 周期 微 扰 是 在 上 =0 时 刻 加 入 的 ,而 是 从 := - % 开始 以 指数 规律 。 逐渐 地 加 
入 ( 淄 渐 加 入 ) ,和 是 一 个 正 的 稼 数 , 以 后 让 它 趋 于 零 . 初始 条 件 or =0 现在 适用 
于 t= ~- % 时刻 , 微 扰 矩阵 元 变 成 
VY ee 
(42.2) 式 变 成 


ey 


ff 一 一 一 2 
fh(w:—w—-iA) Sede 


ai = -二 V(t)di= 一 


因而 


2At 
e 


(wh a A 


每 单位 时 间 的 牙 迁 概率 由 上 式微 商 给 出 : 


i ， 
于 lar =2Alasl’, 


和 (42.4) 式 一 样 , 下 式 是 成 立 的 : 


2 ] 2 
[asl = 71a 


入 二 
a 0 Ce 
利用 上 式 取 极限 和 A 一 0 ,可 得 

d 2T 


ml plFal 5(wn —0w) 9 


这 就 回 到 了 (42.5) 式 . 
$43 连续 谱 中 的 跃迁 


微 扰 论 的 一 个 最 重要 应 用 ,是 计算 恒定 (与 时 间 无 关 ) 微 扰 作用 下 连续 谱 中 
的 跃迁 概 率 . 我 们 早 就 指出 过 ,连续 谱 的 态 差不多 总 是 简 并 的 . 用 某 种 方式 选 好 
对 应 于 某 一 给 定 能 级 的 一 套 未 受 扰 波 函数 以 后 ,我 们 可 以 把 这 个 问题 作 如 下 处 
理 : 设 在 某 一 初始 时 刻 , 已 知 该 系统 处 于 其 中 的 某 一 态 中 , 试 求 跃迁 到 具有 同一 
能 量 的 另 一 态 的 概率 . 对 从 初 态 i 跃迁 到 v, 和 vw + dy 间隔 内 的 态 讲 来 ,根据 
(42.5) 式 我 们 立刻 得 (改变 式 中 的 记号 ,并 令 该 式 中 的 w =0) 


dwn = IVal 6(E, -Ei) dv,. (43.1) 


这 个 表 式 正如 我 们 所 预料 的 ,除了 三 = 天 以 外 都 等 于 零 : 在 恒定 微 扰 的 作用 下 ， 
只 有 能 量 相 同 的 态 才 能 彼此 牙 迁 . 必须 注意 的 是 ,对 连续 谱 状 态 的 跃迁 而 言 ， 
dw 不 能 直接 看 作 跃 迁 概率 ;其 至 它 的 量 纲 也 不 一 定 是 [1/ 时 间 ]. 在 (43.1) 式 
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中 ,dw; 代 表单 位 时 间 内 的 跃迁 次 数 ,其 量 纲 依赖 于 连续 谱 波 函数 所 选 的 归 一 化 
方式 . 〇 

我 们 来 计算 受 扰 后 的 波 函数 , 它 在 微 扰 作用 之 前 等 于 原来 的 未 受 扰 波 函数 
0 .采用 $42 末 段 所 给 的 方法 ,我 们 可 把 微 扰 看 作 是 按 e* 规 律 浸 渐 地 加 入 的 ， 
然后 取 A 一 0. 按 (42.7) 式 , 令 w =0, 并 更 换 记 号 ,得 


exp{ (EE)t+At) 


& 
Ee ey Sa 
w= Bh" + | 各 "dy 
式 中 的 积分 遍及 整个 连续 谱 包 .把 (43.2) 式 代入 ,得 
SE (0) (0) dz 区 
v= [yw + | Vaw, EE ro -he): (43.3) 


取 极 限 和 一 0 时 ,e* 因 子 变 成 1. + i0 项 代表 入 从 正 值 趋 于 零 时 iA 的 极 值 , 它 确 
定 了 对 变量 已 的 积分 方式 (dEj 是 dw 中 的 一 个 因子 , 它 和 描述 连续 谱 态 的 其 它 
量 的 微分 乘 在 一 起 ) .没有 ii 项 ,(43.3) 的 被 积 函数 在 刀 = 五 处 就 会 有 极点 , 积 
分 在 极点 附近 将 会 发 散 ,iA 项 把 这 个 极点 移 到 复 变量 ,的 上 半 平 面 中 去 , 作 完 
A 一 0 的 极限 手续 后 ,极点 回 到 实 轴 上 ,但 是 我 们 知道 ,此 时 积分 路 径 必须 从 极点 
的 下 面 绕 过 去 : 
一 一 一 (43.4) 
E 

(43.3) 式 中 的 时 间 因 子 表明 ,这 个 函数 和 原来 的 未 受 扰 函数 属于 同一 能 量 

E.. 换 句 话说 ,下 列 函 数 


KW 0 
a | 二 二 这 一 全 rio dy, (43.5) 
满足 酬 定语 方程 


(nh + V) vy, = 下 ;办 
因此 ,所 得 表 式 自然 和 (38.8) 式 一 致 @. 


Q@ ”此 处 所 讲 的 理论 包括 很 多 现象 ,例如 各 种 碰撞 ;系统 无 论 在 初 态 和 末 态 都 是 一 群 自 由 粒子 ,而 微 
扰 就 是 它们 之 间 的 相互 作用 . 波 函 数 适 当归 一 化 后 ,(43.1) 式 就 成 为 碰撞 截面 ( 见 $ 126). 

@ 如 果 还 有 离散 谱 , 则 在 此 式 (以 及 随后 的 式 子 ) 中 尚 需 加 进 对 离散 谱 各 态 的 求 和 项 . 

@) ”采用 此 式 时 ,根据 y; 在 远 距 离 处 的 渐 近 式 中 只 能 包含 出 射 波 (不 能 含 人 射 波 ) 这 一 条 件 ,就 能 确 
定 积分 路 径 ( 见 $ 136). 
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上 述 计算 相当 于 微 扰 论 的 一 级 近似 . 不 难 算出 它 的 二 级 近似 ,为 此 ,我 们 需 
要 推 叶 到 的 下 一 级 近似 表 式 .采用 $38 的 方法 (现在 我 们 已 经 知道 了 处 理 “ 发 
做 “积分 的 方法 ) 容易 做 到 这 一 点 . 简单 计算 后 ,得 
(0) 
v={v" + [r+ E, 0 | > et 
将 此 式 和 (43.3) 式 比较 ,直接 模拟 (43.1) 式 , 即 能 写 出 相应 的 跃迁 概率 ( 确 
切 地 说 ,是 牙 迁 次 数 ) 公 式 : 


diw 2 


2 
fi (BE, — Edyp (43.6) 








Vv 





了 一 克 未 硬 
矩阵 元 Vi 对 于 所 考虑 的 跃迁 讲 来 ,有 可 能 等 于 零 . 此 时 一 级 近似 为 零 ， 
(43.6) 式 变 成 
= 和 | [er pdy 


应 用 上 式 时 ,五 = 五 点 一 et E, 的 积分 方式 就 无 关 
紧要 了 ,积分 可 沿 实 轴 进行 . 
WV 和 Vi 都 不 等 于 零 的 那些 v 态 , 通 常 称 作 i_>f 跃迁 的 中 间 态 . 直观 地 讲 ,好 
像 这 种 跃迁 分 成 一 > 和 vf 两 步 走 (当然 ,这 只 是 一 种 口头 上 的 说 法 ). 也 有 可 
能 i 的 跃迁 不 能 通过 一 个 而 要 连接 通过 好 几 个 中 间 态 才能 发 生 . (43.7) 式 可 
0 例如 ,如 果 需 要 两 个 中 间 态 , 则 有 








BE Ed (43.7) 





Pp ro dd E,)d 4 
-| /ts (BE JE Ej | 6(E-E)dy. (43.8) 
A es he en 
LY =p [AD ,inf(a), (43.9) 
xX—-a-i0 和 一 QQ 


式 中 积分 沿 着 包括 x = a 点 在 内 的 实 轴 段 . 如 果 我 们 沿 着 半径 为 p 的 一 个 半圆 绕 
过 极点 x*=a, 我 们 发 现 , 整 个 积分 等 于 沿 实 轴 从 下 限 积 到 a -p 再 从 a +p 积 到 
上 限 的 两 个 积分 ,再 加 上 被 积 函 数 在 极点 处 的 留 数 的 i 倍 . 取 极 限 p 一 0 时 ,党 
实 轴 的 两 个 积分 就 变 成 沿 整 段 的 主 值 积分 (用 P 表示 ) ,结果 就 是 (43.9) 式 ,该 
式 也 可 用 符号 形式 表 成 


] +ind(x -2)， | (43.10) 





XX-a-i0 


PP 代表 对 fx)7(% a) 的 积分 取 主 值 ， 
$44 能 量 的 不 确定 度 关系 


我 们 来 考虑 由 相互 作用 很 弱 的 两 个 部 分 所 组 成 的 一 个 系统 . 假定 在 某 一 时 
刻 ,已 知 这 两 个 部 分 都 具有 确定 的 能 量 值 ,我 们 把 它 记 作 已 和 se. 经 过 某 一 时 间 
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间隔 At 以 后 ,再 测 能 量 ; 所 得 的 妃 ,s' 值 一 般 讲 来 和 天 ,es 并 不 相同 . 容易 求 出 测 
量 结果 之 差 玉 +s' -已 -2 的 最 概 然 值 所 具有 的 数量 级 . 

根据 w =0 的 (42.3) 式 ,系统 在 不 含 时 的 微 扰 作用 下 ,经 过 时 间 上 后 从 能 量 
为 E 的 态 跃 迁 到 能 量 为 E' 的 态 所 具有 的 跃迁 概率 与 下 式 成 正比 : 


由 此 可 知 , 差 5' -的 最 概 然 值 具有 ii 的 数量 级 . 

把 这 个 结果 用 到 目前 考虑 的 情形 中 (以 两 个 子 系统 间 的 相互 作用 为 微 扰 )， 
我 们 得 到 以 下 的 关系 式 : 

IE+e—-E'-e'lAt~h. (44.1) 
由 此 可 见 , 时 间 间 隔 A: 傅 短 ,观测 到 的 能 量变 化 就 愈 大 . 重要 的 是 ,入 Al 这 个 数 
量 级 和 微 扰 本 身 的 数值 无 关 . 不 管子 系统 间 的 相互 作用 弱 到 什么 地 步 ,由 
(44.1) 式 确定 的 能 量变 化 值 都 能 观察 到 . 这 个 结果 是 量子 理论 所 特有 的 ,并 且 
具有 深刻 的 物理 意义 . 它 表 明 ,通过 两 次 测量 来 验证 量子 力学 中 的 能 量 守恒 定律 
只 有 ji/A: 数量 级 的 精确 度 ,其 中 的 At 为 两 次 测量 之 间 的 时 间 间 陋 . 

(44.1) 式 通常 称 为 能 量 的 不 确定 度 关系 式 . 但 是 必须 强调 指出 , 它 的 含义 
与 坐标 和 动量 的 不 确定 度 关系 式 ApAx ~ 三 完 全 不 同 . 在 后 一 个 关系 式 中 ,Ap 和 
Ax 为 同一 时 刻 的 动量 和 坐标 的 不 确定 度 ; 它 表明 了 这 两 个 量 不 能 同时 具有 定 
值 . 而 另 一 方面 ,能 量 下 ,se 却 不 论 在 哪 一 时 刻 都 可 以 任意 精确 地 进行 测量 . 
(44.1) 式 中 的 (E+e) - (E'+e') 为 能 量 E+e 在 两 个 不 同时 刻 的 精确 测量 值 
之 差 , 并 不 是 同一 给 定时 刻 的 能 量 不 确定 度 . 

如 果 把 看 作 某 一 系统 的 能 量 ,把 se 看 作 * 测 量 仪器 "的 能 量 ,我 们 就 可 以 
说 ,它们 之 间 的 相互 作用 能 量 只 能 估计 到 /At 的 程度 为 止 . 令 AE,Ae,… 为 这 
些 量 的 测量 误差 . 在 最 好 的 情形 下 , 当 e 和 e' 已 精确 知道 时 (Ase =Ae =0) ,我 
们 有 

天 
A(E-E) ~ (44.2) 


根据 这 个 式 子 ,我 们 可 以 导出 有 关 动 量 测量 的 若干 重要 结论 . 粒子 (为 确定 
起 见 ,我 们 把 它 说 成 为 电子 ) 动 量 的 测量 过 程 ,可 以 用 该 电子 与 某 一 其 它 粒子 
( 称 为 “测量 "粒子 ) 的 碰撞 来 实现 ,这 个 “测量 "粒子 在 碰撞 前 后 的 动量 假定 可 
以 精确 地 测定 @. 如 果 把 动量 守恒 定律 应 用 到 这 个 碰撞 问题 中 ,可 得 三 个 方程 式 
(一 个 矢量 方程 的 三 个 分 量 式 ) ,具有 六 个 未 知 数 (碰撞 前 后 电子 动量 的 分 量 


@ 在 这 里 的 分 析 中 ,这 个 “测量 "粒子 的 能 量 等 于 多 少 并 不 重要 ， 
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值 ). 如 果 该 电子 与 许多 “测量 ”粒子 进行 连续 碰撞 ,并 对 每 一 次 碰撞 应 用 动量 守 
恒定 律 , 则 方程 数 可 以 大 大 增加 . 可 是 未 知 数 ( 碰 撞 中 的 电子 动量 ) 的 数目 也 随 
之 增加 ,并且 易于 证 明 ,不 管 碰撞 多 少 次 ,未知数 的 数目 总 比方 程 数 多 出 三 个 . 因 
此 ,为 了 测定 电子 的 动量 起 见 , 除 了 动量 守恒 定律 外 ,有 必要 在 每 一 次 碰撞 中 应 
用 能 量 守恒 定律 .但 是 我 们 已 经 知道 ,应 用 后 一 个 定律 只 能 得 到 /At 数量 级 的 
精确 度 ,Az 为 测量 过 程 始 末 的 时 间 间 隔 . 
为 简化 以 后 的 讨论 计 ,最 好 考虑 一 个 假想 的 理想 实验 ,其 中 的 “测量 粒子 ” 
是 一 个 全 反射 的 平面 镜 ; 这 时 重要 的 只 是 垂直 于 该 平面 镜 的 那个 动量 分 量 .为 了 
确定 粒子 的 动量 已 ,根据 动量 守恒 定律 和 能 量 守 恒定 律 给 出 下 列 方程 : 
PP + 忆 -PP- 忆 =0， (44.3 ) 
了 i 
: le' +E'-e-El~, (44.4) 
式 中 的 P,E 为 粒子 的 动量 和 能 量 ,p ,e 为 平面 镜 的 动量 和 能 量 ; 不 带 撤 的 和 融 撤 
的 分 别 标 志 碰 撞 前 后 时 刻 的 量 .“ 测 量 粒 子 ” 的 p,p',e,s' 诸 量 ,假定 都 是 精确 知 
道 的 ,它们 的 误差 都 等 于 零 .那么 对 其 余 各 量 的 误差 讲 来 ,由 上 式 得 
AP=AP’, IAE’-AEI -已 
可 是 
AE = (3E/9P) AP =vAP, 
v 为 该 电子 (碰撞 之 前 ) 的 速度 , 同 理 有 
ABE. =v AP' =y AP. 
从 而 我 们 得 


[C0t -uAR.) ~ (44.5) 


我 们 在 速度 和 动量 下 面 都 加 上 了 一 个 下 标 *, 这 是 为 了 强调 这 一 式 子 对 每 一 种 
分 量 分 别 讲 来 都 是 成 立 的 . 

这 就 是 欲求 的 关系 式 . 它 表明 电子 动量 的 测量 (具有 给 定 的 精确 度 AP) 必 
然 引 起 该 电子 的 速度 改变 ( 亦 即 动量 本 身 的 改变 ). 测量 过 程 的 历时 愈 短 ,这 种 
改变 就 愈 大 . 只 有 At 一 % 时 ,这 种 速度 改变 才能 任意 地 小 ,但 是 占有 长 时 间 的 动 
量 测量 只 有 对 自由 粒子 才 有 意义 .动量 测量 在 经 历 短 时 间 间 隔 后 的 不 可 重复 性 
以 及 量子 力学 中 测量 的 “两 面 性 ”一 一 一 个 物理 量 的 测量 值 与 测量 过 程 结束 之 
后 它 所 采取 的 数值 之 间 加 以 区 别 的 必要 性 一 一 在 这 里 表现 得 特别 清楚 中 . 

本 节 之 初 根据 微 扰 论 所 得 的 结论 ,也 可 以 用 男 一 种 观点 推导 出 来 ,这 就 是 考 


Q@ (44.5) 式 以 及 能 量 不 确定 度 关系 的 物理 含义 是 由 N. 玻 尔 给 出 的 (1928). 
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虑 某 一 系统 在 某 种 微 扰 作用 下 的 衰变 问题 . 设 E, 为 该 系统 的 一 个 能 级 ,这 个 能 
级 是 在 完全 上 略 去 衰变 可 能 性 的 假定 下 计算 出 来 的 . 令 7 为 系统 处 于 这 个 态 的 寿 
命 ,也 就 是 每 单位 时 间 衰 变 概率 值 的 倒数 . 然后 用 同样 的 方法 ,我们 可 得 


[I (44.6) 
4 


其 中 的 ,se 为 该 系统 衰变 之 后 形成 的 那 两 个 部 分 的 能 量 .& + 可 以 看 作 彭 变 
前 的 系统 能 量 的 一 个 估计 值 . 因此 所 得 的 式 子 表明 ,一 个 处 于 “ 准 稳定 ” 态 的 可 
衰变 系统 的 能 量 , 只 能 确定 到 hi/7 数量 级 为 止 . 这 个 量 通常 称 为 该 能 级 的 宽度 
矿 . 故 


| (44.7) 
wr 人 
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粒子 在 外 场 中 的 整个 势能 如 果 可 以 当 作 微 扰 来 处 理 ,这 种 情形 值得 专门 考 
虑 ,此 时 的 未 受 扰 苹 定 谓 方 程 就 是 该 粒子 的 自由 运动 方程 : 
A b= = (45.1) 
并 具有 平面 波 解 . 自由 运动 的 能 谱 是 连续 的 ,因此 我 们 现在 所 考虑 的 是 连续 谱 微 
扰 论 中 的 一 个 独特 情形 . 这 个 问题 的 直接 求解 ,要 比 应 用 普遍 公式 更 为 方便 . 
一 级 近似 的 波 函 数 修 正 w” 满 足下 列 方程 : 
2mU 
#7 


有 (45.2) 


式 中 的 上 为 势能 . 根据 电动 力学 我 们 知道 ,上 式 的 解 可 以 写成 推迟 势 形 式 , 即 下 
列 形式 @; 





J "(x,y,z2) = DC ,y's ) edv/r, (45.3) 
其 中 的 | 
dV’=dx'dy’dz’, r=(x% w+ (yy) (==) 

现在 来 阐明 势 场 0 应 该 满足 什么 样 的 条 件 才 能 看 作 微 扰 . 微 扰 论 的 适用 条 
件 已 经 包含 在 Ww' ”<<yw'" 这 个 要 求 内 . 设 a 为 该 势 场 显著 地 不 等 于 零 的 那个 区 
域 空间 尺度 的 数量 级 . 我 们 首先 假定 该 粒子 的 能 量 十 分 小 ,以 致 ka 的 数量 级 至 
多 等 于 1. 此 时 (45.3) 被 积 函 数 中 的 e。” 因子 在 数量 级 的 估计 中 并 不 重要 ,该 积 
分 的 数量 级 为 Ww”IUla , 故 


@ 这 是 (45.2) 式 的 一 个 特 解 ,其 中 还 可 以 加 进 一 个 未 受 扰 方程 (45.1) 式 的 任意 解 , 即 (45.2) 式 的 
右边 等 于 零 时 的 任意 解 . 
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(1) ma IUI (0) 
我 们 就 得 下 列 条 件 

2 
要 注意 的 是 ,此 式 右 边 具 有 简单 的 物理 含义 ; 它 等 于 封闭 在 线 度 为 a 的 体积 内 的 
一 个 粒子 所 具有 的 动能 数量 级 (因为 根据 不 确定 度 关系 ,粒子 动量 的 数量 级 为 
/a ). 

我 们 来 考虑 一 个 特殊 情形 , 设 有 一 个 十 分 浅 的 势 阱 ,满足 (45.4) 式 所 给 的 
条 件 . 容易 证 明 ,在 这 样 的 势 阱 中 并 不 存在 负 能 级 ( R. Peierls 1929 ) ; 对 一 个 球 对 
称 的 势 阱 讲 来 ,这 种 特殊 情形 已 经 在 $ 33 的 例题 中 证 明 过 . 实际 上 , 当 EE=0 时 ， 
未 受 扰 波 函数 变 成 一 个 常数 ,可 以 任意 选 定 这 个 常数 ,我 们 暂 定 它 等 于 1;yw'” = 
1. 由 于 yw ”<<yw” ,在 势 阱 中 运动 的 波 函 数 y=1+y'" 显然 到 处 不 等 于 零 ; 这 
个 本 征 函 数 是 无 节点 的 , 它 属 于 基态 ,因此 EA =0 仍 是 该 粒子 的 最 小 能 量 值 . 由 
此 可 见 , 如 果 势 阱 足够 浅 , 那 么 该 粒子 只 能 作 无 限 运 动 ;这 个 粒子 不 能 被 势 阱 所 
“俘获 ”. 必须 注意 到 ,这 是 量子 理论 所 特有 的 结果 ;经 典 力 学 中 的 粒子 在 任意 势 
阱 中 都 能 作 有 限 运 动 . 

应 该 强调 指出 ,以 上 所 讲 的 只 是 针对 三 维 势 阱 而 言 的 .在 一 维 或 两 维 势 阱 中 
( 即 在 这 样 的 势 阱 中 ,U 只 是 一 个 或 两 个 坐标 变量 的 函数 ) ,总 可 以 存在 负 能 级 
( 见 本 节 之 末 的 例题 ). 原因 在 于 ,在 一 维 或 两 维 情形 中 ,目前 考虑 的 微 扰 论 当 能 
量 等于零 ( 或 很 小 ) 时 不 再 适用 外 . 

在 高 能 量 情形 下 ,此 时 有 ka >>1, 被 积 函数 中 的 e“ 因 子 起 着 重要 作用 ,并 
使 积分 值 显著 地 减 小 . 这 种 情形 下 (45.3) 式 之 解 可 以 变换 成 另 一 种 形式 ;为 了 
推导 这 种 形式 ,最 好 回 到 方程 (45.2) 直 接 求解 .我 们 把 微 扰 前 的 运动 方向 取 作 > 
轴 ; 则 未 受 扰 波 函数 的 形式 为 ww” =e“( 常 数 因 子 暂 定 为 1). 我 们 来 求 下 式 之 
解 : 


I1U| << 





当 pa 三 1 时 . (45.4) 


Rap 二 有 wy 2 
令 y=e*/; 鉴 于 所 假定 的 人 值 很 大 ,我 们 在 Ay'" 中 只 要 保留 e* 因 子 经 过 一 


次 或 两 次 微 商 后 所 得 之 项 就 可 以 了 . 由 此 可 得 f 的 下 列 方程 式 : 


QD 在 两 维 情形 下 ,yw'" 可 表 为 (根据 二 维 波动 方程 的 理论 可 知 ) 类 似 于 (45.3) 的 一 个 积分 式 , 其 中 
的 e*'“dx'dy'dz'/r 被 换 成 imH3" (kr)dx'dy', HL 为 零 阶 的 第 一 类 汉 克 尔 函 数 ,而 = (x 一 x')?+(y- 
7 ) . 当 有 一 0 时 ,这 个 汉 克 尔 函 数 , 从 而 整个 积分 式 , 均 以 对 数 方式 趋向 无 穷 大 . 

同 理 ,在 一 维 情形 下 ,被 积 函 数 中 含有 因子 2wie* "dx'/k, 其 中 的 r= lz 一 x'1, 当 kx0 时 ,ywy 中 按 17k 
趋向 无 穷 大 . 


YA eh MA Ep a re de 
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i] 最 ~ 
无 
故 
6 = ew™f= = “| Udx. (45.5) 
对 这 个 积分 进行 估计 ,得 1 1 ~ Pa ,因此 这 种 情形 下 的 微 扰 论 适用 条 
件 为 
丰 a = 也 ， pao, 3 (45.6) 





其 中 的 v=ki/m 是 该 粒子 的 速度 .我 们 注意 到 这 个 条 件 比 (45.4) 来 得 弱 . 因此 ， 
在 低能 粒子 情形 下 ,如果 一 个 势 场 可 以 当 作 微 扰 来 处 理 ,那么 在 高 能 情形 下 ,这 = 
个 势 场 一 定 仍 能 当 作 微 扰 来 处 理 ,反之 就 不 一 定 正确 了 Q@. 

这 里 所 讲 的 微 扰 论 的 适用 性 ,对 库仑 场 而 言 还 需 另行 考虑 . 在 U = a/r 的 场 
中 ,不 可 能 分 出 一 个 有 限 空间 区 域 ,使 得 域外 的 U 比 域内 的 小 得 很 多 . 把 (45.6) 
式 中 的 参量 a 改写 成 距离 变量 7, 就 得 欲求 的 适用 条 件 ;从 而 导出 下 列 不 等 式 : 


a (45.7) 
hiv 


由 此 可 见 , 对 高 能 粒子 而 言 ,库仑 场 可 以 当 作 微 扰 @. 

最 后 ,我 们 来 推导 一 个 公式 , 它 能 近似 地 给 出 某 个 粒子 的 波 函 数 , 只 要 这 个 
粒子 的 能 量 E 到 处 都 远大 于 势能 VU( 不 加 其 它 条 件 ). 在 一 级 近似 中 ,这 个 波 函 
数 和 坐标 的 关系 ,与 自由 运动 (其 方向 取 作 * 轴 ) 的 情形 相同 . 因此 我 们 可 设 
呈 少 =e 下 形式 ,其 中 的 下 是 一 个 坐标 的 函数 , 它 与 e 因 相 比 变化 得 较 慢 (但 是 
不 能 一 般 地 认为 它 接近 于 1). 把 它 代 入 薛 定 廖 方程 中 ,可 得 下 的 方程 式 

2 让 5 = UF, (45.8) 

由 此 得 
由 = e™“F = 常数 x se (45.9) 
这 就 是 欲求 的 表 式 . 但 需 注意 ， 此 式 在 远 距 离 处 并 不 适用 . 在 方程 (45.8) 中 ,我 
们 略 去 了 含有 下 二 级 微 商 的 AF 项 . 在 远 距离 处 ,3*F/9x* 和 一 级 微 商 9F/9x 一 
起 趋 于 零 ,但 它 对 横 坐 标 y,z 的 偏 微 商 并 不 趋 于 零 , 只 有 满足 x << ka? 条 件 时 ， 


中 一 维 情形 下 , 微 扰 论 的 适用 条 件 (45.6) 式 对 所 有 的 ka 成 立 . 三 维 情形 下 推 得 的 (45.4) 式 对 一 维 
情形 并 不 适用 ,因为 所 得 的 y'" 函数 具有 发 散 性 ( 见 前 一 附注 ). 

@ 必须 注意 ,对 U=a/r 的 场 而 言 ,(45.5) 式 当 x/ WV(y +) 很 大 时 积分 是 发 散 的 (对 数 发 散 ). 因 
此 用 微 扰 论 求 出 的 库仑 场 中 的 波 函 数 , 在 绕 * 轴 的 狭 圆锥 内 不 能 适用 . 
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它们 才能 被 忽略 挥 . 


1. 试 求 一 维 浅 势 阱 中 的 能 级 . 假定 它 已 满足 (45.4) 式 ,并 且 积 分 | Udx 


是 收敛 的 . 
解 : 我 们 先 假定 能 级 1E1 << 1U1, 这 个 假定 将 被 以 后 的 结果 所 证 实 .那么 ,在 
下 列 薛 定 请 方程 的 右边 
dy 2m 





d 2 | 攻 人 2 -Ely, 

% 太 , 

我 们 可 以 略 去 势 阱 范围 内 的 ,并 把 由 看 作 常 数 ,不 失 其 普遍 性 ,可 令 小 等 于 1: 
dy _2m 
de 


此 式 对 dx 积分 ,积分 限 为 +x| 两 点 ,并 且 a <<x， <<1/k, 其 中 的 a 为 势 阱 宽度 ， 
而 K= M2mlEl/fi. 由 于 U(x) 的 积分 是 收 钙 的 , 式 右 的 积分 可 延伸 到 从 一 %% 到 
+ % 的 整个 值 域 : 


区 ] 2 


dy my 
3 | Udx. 和 


| 
在 远离 势 阱 处 , 波 函 数 呈 峭 =e*e 的 形式 .把 它 代入 (1) 式 ,我 们 得 


-2x= 全 | Udx 








m % 2 
IE| = | | Uds | 
由 此 可 见 , 能 级 是 一 个 很 小 的 量 , 比 阱 深 还 高 一 个 数量 级 (二 级 小 量 ) ,与 假设 相 
符 . 
2. 求 二 维 浅 势 阱 U=U(r) 中 的 能 级 (rr 为 平面 中 的 极 坐 标 ); 假 定 积 分 
| _rUar 是 收 化 的. 
解 :和 上 题 一 样 做 法 ,我 们 得 到 阱 内 的 方程 为 
二 人 (从 yy 





-dr dr 无 
此 式 对 r+ 从 0 到 7 积分 (其 中 的 a <<r, <<1/k) ,结果 得 
dy 二 
dr r=r] 0 Ee (4) 





在 远离 势 阱 处 ,两 维 自由 运动 的 方程 为 


345 以 势能 作 微 扰 SS 
> 


二 (私吞 we 
它 有 (无 穷 远 处 为 零 的 ) 解 炎 = 常 数 xH6 (ikr); 当 这 个 函数 的 宗 量 值 很 小 时 ， 
Hu 中 的 首 项 与 ln kr 成 正比 . 记 住 这 一 点 ,我 们 在 r~a 处 ,把 阱 内 外 的 由 的 对 
数 寻 数 等 同 起 来 [ 阱 内 的 对 数 导 数 等 于 (1) 式 的 右边 ] ,得 








1 2 
ee | U(rjrdr. 
由 此 得 
2 2 x =1 
Ikl ~ E semp | a | Urdr 2 
ma m 0 








我 们 看 到 ,能 级 比 阱 深 (指数 式 地 ) 小 得 很 多 . 


第 七 章 
准 经 典 情形 


$ 46 ” 准 经 典 情形 下 的 波 函 数 

如 果 各 粒子 的 德 布 罗 意 波长 在 所 给 问题 中 远 小 于 确定 该 问题 各 种 条 件 的 特 
征 尺 度 工 ,该 系统 就 接近 于 经 典 性 质 , 正 如 波动 光学 当 波 长 趋 近 于 零 时 过 渡 到 几 
何 光学 那样 

让 我 们 对 准 经 典 系统 的 性 质 作 进 一 步 的 研究 . 为 此 ,我 们 在 薛 定 二 方程 


计 Ay+(E-U)y=0 








中 作 下 列 替换 : 
= (46.1) 
对 函数 ex 我 们 得 到 以 下 方程 : 
1 i 
3m (Ve0) ~ 六 3m se EV. (46.2) 
由 于 该 系统 的 性 质 已 经 假定 是 准 经 典 的 ,o 就 可 展 成 二 的 军 级 数 . 
o =00+(h/i)o, + (Hh/i)’og, + . (46.3) 
我 们 先 考 虑 最 简单 的 情形 , 即 单 粒子 的 一 维 运动 . (46.2) 式 此 时 化 简 成 
0" -30"=E- Ux), (46.4) 


其 中 的 撤 号 代表 对 坐标 x 的 微 商 . 


-一 7 =E-U(x). 
2m 


由 此 得 
光 和 S 党 | V2m[l E -U(x) | dx. 
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这 个 被 积 函数 正好 就 是 用 坐标 函数 表 出 的 该 粒子 的 经 典 动 量 P(x) .我 们 把 根 号 
前 带 有 + 号 的 定义 为 函数 p(x) , 则 有 


oo = + [pdx, je /mR Uy , (46.5) 


这 与 波 函 数 的 极限 表 式 (6.1) 所 预期 的 完全 一 致 D. 只 有 (46.4) 式 左边 的 第 二 
项 远 小 于 第 一 项 时 ,这 样 的 近似 才 是 合理 的 ,也 就 是 必须 有 所 lg”/o” 1 <<1 或 
rl 
dx\o’ 
在 一 级 近似 中 , 按 (46.5) 式 我 们 有 o' =p, 故 所 得 条 件 可 写成 

( 立 ] | <1 (46.6) 


dx \27 
其 中 的 和 A(x) =2mhi/p(x) 是 该 粒子 的 德 布 罗 意 波长 , 它 通过 经 典 函 数 p(x) 表 为 
x 的 函数 . 因此 我 们 得 到 了 一 个 定量 的 准 经 典 条 件 :该 粒子 的 波长 在 x ~ 和 的 间 
距 内 必须 很 少 改变 . 这 里 导出 的 公式 不 适用 于 不 满足 这 个 条 件 的 空间 区 域 . 

条 件 (46.6) 可 以 写成 男 一 种 形式 ,只 要 注意 到 


ey Pe 





| 








dx dx pdx Dp 
其 中 的 下 = -dU/dx 为 粒子 在 外 场 中 所 受 的 经 典 力 . 用 此 力 表 示 可 得 : 
| <<1, (46.7) 
pb 


由 此 式 可 知 , 如 果 粒 子 的 动量 太 小 , 准 经 典 近 似 就 不 适用 . 这 种 不 适用 性 ,特别 明 
显 地 表现 在 回 点 附近 ,所谓 回 点 ,就 是 从 经 典 力学 看 来 粒子 在 该 点 处 应 该 停止 前 
进 ,并 开始 反 向 运动 . 这 些 回 点 是 由 方程 式 P(*) =0 即 正 =V(x) 确 定 的 . 当 P 一 0 
时 , 德 布 罗 意 波长 趋向 无 穷 大 ,显然 不 能 再 假定 它 很 小 

但 是 必须 指出 , 准 经典 近 似 的 成 立 只 靠 条 件 (46.6) 或 (46.7) 有 可 能 是 不 够 
的 . 原因 在 于 ,这 个 条 件 是 从 微分 方程 (46.4) 各 项 的 佑 计 中 导出 的 ,而 所 略 去 的 
那 项 含有 高 阶 导数 . 实际 上 ,我 们 在 估计 中 必须 规定 该 式 之 解 的 各 后 继 展 开 项 都 
是 一 些小 量 ,但 这 个 要 求 并 不 能 用 略 去 一 项 小 量 来 保证 . 壁 如 说 ,如 采 o(x) 之 
解 中 含有 一 项 ,该 项 大 体 上 随 坐标 x 线性 地 增长 ,方程 中 的 二 次 导数 是 一 个 小 量 
并 不 能 防止 该 项 在 足够 远 处 变 成 很 大 . 当 势 场 能 够 延伸 到 远 超 过 特征 长 度 工 的 
距离 处 ,并 在 该 处 具有 足够 明显 的 变化 时 ,就 有 可 能 发 生 上 述 情 况 ; 见 后 面 对 
(46.11) 式 的 讨论 . 因而 准 经 典 近 似 对 于 研究 波 函 数 在 远 距 离 处 的 行为 来 讲 , 并 
不 成 立 . 


@ ”大 家 知道 ,| pdx 为 作用 量 的 不 含 时 部 分 .一 个 粒子 的 总 的 力学 作用 量 5 为 S$= -Et+ fpax. oo 
中 没有 - Et 这 一 项 ,因为 我 们 考虑 的 是 不 含 时 的 波 函 数 消 
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我 们 来 计算 展 式 (46.3) 中 的 次 一 项 . 由 (46.4) 式 中 万 的 一 级 项 给 出 





O00 + 了" =0,， 
故 
i Or 下 
Or) RE 
积分 得 
Ti = -Flnp, (46.8 ) 
式 中 上 略 去 了 积分 常数 . 
将 上 式 代 入 (46. oi 1 ) 中 ,我 们 得 下 列 形式 的 波 函 数 : 
C, i 
Re 一 exp Pdx 一 | 二 | (46.9 ) 
Dl J) sm -ai 


波 函 数 中 存在 的 1 因子 有 一 简单 的 解释 .在 x 与 x+dx 坐标 范围 内 发 现 
粒子 的 概率 由 1y1 所 给 出 , 它 基本 上 和 1/p 成 正比 . 这 正 是 我 们 对 一 个 “ 准 经 
典 ” 粒 子 所 预期 的 结果 ,因为 在 经 典 运动 中 ,一 个 粒子 在 dx 间隔 内 所 经 历 的 时 
间 ,与 该 粒子 的 速度 (或 动量 ) 成 反比 . 

在 “经 典 禁区 ”内 ,该 处 的 已 < U(x) ,函数 p(x) 成 为 纯 虚 量 ,从 而 指数 上 的 
量 都 成 为 实 量 . 波 函 数 在 这 种 区 域内 的 一 般 形 式 为 


w=) + (46.10) 
但 应 记 住 , 准 经 典 近 似 的 精确 度 , 并 不 允许 波 函 数 中 保留 一 个 小 的 指数 项 ,让 它 
和 大 的 指数 项 加 在 一 起 ;在 这 种 意义 下 ,通常 (46. 10) 式 中 的 两 项 不 允许 同时 都 
保留 . 
尽管 通常 用 不 到 波 函 数 中 的 高 次 项 ,但 为 了 说 明 准 经 典 近 似 精 确 度 的 某 些 
特性 起 见 ,我 们 来 推导 展 式 (46.3) 中 的 再 下 一 项 . 
由 (46.4) 中 的 反 项 得 








2 
G0 tO + 0 =0, 


故 [o。 和 og, 用 (46.5) 和 (46.8) 代 入 ] 


;_2 3p 
4p” 8p” 
积分 之 (第 一 项 用 分 部 积分 ) ,并 引入 力 FF = ps 得 


一 一 一 + 下 i 


12 
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这 种 近似 下 的 波 函 数 具 有 下 列 形式 : 


vy ms oe = 一 Hd 1 Ce ifio, ) 


Dp 


_ 第 数 于 mhF 1 ore (xj Jpax 
5 “0 [|] . (46.11 ) 


nt 


上 添加 了 一 个 修正 项 . 这 个 修正 项 正比 于 友 , 亦 即 数 量 级 为 AL. 

(46. 11) 式 括号 内 的 第 二 和 第 三 项 必须 远 小 于 1. 对 第 二 项 ,这 一 条 件 与 
(46.7) 式 相同 ;对 第 三 项 的 积分 进行 估计 后 可 以 知道 , 仅 当 天 L 处 足 
够 快 地 趋 于 零 时 ,才能 得 出 (46.7) 式 . 
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设 x =a 为 一 回 点 , 故 U(a) = 五 ,并 假定 对 所 有 xx >a 均 有 UU >E, 故 回 上 后 的 
右 侧 为 经 典 禁 区 . ERA 离 回 点 足够 远 处 , 它 具 有 下 列 形式 : 


内 = exp | ( - 工 pdx | | 
py ye hh 上 


相当 于 (46. 10) 式 中 的 第 一 项 . a 
眩 定 启 方 程 两 个 准 2 0 


ve 全 「 pdx ) + em 人 - 二 | pda). (w<u) (二 和 入 


为 了 求 出 这 个 实 ER x -a 之 值 从 正 [此 时 
(47.1) 式 成 立 ] 到 负 时 波 函 数 的 变化 .但 这 要 通过 回 点 的 邻 区 ,该 区 内 准 经 典 近 
似 不 再 成 立 ,需要 考虑 薛 定 协 方程 的 精确 解 . 对 于 小 的 |x -a | ,我 们 有 
dU 
dx 
在 这 区 域内 ,这 是 一 个 均匀 场 中 的 运动 问题 . 这 个 问题 的 薛 定 刘 方 程 精确 解 已 见 
$24,(47.1) 和 (47.2) 式 中 的 系数 关系 ,可 以 通过 与 回 点 两 边 精确 解 的 渐 近 式 
(24.5) 和 (24. 6) 的 比较 导出 . 我 们 注意 到 ,由 (47.3) 可 得 p(x) = 


A/ 2mE (CR -a) , 故 下 列 积分 
| pdx = Vin (x a 


等 于 (24.5) 中 指数 函数 的 宗 量 , 或 (24.6) 中 正弦 函数 的 宗 量 . 在 这 一 讨论 中 十 
分 重要 的 是 , 展 式 (47.3) 的 成 立 区 和 准 经 典 区 部 分 重生 :如 果 整 个 势 场 中 的 运 
动 几乎 全 是 准 经 典 的 (正如 我 们 假设 的 那样 ), 则 可 找到 足够 小 的 |x -a| 值 ,使 








“区 (未 了 .于 





下 二 P= <0; (47.3) 
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得 展 式 (47.3) 得 以 成 立 , 同 时 此 值 又 足够 大 ,使 得 准 经 典 条 件 得 以 满足 ,从 而 可 
用 渐 近 式 (24.5) 和 (24. 6) 吃 . 

但 是 ,还 存在 着 另 一 种 方法 ,更 具 方法 论 上 的 意义 , 它 用 不 着 精确 解 . 为 此 ， 
我 们 要 把 (x) 形式 地 看 作 是 复 变 量 * 的 函数 ,并 把 x -a 由 正 到 负 的 路 径 选 得 
离 %=a 点 足够 远 ,使 得 准 经 典 条 件 能 在 整个 路 径 上 形式 地 得 到 满足 (A. Zwaan， 
1929). 然后 我 们 再 来 考虑 也 能 满足 展 式 (47. 3 ) 的 那些 |x -a| 值 ,使 得 波 函 数 
(47.1) 具 有 下 列 形式 


Wy(x) i -= 2mlFol(% -a) dx|. 


(47.4) 
在 复 变 量 * 的 上 半 平 面 内 绕 x =a 点 作 半 径 为 p 的 半圆 ,我 们 来 考察 一 下 沿 
此 半圆 自 右 到 左 运动 时 上 述 函 数 的 变化 . 在 此 半圆 上 有 


XxX-a=pe”, 「 Vade=3p" (cos 79 +isin 39 ) 
相位 由 从 0 变 到 ,(47. 4) 式 指数 因子 的 模 先是 增 大 { 当 0 < 加 <2 时) ,随后 
下 降 到 1. 到 达 半 圆 的 终点 ,指数 寡 变 成 纯 虚 量 ,并 等 于 


| /2mlF (a —x) dx = i P(x) dx 
(47.4) 式 指数 前 的 系数 中 , 沿 此 半圆 的 变化 为 


(% -a) “yt —%) I 


因此 ,(47.4) 式 整个 函数 变 成 (47.2) 式 中 的 第 二 项 , 且 有 系数 C， = Ce ™. 


通过 上 半 面 只 能 定 出 (47.2) 式 的 C, 系 数 ,这 一 点 可 作 简单 解 释 . 如 果 我 们 
治 上 述 半 圆 反 方向 ( 即 自 左 到 右 ) 追 踪 函 数 (47.2) 的 变化 ,就 会 发 现 第 一 项 与 第 
二 项 相 比 从 一 开始 就 指数 式 地 很 快 减 小 . 可 是 准 经 典 近似 不 允许 yw 中 包含 一 个 
指数 式 小 项 与 一 个 大 的 主 项 加 在 一 起 ,这 就 是 为 什么 沿 此 半圆 通过 时 “丢失 ”了 
(47.2) 中 的 第 一 项 . 

欲求 系数 C, ,我 们 必须 自 右 向 左 地 通过 复 变 量 * 下 半 平 面 上 的 半圆 . 用 同 
样 方法 ,我 们 发 现 (47.4) 式 现在 变 成 (47.2) 中 的 第 一 项 , 且 有 系数 C, = 


了 re 


山 展 式 (47.3) 对 |x-a|<< 工 成 立 , 为 场 U(x) 变化 的 特征 距离 . 准 经 典 条 件 (46.7) 要 求 
|x -al” >> 有 YmlFo1. 这 两 个 条 件 是 相 容 的 ,因为 准 经 典 运 动 远 离 回 点 ( 即 |x -a|~L) ,使 得 Da2 >> 


hi/ /mlFol. 
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因此 x >a 的 波 函 数 (47.1) 对 应 于 x<a 的 下 列 函 数 : 
G ; ! 
由 |] pdx + 二 |， 
这 个 对 应 规则 可 写成 另 一 种 形式 ,与 经 典 禁 区 究竟 位 于 回 点 的 哪 一 侧 无 关 


( Kramers ,1926 ) : 
C 辆 区 轴 
Vx} SRN ————éep -| pdx 
9 lp | hh | | 


-于 (47.5) 


我 们 再 一 次 强调 ,从 证 明 中 显然 可 知 ,这 个 规则 是 和 加 在 回 点 一 侧 的 特殊 边 
界 条件 有 关 的 ,在 这 个 意义 下 , 它 只 能 用 于 特定 的 方向 . 规则 (47. 5) 是 根据 进入 
经 典 禁 区 时 一 0 这 个 边界 条 件 导出 的 ,应 用 时 ,必须 从 经 典 禁区 出 发 过 渡 到 经 
典 通 区 ,如 式 中 箭头 所 示 下 . 

如 果 经 典 通 区 的 边界 (在 x=a 点 ) 有 一 无 穷 高 " 势 壁 ”, 波 函数 在 x=a 所 的 
边界 条 件 为 w=0( 见 $18). 此 时 准 经 典 近似 直到 势 壁 本 身 都 成 立 ,其 波 函 数 为 








C 十 太吉 
—»U(x) < 五 时 一 cos 二 | pdx 
sw 人 


ot ee 
Vn pr Cw x ws 
Vp 3 (47.6) 


w=0 (wx > ZJ) 
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属于 离散 谱 且 量子 数 ” 值 很 高 的 态 全 都 是 准 经 典 态 ,因为 岂 是 态 的 编号 , 它 
给 出 了 本 征 函 数 的 节点 数 ( 见 $21) ,而 相 邻 节点 的 间距 具有 德 布 罗 意 波 波长 的 
数量 级 . n 大 时 ,这 个 间距 小 , 故 其 波长 远 小 于 运动 区 的 尺度 . 

我 们 来 推导 准 经 典 情形 中 确定 量子 能 级 的 一 个 条 件 . 为 此 ,我 们 考虑 下 列 一 
维 势 阱 中 粒子 的 有 限 运 动 ;其 经 典 通 区 b<x<a 界 于 两 个 回 点 之 间 包 . 

按 规则 (47.5) ,由 x = 处 的 边界 条 件 给 出 (此 点 右边 的 ) 波 函数 


v= pen [Fre -4"] (48.1) 


(DD 反 向 过 渡 是 没有 意义 的 ,因为 (47.5) 右 边 的 波 函数 即使 作 很 小 的 改变 ,也 可 能 使 式 左 的 函数 产 
生 一 个 指数 式 增 大 的 项 . 
©@ 经 典 力学 中 ,粒子 在 这 样 的 场 内 将 作 周 期 运动 ,其 周期 (从 x = 运动 到 * =a 再 折 回 到 点 所 需 
的 时 间 ) 为 
呈 人 说 a dx 
7=2| 字 =2m| 二 


v 是 粒子 速度 . 
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把 此 规则 用 于 x =a 点 的 左边 ,得 同一 函数 ,但 具 下 列 形式 : 
Ge 1 六 1 
Vy 0 Fe pdx = 地 | l 
为 了 使 以 上 两 式 在 整个 区 内 相同 ,它们 的 相位 相 加 起 来 (是 一 个 常数 ) 必须 等 于 
T 的 整 倍数 : 
| pdx -二 = NT, 


(这 时 C=( -1)"C'). 由 此 得 

2 三 态 

其 中 中 pdx =2 | pds 是 对 粒子 经 典 运动 的 整个 周期 积分 . 这 就 是 准 经 典 情形 中 
确定 粒子 的 各 个 定 态 的 条 件 ,相当 于 旧 量子 论 中 的 玻 尔 - 索 未 非 量 子 化 规则 

1= 汪 pdx 这 个 量 称 为 温 渐 不 变量 (参见 (力学 》 ,$49). 它 使 得 量子 化 条 


件 (48.2) 可 以 写成 


fpdx =n + (48.2) 


(BE) =(xi +172) 
在 8$41 已 经 提 到 过 , 当 足 够 慢 地 ， 浸 渐 地 ”改变 参量 时 ,系统 留 在 给 定 的 m” 态 不 
变 . 我 们 看 到 ,在 准 经典 极 限 下 ,这 一 断言 同 经 典 理论 中 当 缓 慢 改 变 参 量 时 浸 渐 
不 变量 保持 为 常量 这 一 点 是 一 致 的 . 
很 容易 看 出 ,整数 n 等 于 波 函 数 的 零点 数 ,因而 它 是 定 态 的 编号 . 波 函 数 


(48.1) 中 的 相位 从 *=b 处 的 -地 增加 到 x*=a 处 的 (n+ 六) ,从 而 使 这 个 


区 内 的 余弦 函数 共有 次 等 于 零 ( 在 区 域 U<x<a 以 外 , 波 函 数 递 减 , 而 且 在 有 
限 的 距离 内 无 零点 ) 外 . 
如 前 所 述 , 准 经 典 情形 中 的 n 值 是 很 大 的 .但 应 强调 ,保留 (48.2) 中 n 上 所 


加 的 了 仍然 是 合理 的 : 计 及 波 函 数 相位 的 随后 几 个 修正 项 后 , (48. 2) 的 右边 只 


多 出 一 些 ~ AVL 的 项 ,它们 要 比 1 小 得 多 ; 见 § 46 末尾 的 说 明 @. 
把 这 些 波 函 数 归 一 化 时 ,1y1 的 积分 可 限制 在 区 域 5<x<4a 内 ,因为 此 区 之 
外 的 yw 是 指数 式 衰减 的 . 由 于 (48.1) 中 余弦 函数 的 宗 量 是 一 个 剧变 函数 ,我 们 


由 严格 来 讲 , 零 点 数 要 用 回 点 附近 波 函 数 的 精确 形式 来 计算 . 这 样 做 的 结果 ,肯定 了 此 处 的 结论 . 

中 某 些 情形 下 ,由 精确 醉 定 汕 方程 得 到 的 能 级 精确 表 式 E(n) (作为 量子 数 n 的 函数 ) 当 n 一 % 时 
仍 能 保持 其 形式 ;例如 库仑 场 中 的 能 级 和 谐振 子 的 能 级 ,对 于 这 些 情形 ,本 来 只 能 对 n 大 的 值 适用 的 
(48.2) 式 ,能 够 给 出 函数 E(n) 的 精确 表 式 . 
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可 以 足够 精确 地 把 余弦 函数 的 平方 改 成 它 ps 这 就 得 出 


J iv er a = 于 = 
其 中 的 w =2mZ7 为 经 典 周期 运动 的 频率 . 因此 归 一 化 的 准 经 典 函 数 为 


= cos | = [pdr -4")- (48.3) 
应 该 注意 ,频率 w 一 般 说 来 随 能 级 而 异 , 它 是 能 量 的 函数 . 
对 (48.2) 式 还 可 作 另 一 种 解释 . 积分 值 pdx 等 于 该 交 粒 子 的 经 典 封 闭 相 迹 


所 包围 的 面积 ( 相 迹 是 该 粒子 的 相 空间 即 px 平面 中 的 一 条 曲线 ). 把 这 个 面积 
划分 成 若干 格 ,每 格 的 面积 为 27 记 ,我 们 共 得 n 格 ; 而 数值 n 就 等 于 能 量 不 超过 
所 给 值 (对 应 于 所 考虑 相 迹 的 那个 能 量 值 ) 的 量子 态 总 数 . 因此 我 们 可 以 这 样 
说 , 准 经 典 情 形 下 每 一 个 量子 态 对 应 于 相 空 间 中 面积 为 27h 的 一 个 相 格 . 换 句 
话说 , 相 空间 体积 元 ApAx 中 所 属 的 态 数 为 
ApAx 
27h 
如 果 用 波 数 k=p/ 扩 代替 动量 ,这 个 态 数 可 写成 AkAx/2T. 这 个 式 子 ,正如 我 们 
所 预期 的 那样 ,与 波动 场 中 熟知 的 本 征 振 动 数 的 表 式 完全 相同 ( 见 《 场 论 》， 
$532); 
从 量子 化 规则 (48.2) 式 出 发 ,可 以 阐明 能 谱 中 能 级 分 布 的 一 般 特征 . 令 AE 
为 两 个 相 邻 能 级 的 间距 , 即 量子 数 n 相差 为 1 的 两 个 能 级 的 能 量 差 . 由 于 AE 比 
能 级 本 身 之 值 小 得 很 多 ( 当 n 很 大 时 ) , 故 按 (48.2) 式 可 写作 


pi 
AE pd = 信 i 有 有 ， 








(48.4) 


但 9E/9p =v, 故 


fr 
因此 得 


AE =h = ho (48.5) 


由 此 可 见 两 个 相 邻 能 级 的 间距 等 于 fiw. 对 一 些 相 邻 能 级 而 言 (这 些 能 级 的 
n 值 之 差 远 小 于 nn 值 本 身 ) ,频率 w 可 以 近似 地 看 作 常 数 . 因此 我 们 得 出 这 样 的 
结论 ,在 能 谱 准 经 典 部 分 的 任 一 小 段 内 ,能 级 是 等 距 分 布 的 ,其 间距 为 hw. 这 个 
结论 是 预料 中 的 事 ,因为 在 准 经 典 情形 下 ,不同 能 级 间 的 跃迁 频率 应 该 是 经 典 频 

率 w 的 整数 倍 . 


:160 . 第 七 章 ” 准 经 典 情形 


任 一 物理 量 f 的 矩阵 元 在 经 典 力 学 极限 情形 下 变 成 什么 ,这 个 问题 值得 研 
究 .为 此 我 们 从 下 列 事实 出 发 , 任 一 量子 态 中 的 平均 值 f 在 极限 情形 下 应 该 变 
成 该 量 的 经 典 值 ,只 要 该 态 本 身 在 这 种 极限 情形 下 能 够 给 出 粒子 沿 一 定 轨 道 的 
运动 . 和 这 种 状态 相对 应 的 波 包 是 由 能 量 相 近 的 一 组 定 态 个 加 而 成 的 ( 见 $6). 
这 种 态 的 波 函 数 呈 以 下 形式 : 

VV= 六 a 
其 中 的 a 系数 ,只 有 在 量子 数 n 的 某 一 区 间 An 内 (1 << An <<n), 才 显著 地 不 
等 于 零 ;n 的 数值 假定 为 很 大 ,因为 定 态 是 准 经 典 的 . 按 f 的 平均 值 定 义 有 
f= | fwdx = > Oo af Om 
对 n,m 的 求 和 可 用 对 nn 与 ;=m -n 的 求 和 来 代替 : 
站 

按 (48.5) 式 ,我 们 已 令 上 式 中 的 w。 = sw. 

用 准 经 典 波 函 数 算出 的 ,和 窍 阵 元 ,其 数值 随 m -nn 的 增 大 而 剧 减 ,同时 它 又 
是 量子 数 nn 的 一 个 缓 变 函数 ( 当 mm--n 给 定 后 ). 因 此 我 们 可 以 近似 地 写作 

f= 访 放 oe 交 ， lol > WP 
其 中 引进 了 下 列 记号 : 
=f; +s, 元 9 

元 为 量子 数 n 在 An 区 间 内 的 某 一 平均 值 .但 是 > |a,| =1; 故 


f= 5 jew 


所 得 的 求 和 式 旦 通常 的 傅 里 叶 级 数 形式 . 由 于 在 极限 情形 下 应 与 经 典 量 f(1) 
完全 一 致 ,我 们 就 得 到 这 样 的 结论 :在 极限 情形 下 ,和 矩阵 元 f, 变 成 经 典 函 数 f(t) 
的 傅 里 叶 展 式 中 的 广 -, 分 量 . 

同 理 , 连 续 谱 状态 间 的 跃迁 矩阵 元 变 成 f(#) 的 仁 里 叶 积 分 式 中 的 展开 式 分 
量 . 此 时 定 态 波 函 数 应 按 能 量 除 以 声 的 6 函数 归 一 化 . 

以 上 所 述 的 所 有 结果 ,可 以 直接 推广 到 多 自由 度 的 系统 中 去 ,这 个 系统 作 着 
有 限 运 动 ,并 在 (经 典 ) 力 学 中 能 用 哈密 顿 - 雅 可 比方 法 完全 分 离 其 变量 (所 谓 
条 件 周期 运动 见 《力学 》, $52). 变量 分 离 以 后 ,每 一 个 自由 度 归 结 于 一 个 一 维 
运动 ,其 相应 的 量子 化 规则 呈 下 列 形式 : 

fpidg; = 2 天 +7,)， (48.6) 


其 中 的 积分 是 取 广 义 坐 标 q; 的 整个 变化 周期 ,r; 是 数量 级 为 1 的 一 个 数 ,其 值 依 
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赖 于 所 给 自由 度 的 边界 条 件 的 性 质 由 . 

在 任意 多 维 运动 (不 是 条 件 周期 运动 ) 的 一 般 情 形 下 , 准 经 典 量子 化 条 件 的 
表述 要 作 更 深远 的 考虑 @. 但 是 相 空间 中 的 “ 相 格 " 概念 仍然 适用 (在 准 经 典 近 
似 下 ). 根据 它 与 给 定 空间 体积 元 中 的 波动 场 本 征 振动 数 的 前 述 关 系 , 这 一 氮 征 
很 明显 的 . 在 一 般 情形 下 ,具有 s 个 自由 度 的 系统 在 相 空 间 体积 元 中 具有 

Ag,*…Ag,Api*…Ap, 
BN (48.7) 


个 量子 态 %. 
习 题 


1. 一 个 粒子 运动 于 满足 准 经 典 条 件 的 ( 非 有 心力 ) 势 场 U(r) 中 , 求 其 分 立 
能 级 的 总 数 (近似 值 ). 

解 :动量 值 在 0<p<<psw 之 间 , 位 置 在 dV 之 内 的 一 个 相 空 间 体 积 元 中 “所 
属 "的 态 数 等 于 


4 
二 


(2m#)” 

当 了 给 定 后 ,粒子 ( 作 经 典 运动 ) 所 能 具有 的 动量 满足 条 件 E=2—+U(r) < 

0. 把 p= V-2mU(r) 代 入 上 式 , 得 离散 谱 的 状态 总 数 为 
v2 m2 
= dy 

式 中 对 U <0 的 空间 区 域 进 行 积分 . 如 采 U 在 无 穷 远 处 按 r “的 规律 衰减 而 s < 
2, 按 8$18 的 结果 ,这 个 积分 是 发 散 的 (总 态 数 为 无 穷 多 ). 

2. 同上 题 ,但 在 准 经 典 有 心力 场 U(r) 中 (B. I. TloxkpoBckn 六 ). 

解 :由 于 有 心力 场 中 的 能 级 对 角 动 量 方向 而 言 是 简 并 的 , 态 数 不 等 于 能 级 


数 . 对 给 定 的 角 动 量 值 M 而 言 ,显然 ,其 态 数 等 于 在 势 场 U#x = U(7) + 让 











Q@ 例如 ,对 有 心力 场 中 的 运动 而 言 ,我 们 有 
fprar=2mh (n+ | ,pae=2mi( :mt 到) 


f ps dp =2mhm. 
其 中 的 n, =n -1-1 为 径 量 子 数 . 最 后 一 个 等 式 说 明 p。 为 角 动量 的 :分量 , 即 等 于 im. 
@ Keller J B, Annals of Physics, 1958 ,4 :180. 
@ 特别 是 对 一 个 粒子 ,dp/(2m) 就 是 单位 坐标 空间 体积 中 动量 值 介 于 dp 内 的 状态 数 . 这 解释 
了 平面 波 (15.8) 的 两 种 归 一 化 方法 的 一 致 性 , 见 40 页 的 附注 . 
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作 一 维 运动 的 (无 简 并 ) 能 级 数 . 当 r 给 定 且 能 量 <0 时 ,动量 p, 的 最 大 可 能 值 
为 ps = MV -2mUnx. 故 态 数 ( 即 能 级 数 ) 等 于 


drd 2 
Yn | :省 = 
27 记 2 三 大 2mr 


对 dM/ 声 求 积 分 (代替 准 经 典 情形 中 对 ! 求 和 ), 即 得 欲求 的 离散 谱 能 级 总 
数 , 它 等 于 








nm 
-ak — U)rdr. 
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我 们 知道 ,有 心力 场 中 运动 的 粒子 波 函 数 可 以 分 为 角 部 和 径 部 .我 们 先 考虑 
前 者 . 

角 部 波 函 数 和 9 角 的 关系 (由 量子 数 m 所 确定 ) 很 简单 ,不 发 生 寻 求 近 似 表 
式 的 问题 . 至 于 和 极 角 9 的 关系 ,按照 一 般 规则 ,当量 子 数 1 很 大 时 就 变 成 准 经 
典 关 系 ( 它 的 条 件 以 后 将 更 精确 地 表述 ). 

我 们 在 这 里 只 准备 推导 磁 量 子 数 等 于 零 (m =0) 时 的 角 函 数 准 经 典 表 式 (在 
应 用 中 最 重要 )D. 这 个 角 部 函数 和 勒 让 德 多 项 式 P,(cos 9)[ 见 (28.7) 式 ] 只 差 
一 个 常 因 子 ,满足 下 列 微分 方程 


dh 二 49. 1 
I Py (49.1) 

作 蔡 换 
a = 49.2 
( cos 9) ( ) 

可 化 成 
el 


这 个 式 子 不 含 一 次 微 商 ,并 和 一 维 薛 定 齐 方 程 具 有 相同 的 形式 . 
(49.3) 式 中 ,相应 的 德 布 罗 意 波长 为 


人 =2 | (3 二) | ee 





@@ 在 m=1 的 相反 情形 下 ,将 对 应 于 位 于 赤道 平面 0 = 一 -内 的 经 典 轨道 运动 ,这 是 因为 P!(cos 6) = 


常数 xsin!g, 当 /yo 时 ,这 个 函数 (因而 有 Iy1?) 所 有 的 gz 二 值 而 言 都 趋 于 零 . 
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导数 d (去 ] / dx 必须 很 小 [条 件 (46. 6) ] ,这 一 要 求 给 出 下 列 不 等 式 


Ol >>1, (7m -0)t>>1. (49.4) 
这 就 是 角 部 波 函 数 为 准 经 典 的 条 件 . 当 i! 很 大 时 ,这 些 条 件 对 所 有 的 9 值 差不多 
都 能 满足 ,只 有 十 分 接近 于 0 或 5 的 9 值 除外 . 
当 (49.4) 式 的 条 件 满足 时 ,(49.3) 式 方 插 号 中 的 第 二 项 与 第 一 项 相 比 可 以 
略 去 : 


这 个 方程 的 解 为 
Y= yin 0P,( os 0) =4sin| (1+3)oral, (49.5) 
式 中 的 4 和 a 是 常数 . 


当 角 度 96<<1 时 , (49.1) 式 中 可 令 cot 9 和 1/9; 同 时 把 i111+1) 近 似 写成 


(1+ 十 】 ,得 下 列 方程 


a Ee P =0 
gg 0d0 + > Ss 
它 具 有 零 阶 贝 塞 尔 浮 数 解 : 


Pi(cos 0) =J, [ (+ 到)9]， 全 < (49.6) 


其 中 的 常 因 子 已 令 等 于 1, 因 为 9=0 时 必须 有 P,=1.P, 的 近似 表 式 (49.6) 对 
9 <<1 的 所 有 角度 都 是 成 立 的 . 例如 , 它 也 可 以 应 用 到 171 << < 的 角度 范围 
内 ,在 这 种 情形 下 , 它 和 (49.5) 式 应 该 完全 一 致 ,因为 (49.5) 式 对 9 >>17/! 的 所 
有 9 都 是 成 立 的 . 当 91 >>1 时 ,这 个 贝 塞 尔 函 数 可 以 用 宗 量 很 大 时 的 渐 近 表 式 
代替 ,我 们 得 

1 1 
sin [ (1+F)0+4" | 
ml V0 
[系数 中 的 与 1 相 比 可 以 略 去 ). 与 (49.5) 式 比较 ,我 们 发 现 4= 壤 '。 = 


P, = 


7. 因此 我 们 最 后 得 到 以 下 的 Pi( cos 9) 表 式 ,适用 于 准 经 典 情形 


Q@ 注意 :!(1+1) 换 成 (L+172) 2 的 结果 ,使 所 得 的 表 式 中 ,在 9 换 成 站 -9 后 ,多 乘 一 个 ( <) 风气， 
这 正 是 P,( cos 0) 函 数 所 应 有 的 性 质 . 
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] ] 

sin /1+ 一 |0+ 一 三 

P,( cos a Ur he | . | (49.7) 
ml Vsin 0 

由 此 得 归 一 化 的 球 谐 函数 Yu[ 参 考 (28.8) 式 ]: 

] ] 
isin | (+ 去 je+ 二 | 
乞 Vsing 

现在 来 讨论 波 函 数 的 径 部 . 在 $ 32 中 已 经 讲 过 ,x(r) =rR(r) 函数 满足 的 方 
程 ,等 同 于 具有 下 列 势能 的 一 维 薛 定 雇 方程: 

BF = + 

因此 ,只 要 把 势能 理解 成 为 此 处 的 U,(r) 函数 ,我 们 就 可 以 利用 前 几 节 所 得 的 结 
果 ， 

1=0 的 情形 最 简单 . 离心 能 等 于 零 ,如果 U(7) 满 足 (46.6) 式 的 必要 条 件 ， 
径 部 波 函 数 将 在 整个 空间 成 为 准 经 典 的 . 由 于 r=0 时 必须 有 x =0, 所 以 这 个 准 
经 典 函 数 yY(r) 由 (47.6) 式 ( 式 中 的 ac =0) 所 确定 . 

如 采 ! 关 0 ,离心 能 也 必须 满足 (46.6) 式 的 条 件 .在 > 很 小 的 区 域内 ,该 处 的 
离心 能 与 总 能 量具 有 相同 的 数量 级 ,波长 A =2mjijp ~ r/1, 则 条 件 (46.6) 给 出 
1 >>1. 由 此 可 见 , 如 果 1 不 大 , 准 经 典 条 件 在 7 很 小 的 区 域内 被 离心 能 所 破坏 . 容 


易 证 明 , 如 果 把 热能 Ui(7) 中 的 系数 1+1) 改 成 (1+ 二 】: 


所 (1+z) 
U(r) = U(r) i (49.9) 


Y, ~ (49. 8) 


2 


再 按 一 维 运动 的 公式 计算 ,可 得 准 经 典 波 函 数 x(7) 的 正确 相位 值 〇 . 

准 经 典 近似 对 库仑 场 V = + a/r 是 否 适用 的 问题 需 作 特殊 考虑 . 在 整个 运 
动 区 域内 最 重要 的 部 分 相当 于 171 ~ 1E1 亦 即 距 离 r ~ a/1E1 的 区 域 . 这 个 区 域 
内 的 准 经 典 运动 条 件 , 要 求 波长 和 A ~2mh/ V2m1E1 远 小 于 该 区 域 的 线 度 a/1E1， 
由 此 得 





2 
IE| a (49. 10) 


yp 2 » 


即 能 量 绝对 值 必须 远 小 于 第 一 玻 尔 轨道 上 的 粒子 能 量 值 . (49. 10) 式 也 可 写成 
下 列 形式 : 


中 例如 在 自由 运动 (VU=0) 的 最 简单 情形 下 ,采用 (49.9) 式 的 U,, 当 +r 很 大 时 ,根据 (48.1) 式 算出 
的 波 函 数 相位 的 确 和 (33.12) 式 的 相位 相同 . 
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li (49.11) 
其 中 的 w ~ VIEI/m 为 粒子 速度 . 应 该 注意 ,这 个 条 件 与 库仑 场 的 微 扰 论 适用 条 


件 (45.7) 式 相反 . 

至 于 很 小 的 区 域 (17(r) 1 >>E) ,对 库仑 斥 力 场 而 言 并 不 值得 注意 ,因为 
U >E 时 , 准 经 典 波 函 数 是 指数 式 衰 减 的 . 可 是 在 引力 场 中 , 当 i 很 小 时 ,粒子 有 
可 能 穿 人 1UV1 >> IE1 的 区 域内 ,这 就 产生 了 准 经 典 近 似 的 适用 界限 问题 . 应 用 一 
般 条 件 (46.7) , 令 其 中 的 


页 
i 
结果 发 现 , 准 经 典 近 似 的 适用 区 域 局 限于 下 列 距离 : 
ee (49.12) 
mA 
也 就 是 远大 于 第 一 玻 尔 轨道 “半径 ”的 距离 . 
习 题 
如 果 六 *0 时 , 势 场 按 寺 ar(s>2) 的 方式 趋向 无 穷 , 求 波 函 数 在 原点 附近 
的 行为 . 
解 : 当 了 足够 小 时 ,波长 为 














大 _ 
ml me 
所 以 
dA 三 | 
~ 2 <<l: 
dr A 


可 见 已 满足 准 经 典 条 件 .在 引力 场 中 ,r 一 0 时 U 一 - %. 此 时 原点 附近 的 区 域 为 
经 典 通 区 , 径 向 波 函 数 X~1MP , 故 
下 
在 斥 力 场 中 ,r 很 小 的 区 域 为 经 典 禁 区 . 此 时 波 函 数 当 一 "0 时 指数 式 地 趋 于 
零 . 略 去 指数 函数 的 系数 ,我 们 有 


或 y ~exp | -Pei | 





po (HL 
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我 们 来 考虑 一 个 粒子 在 图 13 所 示 的 场 中 运动 ,此 场 的 特点 是 存在 着 一 个 势 
垒 , 亦 即 存在 着 势能 U(x) 超过 粒子 总 能 量 E 的 一 个 区 域 . 经 典 力学 中 , 努 鱼 对 
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粒子 讲 来 是 “不 可 穿 透 " 的 ;但 是 在 量子 力 
学 中 ,一 个 粒子 可 以 “ 穿 过 势 又 " :其 概率 不 
等 于 零 山 . 这 个 现象 也 称 为 隧道 效应 . 如 果 
势 场 V(x) 满足 准 经 典 条 件 ,该 势 垒 的 透射 
系数 可 以 表 成 一 般 形 式 . 需要 指出 的 是 , 准 
经 典 条 件 会 得 出 势 侄 必须 是 很 “ 宽 ” 的 结 
论 ,因此 准 经 典 情 形 下 的 透射 系数 是 很 小 
的 . 

为 了 不 中 断后 面 的 计算 ,我 们 先 来 求解 下 列 问 题 . 假定 在 回 点 x =2 右 侧 (该 
处 的 U(x) <E) 的 准 经 典 波 函 数 呈 以 下 的 行 波形 式 : 


C 人 
t= ep | pm + 二 条 |， (50.1) 
我 们 来 求 x < 区 域内 这 个 态 的 波 函 数 . 这 可 和 $47 中 的 步骤 一 样 ,采用 复 变 量 
x 的 平面. 令 





图 13 


E-U(v)=E(% -0, FS0, 
可 把 (50. 1) 式 写成 


C ] 全 14 f° 及 开 训 
W(x) Rr a (mFo) | A bdx + Hin |, 


沿 上 半 平 面 的 下 列 半圆 自 右 至 左 地 通过 : 

x%-b=pe”, 

Pe 2 3 : ; 3 

:| V% -bdrx= -3p | -sin $+icos 5 | g 
相位 由 从 0 变 到 5.y(x) 函 数 的 模 先 是 递减 ,随后 增 大 ,到 达 半 圆 末 端的 函数 值 
为 


a 


1 
(2mF', ) eh b % 
我 们 就 得 到 下 列 对 应 规则 包 : 





ep{ 二 | (2mP) VD-x)dx tin}. 





x%>5b 时 Fop {| Peet] 
一 x <b 时 i | pdx | (50.2) 


QD 这 类 例子 已 见 $25, 题 2. 

G@ 沿 下 半 平 面 自 右 向 左 通过 时 ,y(x) 函数 的 模 先 增 后 减 ,到 达 左 实 轴 上 (4 一 -7) 变 成 一 个 指数 式 
小 量 , 把 它 始终 加 到 (50.2) 指 数 式 大 的 项 上 将 是 不 合理 的 . 在 w(x) 为 指数 式 大 的 区 域内 ,由 于 准 经 典 近 
似 的 不 精确 性 ,会 丢掉 指数 式 小 的 修正 项 . 而 这 个 修正 项 当 由 一 -立时 又 能 变 成 指数 式 大 项 ,因而 后 者 也 
就 会 被 丢掉 . 
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必须 强调 ,此 式 预先 假定 了 经 典 通 区 内 波 函 数 的 特殊 形状 ( 癌 右 运动 的 行 波 )， 
应 用 时 只 能 从 通 区 过 渡 到 禁区 . 

现在 来 计算 穿 过 势 垒 的 透射 系数 . 设 粒 子 自 I 区 由 左 向 右 射 问 势 驹 . 则 在 势 
全 后 面 的 古 区 内 ,只 能 有 穿 过 势 垒 向 右 运动 的 波 ,此 区 内 的 波 函 数 可 写成 


Vy = /2em (5| pda tim ) (50.3) 


式 中 的 v=p/m 是 粒子 速度 ， Ah 应 用 规则 (50.2), 可 以 求 出 势 侄 内 部 
[区 的 波 函 数 : 
小 二 emp (二 f pdx 】 一 


Bal! pas| -+|f pa 


最 后 ,应 用 规则 (47.5) ,可 得 势 又 前面 1 区 的 波 函 数 : 


汪 宇 2 /Doxp (二 | ipldx jcos (= pc- 二 


D=exp( -之 Ipldx ) ， (50.5) 











): (50.4) 


如 果 我 们 令 


二 式 变 成 


第 一 项 代表 射 向 势 又 的 波 (x 一 - % 时 变 成 平面 波 几 =e” ) ,第 二 项 代表 反射 
波 . 所 选 的 归 一 化 已 使 入 射 波 具有 单位 流 密度 ,因此 透射 波 的 流 密度 D 就 等 于 
所 求 的 势 垒 透 射 系数 . 注意 此 公式 只 当 指 数 窒 很 大 因而 D 本 身 很 小 时 才能 适 
用 :中 

前 面 已 经 假定 了 场 QU(x*) 在 整个 势 垒 范围 内 满足 准 经 典 条 件 ( 只 有 在 回 扩 
的 邻 区 除外 ). 但 在 实际 上 我 们 常常 遇 到 这 样 的 势 垒 , 它 的 势能 曲线 在 一 侧 降落 
得 极 快 ,使 得 准 经 典 近似 无 法 应 用 . 在 这 种 情况 下 ,(50.5) 式 D 中 的 指数 因子 仍 


@ 7 为 指数 式 小 量 , 这 与 工区 内 人 射 波 和 反射 波 的 振幅 相等 这 个 事实 有 关 ; 两 者 之 间 指 数 式 小 的 
差别 在 准 经 典 近 似 中 被 丢掉 . 
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保持 不 变 ,但 其 前 面 的 系数 [在 (50.5) 式 中 等 于 1] 有 所 不 同 . 要 算出 这 个 系数 ， 
我 们 必须 算出 非 准 经 典 区 内 的 精确 波 函数 ,并 据 此 定 出 势 刍 内 部 的 准 经 典 波 函 
数 . 
习 题 
1. 求 图 14 所 示 的 势 笃 的 透射 系数 :zx <0 时 U(x) =0,x>0 时 U(x) = 局 - 
Fx; 只 需 算出 指数 因子 ， 
解 :简单 计算 后 给 出 下 列 结 果 : 


4 V2 
D ~ exp | 一 2 = |. 


2. 求 一 粒子 ( 角 动 量 等 于 零 ) 逸 出 一 球 对 称 势 阱 的 概率 ,该 势 阱 当 r<r 时 





U(r)= -UVU,r>r 时 U(r) = 一 (图 15). O 


U(?) 


i Ub 





图 14 图 15 
解 : 球 对 称 问 题 可 以 归结 为 一 维 问题 ,因此 以 前 所 得 的 公式 可 以 直接 应 用 . 
我 们 有 


算出 此 积分 ,最 后 得 


w ~exp{ -2 < | arceos ee 1- 一 )]) 
P iNMNE Na MN a Q 


在 mo 一 0 的 极限 情形 下 ,此 式 变 成 


山 这 个 问题 首先 由 工 . @. TawoBpim (1928) 以 及 由 R.W. Gurney 和 EE.U. Condon(1929) 在 关于 放射 
性 a 衰变 的 理论 中 讨论 过 . 
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w -em{ -2 各 ] -emp{ -2ze] 
这 个 公式 , 当 指 数 规 很 大 即 a/jiv >>1 时 可 以 适用 . 这 个 条 件 和 库仑 场 中 的 准 经 
典 运动 条 件 (49.11) 式 一 致 . 

3. 设 VCx) 由 两 个 对 称 的 势 阱 (图 16 中 的 和 开 ) 夹 一 个 势 垒 所 组 成 . 如 果 
该 势 刍 对 粒子 不 可 穿 透 , 则 其 能 级 对 两 个 势 阱 相同 ,相当 于 粒子 在 其 中 一 个 势 阱 
中 运动 时 所 具有 的 那些 能 级 . 势 垒 的 可 穿 透 
这 一 事实 ,使 得 以 上 的 每 个 能 级 分 裂 成 两 个 
相 邻 能 级 ,对 应 于 粒子 同时 在 两 个 势 阱 中 运 
动 时 的 两 种 不 同 状态 . 试 求 分 裂 宽 度 [ 假定 势 
场 U(x) 是 准 经 典 的 ]. 

解 : 略 去 穿 过 势 全 的 概率 ,U(x) 场 中 的 
巷 定 订 方 程 的 近似 解 可 以 采用 准 经 典 波 函数 
bo(x) ,这 个 波 函 数 描述 在 一 个 势 阱 中 ( 壁 如 
阱 工 ) 以 某 个 能 量 男 运 动 的 粒子 , 它 在 该 了 图 16 
两 侧 指数 式 衰减 ;Wo(x) 假 定 是 这 样 归 一 化 
的 ,使 得 好 对 阱 工 的 积分 等 于 1. 计 入 小 的 透射 概率 以 后 ,能 级 媚 分 裂 成 书 和 已 
两 能 级 ,对 应 于 这 两 个 能 级 的 正确 零 级 近似 波 函 数 , 是 W(x) 和 Wj,( -x) 的 对 称 
和 反对 称 组 合 : 








二 


V2 V2 
阱 工 中 ,wo( -x*) 与 Wo(xz) 相 比 小 至 可 略 ; 阱 工 中 则 反之 . 故 乘积 Wo(x)Uo( 一 %*) 
处 处 都 小 至 可 略 . (1) 式 中 的 两 个 函数 可 这 样 归 一 化 ,使 它们 的 平方 值 对 阱 工 加 
阱 开 积 分 后 都 等 于 1. 

薛 定 请 方程 为 


yi(x) = 


po +P Eo Uo =0, + RE, ~ UW, =0, 

第 一 式 乘 以 水 第 二 式 乘 以 加 后 ,两 式 相 减 ,然后 对 dx 从 0 到 o 积分 . 考虑 到 yx = 
0 时 ,yi =V2Wo 和 峭 =0, 以 及 

ee 

,Wds~ 志 | = 万， 
我 们 得 

加 
k, -中 = oO o(0). 


同 理 , 我 们 发 现 E, -具有 相同 的 表 式 ,但 差 一 负 号 , 故 
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E, -BE, = y, (0) (0). 
根据 (47.1) 式 ,以 及 (48.3) 式 中 系数 ,我 们 有 
exp ( -| plds), yu(0) = 一 ?yo(0)， 
二 


二 = 入 = exp ( -= 


yo (0) = 





lplds). 
a 是 对 应 于 能 量 E 的 回 点 , 见 图 16. 

4 粒子 穿 过 一 抛物 势 笃 U(4) = - 了 kx? , 试 求 透射 系数 万 的 精确 值 (假定 
D 不 是 很 小 ).(E.C.Kemble 1935 ) 吃 . 

解 :不 管 上 和 无 的 数值 如 何 , 在 足够 大 的 1x1 距 离 处 运动 是 准 经 典 的 ,该 处 的 


次 所 J2m (E+ 3hs ) ~xX Vmk +E 
2 矿区 
薛 定 亩 方程 之 解 的 渐 近 式 为 
由 = 常数 Xe:7T ete-17 


=: (时) ，s= 人 /于 


我 们 只 对 这 样 的 解 感 兴趣 : 当 x 一 + 时 此 解 只 含 自 左 向 右 运 动 (已 经 越过 
势 侄 ) 的 波 . 我 们 令 


其 中 引用 了 下 列 记 号 


ww 时 ,=Be er (1) 
sm 时 =e (6) "+A -é) (2) 
(2) 式 中 的 第 一 项 代表 入 射 波 ,第 二 项 为 反射 波 ( 波 的 行进 方向 是 它 的 相位 增加 
方向 ).4 和 B 之 间 的 关系 可 以 从 以 下 的 事实 出 发 求 出 , 即 yj 的 渐 近 表 式 在 E 复 
变量 平面 上 的 足够 远 的 整个 区 域内 都 是 成 立 的 . 现在 来 考察 函数 (1) 沿 & 上 半 
平面 内 半径 p 很 大 的 一 个 半圆 周 上 的 变化 . 
é=pes, ié’ =p ( -sin 20 +icos 2 中 ). 
中 从 0 变 到 T. 绕 此 半圆 的 结果 ,函数 (1) 变 成 (2) 中 的 第 二 项 ,具有 系数 
a=Blo Ys =ibe"™ C3 


在 路 径 的 (天 < 由 < ] 段 内 , 模 lee21 是 指数 式 大 量 ,此 时 (2) 中 第 一 项 的 指 


山 此 题 之 解 也 可 应 用 到 任 一 势 又 U(%) 顶 点 附近 的 透射 ,只 要 U(x) 在 极 大 值 附 近 依 赖 于 x 的 平 
闻 ， 
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数 式 小 量 被 丢掉 山 . 
按 (2) 中 入 射 波 所 选 的 归 一 化 ,粒子 数 守恒 条 件 为 
[A1* + 1BI” =1, (4) 

由 (3) 和 (4) 得 到 所 求 的 透射 系数 

D=|1BI =1/X(1 +e "), 
此 式 对 任何 巨 都 成 立 , 如 果 能 量 的 绝对 值 很 大 并 且 是 负 的 , 则 得 DD~e ,与 
(0 5 一 和 .对 下 学 

R=1-D=1/(1 +e”") 
是 势 倒 之 上 的 反射 系数 . 
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要 直接 计算 任 一 物理 量 f 对 准 经 典 波 函数 而 言 的 矩阵 元 ,存在 着 很 大 的 困 
难 .我 们 假定 ,所 求 矩阵 元 中 的 那 两 个 牙 迁 态 的 能 量 值 并 不 十 分 靠近 ,使 得 该 矩 
阵 元 不 能 化 成 了 的 傅 里 时 分 量 ( $48). 困难 的 产生 ,在 于 这 样 的 波 函 数 都 呈 指 数 
形式 (指数 寡 是 一 个 很 大 的 虚 量 ) ,被 积 函数 呈现 急剧 的 振 芒 . 

我 们 来 考虑 一 维 的 情形 [在 势 场 U(x) 中 运动 ] ,为 简单 计 ,假定 该 物理 量 的 
算 符 只 是 一 个 坐标 函数 所 zx). 设 和 由 ,为 对 应 于 粒 
子 能 量 值 ,和 EE,( 且 E, > 已 ,图 17) 的 两 个 波 函 数 ; 
我 们 假定 y, 和 yy, 都 取 为 实 函 数 . 现在 要 计算 下 列 积 
分 : 


fi = 「 Ww fy dx. 和 
按 (47.5) ,在 回 点 x=a 的 两 侧 区 域 ,但 不 在 a 
点 的 紧邻 区 域内 ,风波 函数 呈 下 列 形式 : 











C， 本 区 
<u, i= pl = | Pi dx 
2 | ai 


(CS 入) 
对 y, 也 有 同样 的 式 子 (下 标 1 改 成 2)， 
可 是 ,如 果 把 波 函 数 的 这 些 渐 近 式 代 和 人 (51. 1) 式 中 进行 积分 计算 ,并 不 


@ 通过 下 半 平 面 求 4 是 不 恰当 的 ,因为 在 与 终端 [端点 处 的 少 值 由 (2) 式 给 出 ] 相 联 的 路 段 
| gh 3 上 ,e “项 与 e。-*“ 项 相 比 是 一 个 指数 式 小 量 . 
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能 得 到 正确 的 结果 . 我 们 将 在 下 面 看 到 ,原因 在 于 这 个 积分 是 一 个 指数 式 的 小 
量 ,而 被 积 函数 本 身 却 并 不 很 小 . 因此 被 积 函 数 只 要 相对 地 作出 很 小 的 改变 ， 
它 的 积分 值 一 般 讲 来 就 会 有 成 数量 级 的 变化 . 这 种 困难 可 以 用 以 下 的 方法 加 
以 避免 . 

我 们 把 凡 函 数 表 成 yo =y; +y; ,也 就 是 把 余弦 函数 (在 x >a, 的 区 域内 ) 
表 成 两 个 指数 式 之 和 . 按照 (50.2) 式 ,我 们 有 


VG mi (ll, ps dx ) 





(S51.3) 
V 思 = 天 ep [ 寺 | mu- 却 ir | ; 


Vz 明 数 是 0 = wy 站 下 
积分 式 (51. 1) 也 被 分 为 两 个 复 共 斩 积 分 之 和 =fi; + 万 ,这 是 我 们 想 要 计 
算 的 . 首先 ,我 们 注意 到 下 列 积分 是 收敛 的 : 


f= | wps dx， 

实际 上 ,尽管 y; 函数 在 x < a, 区 域内 指数 式 地 增长 ,但 是 y 函数 在 x <a, 区 域内 
按 指数 形式 更 快 地 趋 于 零 (由 于 在 x < a, 区 域内 到 处 都 有 1p,1 > 1p,1). 

我 们 把 坐标 * 看 作 一 个 复 变 量 , 并 把 积分 路 线 从 实 轴 移 到 上 半 平 面 . 当 x 多 
出 一 个 正 的 虚 增 量 时 ,yy 函数 (在 x >a, 区 域内 ) 中 出 现 一 个 递增 项 ,但 是 y; 函 
数 仍 递减 得 更 快 ,因为 在 x > w 区 域内 到 处 都 有 p, >p,. 结果 使 被 积 函 数 衰减 . 

移动 后 的 积分 路 线 不 再 通过 实 轴 上 的 x = a ,a, 两 点 (这 两 点 附近 准 经 典 近 
似 不 能 适用 ). 因此 在 整个 积分 路 线 上 ,我 们 可 以 应 用 yw, 和 w; 函数 在 上 半 平 面 
中 的 渐 近 式 ,这 些 表 式 是 


C， 
22m 0 EP p (二 2m(U-E.) dx ) ， 


dx | (51.4) 


TO YL 作 人 2m(U-E,) 


其 中 的 根 号 是 这 样 选取 的 ,使 得 * < a ,a, 时 它们 在 实 轴 上 取 正 值 . 
在 下 列 积分 式 中 : 


兹 芭 :安信 p (| v 球 (7=Bjdz- 


二 Se fv)dx 
| (U re re Rr (51.5) 


我 们 希望 改变 积分 路 径 , 使 得 指数 因子 尽 可 能 减 小 . 上 式 中 的 指数 寡 只 在 
U(*) = % 的 点 具有 一 个 极 值 ( 因 为 已 关 已 时 ,指数 寡 对 x 的 微 商 在 其 它 点 都 不 
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等 于 零 ) .因此 积分 路 径 改 变 到 上 半 和 平面 内 的 唯一 限制 
是 ,该 路 径 必须 绕 过 U(x) 函数 的 奇 点 ;按照 线性 微分 方 
程 的 一 般 理 论 ,这 些 奇 点 也 就 是 (x) 波 函数 的 奇 反 . 积 
分 路 径 的 具体 选择 依赖 于 U(x) 场 的 实际 形状 . 如 采 


U(x) 函数 在 上 半 平 面 只 有 x = 加 的 一 个 奇 点 ,那么 该 积分 
可 取 图 18 所 示 的 那 种 路 径 进行 . 这 个 奇 点 的 邻 域 在 该 积 四 


分 中 占有 重要 地 位 ,使 得 欲求 的 矩阵 元 刀 =2Refis 实 际 图 18 
上 和 下 列 指数 窒 很 小 的 表 式 成 正比 : 


fa ~ exp | -In | | pv a 3m( E, -0) dx | ) (Ss1.69 


(JI. 1. Jangnxay 1932 )<. 
这 两 个 积分 式 的 积分 下 限 可 取经 典 通 区 中 的 任意 点 ;很 明显 ,积分 式 的 虚 部 
不 依赖 于 这 两 个 点 的 具体 选择 方式 . 如 果 U(x%) 函数 在 上 半 平 面具 有 好 几 个 奇 
点 , 则 (51.6) 式 中 应 该 取 这 样 的 xo 点 ,使 得 式 中 的 指数 寡 具 有 最 小 的 绝对 值 马 . 
当 两 个 能 量 E, 和 E, 相 差不多 的 时 候 , 公 式 (51.6) 可 以 简化 . 这 时 ,根据 
$ 48 的 结果 ,和 矩阵 元 简化 为 经 典 量 f[x(i)] 对 时 间 的 全 里 叶 积 分 . 令 E,， = 


E + -2 并 按 wl 展开 ,得 
fis ~exp [ — wi Im [ Prd = exp( — wi lm 7). (51.6a) 
下 列 这 个 量 





”0 m ”0 dx 
| | v(x) 
可 以 看 成 是 复 时 间 , 即 在 x 的 复 平面 上 粒子 到 xo 点 所 用 的 时 间 ( 而 v(x) = 


VI2(U-E(x))]/m 是 相应 的 “ 复 速度 ”). 不 难看 出 ,(51. 6a) 实际 上 给 出 的 是 ， 
在 条 件 In r >>1 之 下 [x*(1)] 的 复 仿 里 叶 展 开 的 拆迁 式 . 

用 同一 方法 ,可 计算 有 心力 场 运 动 中 的 准 经 典 和 矩阵 元 . 但 是 U(7) 现 在 必须 
理解 成 为 有 效 势能 (势能 与 离心 能 之 和 ) ,对 1 值 不 同 的 态 而 言 ,有 效 势能 是 不 同 


@ 在 (51.5) 和 (51.6) 式 的 推导 中 ,我 们 把 波 函 数 改 成 了 它们 的 渐 近 式 , 由 于 采用 了 图 18 所 示 的 积 
分 路 径 , 这 个 积分 式 的 数量 级 就 决定 于 被 积 函 数 的 数量 级 ;因此 被 积 函数 的 很 小 改变 对 积分 值 不 会 有 很 
大 影响 . 

@ ”我们 已 经 假定 了 f(x) 本 身 并 没有 奇 点 . 还 要 注意 ,估计 矩阵 元 数量 级 的 (51.6) 式 ,是 在 指数 式 前 
面 的 系数 具有 “正常 ”数量 级 的 前 提 下 写 出 的 . 当然 ,可 能 存在 一 些 特殊 情况 使 得 这 一 系数 变 成 “ 非 正 常 
地 ”小 . 一 个 最 简单 的 例子 是 f(x) = 常数 ,这 时 由 于 波 函 数 的 正 交 性 使 得 矩阵 元 成 为 零 . 这 种 情况 在 
(51.6) 式 上 看 不 出 来 . 
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的 . 为 了 在 以 后 的 问题 中 进一步 应 用 这 个 方法 起 见 ,我 们 把 两 个 不 同 态 中 的 有 效 
努 能 写成 V(r) 和 UV,(7) 的 一 般 形式 . 此 时 ,(51.5) 被 积 函数 中 的 指数 需 不 但 在 
U1,(7) 或 U(r) 等 于 无 穷 大 那些 点 具有 极 值 ,并 且 还 在 满足 下 列 方程 那些 点 具有 
极 值 : 


区 (六 = 本 有。 本 1 7 
因此 在 以 下 公式 内 
fa~exp( -下 | | Vin(E -0dr- 
- Vim(E -0)dr| )， (51.8) 


mo 的 可 能 值 中 不 只 包括 U,(r) 和 U,(7) 的 各 个 奇 点 ,并 且 还 包括 (51.7) 式 的 名 个 
根 . 

有 心力 场 情 形 还 有 一 个 不 同 之 处 ,在 (51.1) 式 中 它 对 dr 的 积分 是 从 0( 不 
是 从 - om ) 到 mo 的 : 


fa= | jedr 


这 里 有 两 种 情况 必须 区 别 ,如 果 被 积 函 数 是 r 的 偶 函 数 ,那么 这 个 积分 式 可 以 在 
形式 上 延伸 到 从 - % 到 + % 的 整个 区 间 , 从 而 和 以 前 的 情形 毫 无 区 别 . 如 果 
LA) 和 DZ(r) 都 是 > 的 偶 函 数 [LV( -r) =V(r) ] ,上 述 情况 就 有 可 能 发 生 . 此 时 
的 波 函 数 x,(r) 和 x,(7) 或 者 是 偶 函 数 或 者 是 奇 函 数 D( 见 $21) ,假若 Fr) 函数 
也 是 偶 的 或 奇 的 ,乘积 x, fx; 就 有 可 能 是 偶 函 数 . 

为 一 方面 ,如 果 被 积 函 数 不 是 偶 函 数 [ 如果 U(7) 不 是 偶 函 数 ,就 有 这 种 情 
帝 ] ,那么 积分 路 径 的 起 点 就 不 能 从 >=0 点 移 开 ,而 且 m =0 点 的 值 就 应 包含 在 
(51. 8) 式 的 7 的 各 种 可 能 值 中 . 


习 题 


1. 计算 =Voe “ 场 中 的 准 经 典 和 矩阵 元 (只 算 指 数 因子 ). 
解 :U(x) 只 有 %-，- o% 时 变 成 无 穷 大 . 相应 地 可 令 (51.6) 中 的 = -wm. 这 
个 积分 可 以 延伸 到 %= +%m. 方 括号 内 每 一 项 积分 时 ,都 在 其 下 限 - o 处 发 散 . 
因此 我 们 先 计 算 从 -x 到 +% 的 积分 ,然后 再 取 极 限 x 一 >%w. 结果 得 
fa ~ exp | = na | 


其 中 的 = ME /ms Se M2Es/m 为 无 穷 远 处 (% 一 >% ) 的 粒子 速度 ,该 处 的 运 


由 Cr) 为 偶 函 数 时 , 径 向 波 函数 R(7) 的 奇偶 决定 于 1 的 奇偶 . 这 可 从 r+ 很 小 时 的 R(r) 看 出 来 (此 
时 有 R~r). 
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动 是 自由 运动 . 

2. 与 题 1] 相同 ,但 在 库仑 场 V=ar 中 , 求 1=0 的 两 个 态 间 的 准 经 典 跃迁 甜 
阵 元 . 

解 :V(Cr) 函数 的 唯一 奇 点 是 r=0. 相应 的 积分 式 已 在 $50 题 2 中 算 过 . 按 
(51.8) 式 ,结果 得 


fi, ~ exp Te (一 -一 ) | 








在 oa 
3. 同 第 一 题 , 求 非 谐 振子 的 跃迁 矩阵 元 ,其 势能 为 
U(x) = + Bx’ 
在 下 列 条 件 下 计算 : 
A eM (1) 


B 
解 :对 正文 中 所 讲 有 限 运 动 的 推广 表明 ,公式 (51.6) 仍 旧 成 立 , 应 当选 取 两 
个 点 x% 一 土 w 作为 et 我 们 有 


A ~exp | - ra 2m(U-E,)dx-— ] Vim(U-E) ds | 上 


在 (1) 式 条 件 之 下 ,给 出 主要 贡献 的 区 域 是 


bE FE 2 e 
人 (ZY 
nOY MO B 








其 中 
本 4 SE, BB. 
将 指数 展开 为 ( 书 RN i 
dlxl 局 | 
fa ~ exp - ja Ny ja ) 








在 区 间 (2) 中 对 数 发 散 的 积分 应 予 舍 去 , 即 在 上 限 x~ V(mw )/B 时 和 在 下 限 


xX~a,~ MVE,/(mw ) 及 x~al ~ MVE/(mw ) 时 ,结果 得 





2 和 
ho ( 2 BR an BE ) 
引入 态 的 数目 ， 
ni 二 E/fo, n,~bk,/iow, 
可 将 答案 写成 


na/2 


Wy 要 | 所 ] 


We mw 


(n2 -nl1)/2 
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既然 在 解 题 过 程 中 存在 较 大 的 x 值 ,这 个 解答 在 (xz) 不 过 快 地 趋 近 无 穷 大 时 是 
成 立 的 . 如 果 将 所 zx) 展 开 成 为 多 项 式 ,那么 它 的 晨 次 应 该 比 ( 刀 -nn,) 小。 


$S2 准 经 典 情 形 下 的 跃迁 概率 


势 垒 贯穿 是 经 典 力学 中 完全 不 可 能 实现 的 一 个 例子 . 准 经 典 情形 下 这 个 过 
程 的 概率 是 一 个 指数 式 的 小 量 . 它 的 有 关 指 数 宕 可 用 下 法 确定 . 

考虑 任 一 系统 从 一 态 到 另 一 态 的 牙 迁 ,我 们 解 出 相应 的 经 典 运动 方程 , 求 出 
其 路 迁 “ 轨 道 ”; 但 是 根据 经 典 力学 中 并 不 出 现 这 种 过 程 的 事实 ,这 必然 是 复数 
解 . 例如 ,我 们 发 现 ,系统 从 一 态 形式 上 跃迁 到 另 一 态 的 那个 “跃迁 点 ”gq, 一 般 讲 
来 是 一 个 复数 点 ;该 Oe i 然后 我 们 来 计算 系统 的 作用 
量 Si(g1,g0) +S ey q2) ,该 系统 在 第 一 个 态 中 从 某 个 初 位 置 9, 出 发 运动 到 “ 牙 
迁 点 ”qo ,再 在 第 二 个 态 中 从 gq。 册 天 交 和 大 二 上 的 4; 位 置 . 所 求 的 这 一 过 程 的 
概率 由 下 式 给 出 


w ~exp{ -二 m[s(o ,oo) +52(g0,9:)] 1] 和 


如 条 牙 迁 点 "的 位 置 不 是 唯一 的 , 则 应 从 中 选取 这 样 的 点 ,使 得 (52. 1) 式 
中 的 指数 医 具 有 最 小 的 绝对 值 [ 当然 ,这 个 绝对 值 还 应 足够 的 大 ,使 得 (52. 1) 式 
仍 能 成 立 ]. 中 

(52. 1) 式 是 和 $51 中 计算 准 经 典 和 矩阵 元 时 导出 的 规则 一 致 的 ,但 应 
nt et pa es 将 是 不 正确 的 . 

基于 (52. 1) 式 的 复 经 典 轨 道 法 是 一 个 普遍 方法 , 它 可 适用 于 具有 任意 多 自 
由 度 的 系统 中 的 跃迁 (I. 开 . Tan 如 果 牙 迁 点 是 实数 但 位 于 经 典 禁 区 
内 , 则 (在 一 维 运动 的 简单 情形 下 ) (52. 1 ) 式 与 势 驴 贯穿 的 概率 式 (50.5) 相同. 


垒 顶 之 上 的 反射 


让 我 们 把 (52. 1) 式 应 用 于 倒 顶 反射 的 一 维 问题 ,所 谓 人 又 项 之 上 的 反射 ,就 
征 指 粒 子 能 量 超过 势 又 高 度 时 发 生 的 反射 . 在 这 种 情形 下 ,g。 就 取 粒 子 运 动 反 
问 扣 (“ 回 点 ”)%o 的 复 坐标 ,也 就 是 方程 U(x) =E 的 复 根 . 我 们 来 看 一 下 ,怎样 
能 更 精确 地 算出 包括 指数 前 系数 在 内 的 反射 系数 . 

我 们 必须 ( 像 $50 那样 ) 再 一 次 建立 势 又 远 右 侧 的 波 函 数 (透射 波 ) 与 远 左 
侧 的 波 函 数 (入 射 和 反射 波 ) 间 的 关系 . 采用 $47 和 $50 中 类 似 的 方法 ,把 y 看 
作 复 变量 x 的 函数 ,不 难 做 到 这 一 点 . 

把 透射 波 写 成 下 列 形式 


中 如果 该 系统 的 势能 本 身 具 有 奇 点 ,那么 这 些 奇 点 也 应 算 入 go 的 可 能 值 中 . 
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] i 
沙 ， pe pdx | , 
式 中 的 x 为 实 轴 上 的 任 一 点 ,我 们 来 追究 它 沿 上 半 平 面 中 曲线 C 的 变化 ,C 围绕 
(在 足够 远 处 ) 回 点 xo( 图 19) ;这 条 曲线 的 整个 最 后 部 分 必须 位 于 很 远 的 左 区 ， 
使 得 入 射 波 的 近似 ( 准 经 典 ) 波 函数 中 的 误差 
远 小 于 欲求 的 小 量 消 . 绕 过 xx 点 致使 





v 五 -TUzJ 改 变 符号 , 回 到 实 轴 后 少 , 函数 就 
变 成 向 左 传播 的 反射 波 水 .@D. 由 于 入 射 波 和 
透射 波 的 振幅 可 以 看 作 是 相等 的 ,所 求 的 反 3 
射 系数 R 就 简单 地 等 于 y_ 和 vy, 的 模 量 平方 i 
之 比 : 
| = ( -Fim | pdr). (SZ. 和 2) 


导出 此 式 后 ,指数 寄 的 积分 路 线 就 可 以 任意 变形 ;如 果 变 换 到 图 19 所 示 的 
C' 曲 线 , 则 上 式 积分 化 成 从 x, 到 xo 的 积分 的 两 倍 , 我 们 得 名 


R = exp [os ,0 ) | ; 汪 ( 光 二 {pas 2 


由 于 P(x) 在 整个 实 轴 上 都 是 实 量 ,x, 点 的 选 法 无 关 紧 要 . @ 注 意 (52. 3) 中 指数 
前 的 系数 为 1(B. 1. IIokpoBcKH 交 ,C.K. CagBHH ,中 .P. yaaay. 1958).®. 
如 前 所 述 ,在 xo 的 所 有 可 能 值 中 ,我们 应 选 这 样 一 个 值 , 使 得 (52. 3 ) 式 的 指 
数 才 具有 最 小 的 绝对 值 ( 并 且 此 值 必 须 远 大 于 1) 包 . 这 还 上 暗示 着 ,如 果 势 能 U(x) 
本 映 在 上 半 平 面具 有 奇 点 ,对 这 些 点 而 言 ,积分 rc (x,xo) 具 有 较 大 的 值 @; 和 否则 
指数 医 将 由 这 些 奇 点 之 一 来 确定 ,而 指数 前 的 系数 将 不 会 像 (52. 3 ) 中 那样 等 于 
1. 如 有 果 U(x) 随 着 能 量 E 的 增 大 在 上 半 平 面 某 处 变 成 无 穷 大 的 话 , 这 个 条 件 肯 
定 无 法 满足 :此 时 满足 UVU=E 的 % 点 在 趋 于 极限 时 十 分 接近 于 满足 U=% 的 x。 


@ ”如 绕 xo 点 下 面 的 曲线 (例如 ,简单 地 沿 实 轴 ) ,yw ,函数 就 转变 成 人 射 波 . 

@ 此 处 给 出 的 证 明 出 自 朗 道 (1961 ) . 

@) 在 某 些 情况 下 ,值得 注意 的 不 仅 是 人 射 波 和 反射 波 的 振幅 关系 ,还 有 它们 的 相位 关系 . 这 一 关系 
是 $25 中 所 述 的 系数 a 和 有 所 反映 的 反射 波 的 振幅 所 决定 的 . 通过 上 面 的 讨论 不 难看 出 ,从 左边 射 来 的 


波 的 反射 振幅 是 
(和) =-iew[ 守 (pastpm ) |， %1 一 和 一 00 。 


式 中 的 因子 ( -让 就 与 通过 回 点 时 指数 前 的 系数 的 相位 变化 有 关 . 
@ 正文 中 此 结果 的 推导 是 由 朗 道 作出 的 . 
”当然 ,我 们 只 考虑 o>0 的 xo 点 ,即位 于 上 半 平 面 的 xo 点 . 
@ 注意 这 时 图 19 中 的 积分 路 径 C 应 该 从 函数 U(x) 的 奇 点 下 方 通过 . 
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点 ,因而 这 两 个 点 对 反射 系数 作出 的 贡献 大 小 差不多 [积分 r(x。,xo) ~1], 公 
式 (52.3) 不 再 成 立 . 在 极限 情形 下 , 当 大 到 使 得 积分 值 远 小 于 1 时 , 微 扰 论 开 
始 适用 ( 见 题 2) 外. 


习 题 


1. 采用 精确 到 指数 因子 的 准 经 典 近 似 , 求 一 氛 核 和 一 重 核 ( 当 作 有 库仑 场 
的 固定 力 心 ) 碰 撞 时 氛 核 的 衰变 概率 (E. M. JIadrrzrmr ,1939 ). 

解 : 对 反应 概率 的 主要 贡献 来 自 零 轨道 角 动 量 的 碰撞 , 准 经典 近 似 中 这 就 是 
对 头 撞 ,粒子 的 运动 变 成 一 维 运动 . 

令 正 为 氛 核 能 量 , 以 e 为 单位 ,e 是 氛 核 的 质子 和 中 子 的 结合 能 ;天 , 和 已 为 
所 释放 中 子 和 质子 的 能 量 , 同 样 以 e 为 单位 . 我 们 还 采用 无 量 岗 坐标 g = er/Ze 
(Ze 是 重 核 的 电荷 ) ,并 用 go 代表 gq 在 “跃迁 点 ”的 值 (一 般 是 复 值 ), 亦 即 氛 核 
“衰变 时 刻 ” 的 值 . 我 们 可 写 出 
1 ， LE 1 


2 | 
i nk Ss 《1 


其 中 由 ,和 四 是 衰变 时 刻 各 粒子 的 速度 ,以 Ve] 抽 为 单位 ,m 是 核子 质量 ;ju ,是 
实 量 并 与 释 出 中 子 的 速度 相等 ,但 v, 和 vw 都 是 复 量 . 由 跃迁 点 处 的 能 量 和 动量 守 
恒 条 件 给 出 


E 


kh +E =E-1 oY Fy, = yy Cy) 
故 有 


; 、 1 让 、-g 
= 
0 


跃迁 前 系统 的 作用 量 相 当 于 氛 在 核 场 中 直到 衰变 点 为 止 的 运动 ; 它 的 虚 部 为 


ImS, = Ze a j4 (EE ) da = 
= Ze- lm 2 2) ws cosh™ 巨 | (3 
和 gqoE 1. 


跃迁 后 ,作用 量 相 当 于 中 子 和 质子 离开 衰变 点 的 运动 : 


ms = Ze 于 mm | 2 dd + 人 pz( 巨 -一 ] az] = 
-ze /Emm = Wg + /reosh foo, | (4) 


据 (52. 1) ,此 过 程 的 概率 为 


QD ”中间 情 形 曾 由 B.A. TIokposckn 站 和 I. M. XrrarHrKoB 研究 过 (水 sgT@ ,40 ,1713 ,1961 ) 


$52 准 经 典 情形 下 的 跃迁 概率 .179 . 





~exp{ - 2 [em [Bareosh VgoE, -om VG | 3 


ee 它们 的 虚 部 必须 分 别 与 
Imv, 和 Imv, 具 有 相同 的 符号 ,后 两 者 的 符号 在 (2) 式 之 解 中 已 经 这 样 选 定 : 使 得 
AS +5.) >»0., 

由 于 勾 与 五 成 指数 依赖 关系 ,衰变 (具有 任意 的 已 ,和 巨 , = 正 -1 -五 , 值 ) 的 
总 概率 由 指数 办 (作为 ,的 函数 ) 的 最 小 绝对 值 给 出 . 分 析 表 明 , 此 事 发 生 在 EE， 
一 0 时 . 此 时 有 go。=1A(E+1), 从 (5) 式 得 


0 exp{ 1 | | ee /= | -eeon 下 | | 


这 个 公式 的 成 立 条 件 是 指数 知 必 须 远 大 于 工 . 
对 妨 的 非 零 值 算出 作用 量 $S=S$, + 的 虚 部 后 ,我 们 可 以 求 出 所 释放 粒子 
的 能 量 分 布 . 在 邻近 已 , =0 处 ,我 们 有 由 


ImS( E,) - ImS(0) ~E, | 








i 


dE, 
计算 导数 后 给 出 


dw a Po [OO 
dE, p{ rt 


证-1 


2. 如 粒子 能 量 满足 微 扰 论 条 件 ， 求 鱼 顶 之 上 的 反射 系数 . 

解 : 采 用 (43.1) 式 , 初 态 和 末 态 波 函 数 是 沿 相 反方 向 行进 的 两 个 平面 波 ,分 
别 按 单位 流 密度 归 一 化 和 按 动量 除 以 2T 下 的 8 函数 归 一 化 , 式 中 的 dz=dp/ 
2T7 所 ,而 p' 是 反射 后 动量 ,算出 对 p' 的 积分 ( 计 及 6 ey 


全 U(x) er dx| ; (1) 





一 








和 
如 果 微 扰 论 的 适用 条 件 得 到 满足 ,此 式 即 成 立 , 这 个 条 件 为 Ua/jw <<1,a 为 执 
总 宽度 ( 见 $45 附注 3), 同 时 有 pa/ 声 三 1. 后 一 条 件 保 证 了 尺 (P) 函 数 的 非 指 数 
性 ;不 然 的 话 ,(1) 式 的 成 立 问题 尚 需 作 进一步 的 研究 . 

3. 当 U(x) 通 数 在 x*=%o 处 具有 一 个 人 儿 率 间断 点 时 , 试 求 在 准 经 典 势 全 和 侍 顶 
之 上 的 反射 系数 . 
解 :如 果 U(x) 函 数 对 实 的 值 具有 某 种 奇 点 , 则 反射 系数 主要 由 该 点 附近 


Q@ 下 =0 时 ,函数 ImS( 5,) 有 一 个 尖 点 ,从 尖 点 出 发 不 管 对 正 的 和 人 负 的 E,( 负 值 对 应 于 中 子 被 重 核 
俘获 ) ,函数 值 都 增长 . 
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的 场所 决定 ,并 可 用 微 扰 论 形式 地 加 以 计算 ,并 不 要 求 微 扰 论 对 所 有 的 x 都 成 
立 ; 准 经 典 条 件 的 满足 已 经 足够 . 我 们 就 得 到 题 2 的 (1) 式 ,唯一 差别 是 入 射 粒 
子 的 动量 必须 改 成 p(x) 在 奇 点 处 的 值 . 
目前 情形 下 我 们 取 作 率 间断 点 为 x*=0 点 ,因此 在 这 点 附近 有 
*>0WHHU= -Fx <0NHU= -Tw 
下 不 同 于 F,. 对 x 进行 积分 时 ,可 在 被 积 函 数 中 引进 一 个 阻尼 因子 es*iz* ,积分 做 
出 后 再 令 A 一 0. 结果 为 
m’ #7 2 

RS 
式 中 的 po =p(0). 
$53 居 渐 微 扰 作用 下 的 跃迁 


”我 们 在 $41 中 已 经 提 到 过 ,在 微 扰 随 时 间 的 变化 十 分 缓慢 的 极限 情形 下 ， 
系统 自 一 态 到 另 一 态 的 跃迁 概率 趋 于 零 . 现在 来 定量 地 研究 这 个 问题 ,算出 在 绥 
变 ( 温 渐 ) 微 扰 作 用 下 的 跃迁 概率 (I. I. Jannay ,1961 ) . 

设 系 统 的 哈密 顿 量 为 时 间 的 缓 变 函数 , 当 1 + o 时 趋向 一 定 的 极限 . 并 设 
WW.(9,t) 和 E(t) 是 由 苹 定 调 方 程 H(i)y, = E,w, 解 出 的 本 征 函 数 和 能 量 本 征 值 
(依赖 于 时 间 参 量 ) ;由 于 五 的 时 间 变 化 具有 温 渐 性 ,E, 和 的 时 间 变 化 也 是 组 
慢 的 . 我 们 面临 的 问题 是 ,如 果 -> - w 时 该 系统 处 于 风 , 态 , 求 -+ o 时 系统 处 
于 某 一 由 , 态 的 概率 W | : 

微 扰 的 缓 变性 意味 着 “跃迁 过 程 " 具 有 很 长 的 持续 时 间 , 因 而 作用 量 的 改变 
| 由 积分 式 - | EC a 给 出 ) 很 大 . 在 这 个 意义 上 所 设 问 题 具 有 准 经 典 性 ,所 求 


的 概率 主要 由 下 列 := 值 确定 : 
| (353.1) 
io 相当 于 经 典 力 学 中 的 “跃迁 时 刻 ” (参考 $52) ;实际 上 ,这 样 的 跃迁 在 经 典 力 
学 中 当然 是 不 可 能 的 , 它 表现 于 方程 式 (53. 1) 具 有 复 根 . 与 此 有 关 , 就 有 必要 研 
究 1 为 复 参量 时 在 1=4 点 的 邻 域内 苹 定 衫 方程 之 解 所 具有 的 特性 ,在 i 点 处 两 
个 能 量 本 征 值 变 成 相等 . 
我 们 将 看 到 ,在 该 点 附近 本 征 函 数 y, ,yw, 将 随 t 强 烈 变化 .为 了 求 出 其 关系 ， 
我 们 先 令 yy ,yw, 的 线性 组 合 为 po ,9, ,并 满足 下 列 条 件 : 


| pidg= | ¢2dg =0， | wead9 =1. (33.2) 


只 要 和 运 当选 择 复 组 合 系数 (1 的 函数 ) ,总 能 做 到 这 一 点 . pg, 和 9, 在 1=i, 处 没有 
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现在 把 本 征 函 数 写成 下 列 线性 组 合 形式 : 
Wy =a + 4,9 【33 3】 
要 注意 的 是 , 当 “ 时 间 ”t 为 复 变量 时 ,由 于 势能 U(i) 关 U(1)" ,H(i) 算 符 [ 呈 


(17..4) 形 式 ] 仍 等 于 它 的 转 置 算 符 (应 = 启 ) 但 不 再 厄 米 ( 户 关 龙 " )， 
把 (53.3) 式 代入 薛 定 兽 方程 ,对 该 式 左 乘 pi 或 9,, 然 后 对 dq 积分 . 引入 下 
列 记号 : 


H(t) = | ppdg, (53.4) 


考虑 到 哈密 顿 量 的 上 述 性 质 我 们 有 及 , = Hi ,结果 得 下 列 方程 组 : 
有 ai + Hi,a, = ba,, 
Cy 
Ha + Ha, = Ea,. 


这 个 方程 组 有 非 零 解 的 条 件 为 (Hi, -E) = Hi ,此 式 之 根 给 出 了 能 量 本 征 
值 : 


Su (53.6) 
把 它 代 入 (53.5) 式 中 ,得 
4, Hi 


由 (53.6) 式 可 知 , 为 使 在 t=t 点 两 个 本 征 值 相等 ,其 中 的 Hi 或 有 ,在 该 点 
应 等 于 零 ;我 们 假定 它 是 瓦 ,. 在 正则 点 ,一 个 函数 一 般 讲 来 随 i -i 而 趋 于 零 , 因 
此 有 


E(t1) -E(t ) = 土 常 数 x Wi- ， (53.8) 
即 E(i) 在 1=t。 处 具有 支点 . 我 们 还 有 a, ~ Vi-to, 故 在 t= 点 只 有 一 个 本 征 


函数 由 

现在 我 们 看 到 ,所 设 问题 在 形式 上 完全 类 似 于 $ 52 中 讨论 过 的 健 顶 反射 间 
题 . 我 们 有 “对 时 间 为 准 经 典 的 " 史 (1) 波 函数 ,代替 了 $ 52 中 对 坐标 为 准 经 典 的 
函数 ,希望 求 出 上 + % 时 波 函 数 中 的 eye 项 ,而 当 1 - % 时 波 函 数 为 
更 (让 =yie- 这 类 似 于 用 x 一 + %w 的 透射 波 求 出 x- - % 的 反射 波 问题 . 欲 


求 的 跃迁 概率 为 w = 1c,1 .作用 量 S$S= - | EC) 是 由 具有 复 支 点 的 (i) 尹 


数 的 时 间 积 分 给 出 [正如 积分 [pas 中 的 p(x) 函数 具有 复 支 点 那样 ] ,因此 ,所 


考虑 的 问题 ,可 以 通过 上 复 平 面 上 从 很 大 负 值 到 很 大 正 值 的 一 个 积分 回路 加 以 
解决 ,正如 $52 中 对 x 复 平面 所 作 的 那样 ,我 们 不 在 这 里 重复 这 种 推导 . 
我 们 假定 实 轴 上 有 E, > Ei. 此 时 回路 必须 位 于 复 变 量 1 的 上 半 平 面 (该 处 
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的 比值 e  ” /e ”是 增长 的 ). 结果 得 下 列 公 式 [ 类 似 于 (52.2) 式 ] 
wa =exp (FIm | E(t) dt), ($53.9) 


其 中 的 积分 沿 图 19 所 示 的 回路 ( 自 左 向 右 ) 进 行 . 
在 支点 之 左 的 回路 上 有 =E, 支 点 之 右 的 回路 上 有 = E,. 因此 可 把 
(53.9) 瑟 成 


W =exp | -2Im 上 wa (t) dt ) (53, 10) 


其 中 的 oa = (EE,)/ 乒 ,ti 为 实 轴 t 上 的 任 一 点 ;t6 点 应 选 (53. 1) 式 的 一 个 复 
根 ,此 根 位 于 上 半 平 面 内 ,并 使 (53. 10) 式 中 的 指数 军 具 有 最 小 的 绝对 值 D. 除了 
以 上 日 1 态 直 接 蹊 迁 到 2 态 以 外 ,还 可 能 有 通过 几 个 中 间 态 的 “跃迁 方式 ”; 其 
概率 也 可 用 类 似 的 公式 表 出 . 例如 按 1 一 3 一 2 的 “方式 ”进行 跃迁 时 ,(53. 10) 式 
中 的 积分 应 改 成 以 下 两 个 积分 之 和 


1631) i623) 
| ou (d+ | wa CE ds, 
式 中 的 两 个 积分 上 限 分 别 为 E(t) ,E(t) 以 及 E,(i1),E,(t) 的 两 个 “交点 ”. 以 
上 的 积分 式 , 是 采用 同时 围绕 这 两 个 复 交 点 的 一 个 回路 后 得 出 的 . @ 


习 题 


确定 服从 下 列 方 程 
i CE 
di 
的 经 典 振 子 , 当 其 频率 w(ti) 由 二 一 o 时 的 四 到 二 +o 时 的 mw; 作 缓慢 变化 时 ， 
其 浸 渐 不 变量 的 变化 (A. M. JprxHe ,1960 ). 
解 :方程 (1) 是 由 薛 定 请 方程 经 过 下 列 变 换 而 来 : 
Vx, Xt; p(X)/h=k(x)—w(t) 
变换 后 ,这 个 问题 在 形式 上 等 价 于 在 8$25 中 讨论 过 的 势 垒 反射 问题 . 这 就 把 浸 
渐 不 变量 变化 的 计算 引 向 反射 振幅 的 计算 . 
将 ti 一干 w 时 (1) 式 的 解 写 成 
X=Ale"'+Are “', x——-%, 
WA +A 6 i W308, 


根据 (25.6), 有 


Q@@ 4w 的 可 能 值 中 尚 须 包 含 能 使 E(t) 成 为 无 穷 大 之 点 ;对 这 些 点 而 言 (53.9) 式 指数 前 的 系数 不 等 


本 
@， 连续 谱 的 中 间 态 问题 需 另行 考虑 . 
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A, =a4| +BA,. (2) 
振子 的 浸 渐 不 变量 等 于 尼 [ow, 因 此 
1 =mox, =2mo14,1’, L =2mw,1A4,1’, 
将 (2) 式 代入 ,得 
L,=2mow,[ (lal’ +181 14 +2Re(aB A’)]. 
利用 (25.7) 式 ,此 式 在 我 们 目前 的 情况 具有 下 列 形式 : 
lal” = 181” +@,/ws ,得 
1, - =4mw,[ Bl 1A.1’ +Re( oag8 A’)]. (3) 
我 们 在 这 里 讨论 的 w(1) 缓 慢 变 化 的 情况 相当 于 上 一 节 中 势 全 反射 的 准 经 
典 情况 . 在 这 种 情况 下 ,B 是 指数 式 的 小 量 , 而 lal 二 w/w,. (事先 假设 w* (1) 在 
1 的 实 轴 上 没有 奇 点 和 零点 ). 上 一 节 中 讲 过 的 计算 反射 振幅 的 方法 给 出 1 -1 
的 估计 是 
AT = 五 二 五 二 18i ~ exp | -2Im | oar), 


式 中 加 是 加 的 上 半 平 面 上 对 AT 给 出 最 大 贡献 的 一 个 特殊 点 . 这 个 公式 与 $51 
中 ( 见 卷 1) 中 所 讨论 的 简 谐 振子 情况 的 结果 一 致 . 当 w "(1) 在 上 半 平 面 有 简单 
零点 时 ,用 上 节 的 公式 还 可 以 求 出 指数 因子 前 面 的 系数 . (参见 177 页 的 脚注 ) 
注意 ,(3) 式 的 第 二 项 , 亦 即 主要 项 是 依赖 于 振动 的 初 相 位 的 , 当 对 初 相位 
平均 时 得 
AT~2RI ， 
式 中 及 一 181? 是 “反射 系数 ”. 
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第 八 章 


$54 上 自 旋 


经 典 力学 和 量子 力学 中 , 角 动 量 守 恒定 律 都 是 封闭 系统 空间 各 向 同性 的 结 
来 ,这 一 点 ,早已 用 角 动 量 和 旋转 对 称 性 之 间 的 关系 论述 过 . 但 在 量子 力学 中 ,这 
个 关系 具有 特别 深远 的 意义 , 它 确 定 了 角 动 量 这 个 概念 的 基本 内 容 ,特别 是 由 于 
粒子 角 动 量 的 经 典 定义 r xp 在 量子 力学 中 不 再 具有 直接 含义 ,因为 位 置 和 动量 
不 能 同时 测量 . 

我 们 在 $ 28 中 看 到 ,如果 ! 和 m 的 值 已 给 定 , 粒 子 波 函 数 的 角 部 关系 就 被 
确定 ,从 而 它 在 旋转 下 的 所 有 对 称 性 质 也 被 确定 .这些 性 质 最 一 般 的 表述 可 归结 
为 波 函 数 在 坐标 系 转动 下 的 变换 规律 . 

多 粒子 系统 的 波 函 数 iy( 角 动量 L 及 其 分 量 M 的 值 业 已 给 定 ) 只 有 当 坐 
标 系 绕 z 轴 转 动 时 才能 保持 不 变 由 ,任何 改变 z 轴 方向 的 转动 ,结果 都 会 使 角 动 
量 :分量 没 有 定 值 . 这 意味 着 ,在 新 的 坐标 系 中 ,这 个 波 函 数 一 般 变 为 具有 给 定 
L 值 但 有 不 同 M 值 的 2L+1 个 函数 的 全 加 ( 即 线 性 组 合 ). 我们 可 以 说 ,坐标 系 
转动 后 ,2L +1 个 函数 iy 变 成 了 它们 相互 的 线性 组 合 包 . 其 变换 规律 ( 即 组 合 系 
数 与 坐标 轴 转 动 角 之 间 的 函数 关系 ) 完 全 由 工 值 确定 . 因此 角 动 量 被 赋予 量子 
数 的 含义 , 它 能 对 一 个 系统 的 各 个 态 按照 坐标 系 转动 下 的 变换 性 质 加 以 分 类 . 角 
动量 概念 的 这 一 方面 ,在 量子 力学 中 特别 重要 ,因为 它 和 角 部 波 函 数 的 显示 式 没 
有 直接 的 联系 ;不 用 这 些 显 示 式 也 能 表 出 这 组 函数 的 相互 变换 规律 . 

我 们 来 考虑 一 个 复合 粒子 ,例如 一 个 原子 核 , 它 整 个 地 静止 并 且 处 于 某 一 确 


由， 除了 一 个 不 重要 的 相位 因子 外 . 
@ 用 数学 术语 来 说 ,这 组 函数 构成 了 旋转 群 的 一 个 不 可 约 表示 . 得 以 进行 相互 线性 变换 的 这 组 函 
数 中 的 独立 函数 的 个 数 , 称 为 该 表示 的 维 数 ;并 且 这 个 数 在 函数 组 的 相互 线性 变换 中 不 可 能 再 少 . 
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定 内 部 状态 中 .除了 内 能 外 ,由 于 核 内 粒子 的 运动 , 它 还 具有 确定 的 角 动 量 值 L. 
这 个 角 动 量 可 以 有 25 +1 种 不 同 的 空间 取向 .因此 , 当 我 们 考虑 这 个 复合 粒子 的 
整体 运动 时 ,除了 坐标 外 ,还 必须 增加 一 个 离散 变量 : 它 的 内 部 角 动 量 在 空间 茶 
一 选 定 方向 上 的 投影 . 

根据 我 们 对 角 动 量 概 念 的 上 述 理解 ,有 关 它 的 起 源 问题 显得 并 不 重要 . 我 们 
可 以 从 中 归结 出 “内 豪 ” 角 动量 的 概念 ,用 以 描述 粒子 ,不 管 这 个 粒子 是 “复合 ” 
的 还 是 “基本 ”的 . 

因此 ,在 量子 力学 中 ,每 个 基本 粒子 必须 赋予 一 个 与 其 空间 运动 无 关 的 “内 
京 ” 角 动量 . 基本 粒子 的 这 个 性 质 是 量子 理论 中 特有 的 (在 一 0 的 极限 下 消 
失 ) ,因此 在 原则 上 不 存在 经 典 解释 山 . 

个 粒子 的 内 享 角 动 量 称 为 该 粒子 的 自 旋 , 以 便 区 别 于 粒子 空间 运动 所 产 
后 的 角 动 量 , 所 谓 轨 道 角 动量 @. 我 们 所 讲 的 粒子 可 以 是 一 个 基本 粒子 ,也 可 以 
是 某 些 方面 类 似 于 基本 粒子 的 一 个 复合 粒子 (例如 一 个 原子 核 ). 一 个 粒子 的 日 
旋 ( 和 轨道 角 动 量 一 样 , 以 天 为 量度 单位 ) 用 来 代表 . 

对 于 有 自 旋 的 粒子 ,用 波 函 数 描述 其 状态 时 ,这 个 波 函 数 必须 不 但 能 确定 该 
粒子 处 于 不 同 空间 位 置 的 概率 ,而 且 也 能 确定 其 自 旋 具有 各 种 可 能 取向 的 概率 . 
因此 ,这 个 波 函数 不 但 依赖 于 三 个 连续 变量 , 即 粒子 的 三 个 坐标 ,而 且 还 依赖 于 
一 个 离散 的 自 旋 变量 , 它 给 出 自 旋 在 空间 某 一 指定 方向 (z 轴 ) 的 投影 并 取 为 数 
有 限 的 离散 值 ,我 们 用 o 代表 这 个 自 旋 变 量 . 

令 由 (x,y,z;0 ) 为 这 样 的 波 函 数 . 实质 上 它 代表 了 对 应 于 不 同 o 值 的 一 组 
不 同 的 坐标 函数 ;这 些 函数 称 为 波 函 数 的 各 个 自 旋 分 量 . 

下 列 积分 


| lyCx,y,2;0) | av 
确定 了 粒子 具有 某 个 o 值 的 概率 . 粒子 具有 任意 的 o 值 并 处 于 dV 体积 元 内 的 
概率 为 
dV > | (x,y,2;0) | 
量子 力学 的 自 旋 算 符 ,作用 于 波 函 数 的 自 旋 变 量 r 上. 换 句 话说 , 它 以 某 种 
方式 把 波 函 数 的 各 个 分 量 进行 相互 线性 变换 . 这 个 算 符 的 形状 将 在 以 后 建立 . 但 
从 最 一 般 的 考虑 很 易 知道 , 算 符 $.,5,,5. 应 该 满足 和 轨道 角 动量 一 样 的 对 易 


@ ”例如 ,把 基本 粒子 的 内 豪 角 动量 想象 为 “ 绕 自 身 轴 ”旋转 的 结果 ,这 是 完全 没有 意义 的 . 
@ 电子 具有 内 店 角 动量 的 物理 概念 是 由 G. 乌 伦 贝克 ( Uhlenbeck ) 和 S. 高 兹 米 特 (Goudsmit) 于 
1925 年 提出 的 . 1927 年 W. 泡 利 (Pauli) 把 自 旋 引入 量子 力学 中 ， 
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角 动 量 算 符 和 无 限 小 旋转 算 符 基 本 上 相同 . 在 $ 26 中 推导 轨道 角 动 量 算 符 
的 具体 表 式 时 ,我 们 考虑 了 旋转 算 符 作用 在 一 个 坐标 函数 上 所 得 的 结果 . 在 自 旋 
的 情形 下 ,这 一 推导 失去 意义 ,因为 自 旋 算 符 不 是 作用 在 坐标 上 ,而 是 作用 在 自 
旋 变 量 上 的 . 因此 ,为 了 求 得 对 易 关 系 式 ,我 们 必须 把 一 般 形 式 的 无 限 小 旋转 操 
作 看 作 一 般 的 坐标 系 旋转 . 如 果 我 们 先 绕 * 轴 再 绕 y 轴 连 接 进 行 两 次 无 限 小 旋 
转 ,或 者 把 次 序 倒 过 来 , 先 绕 y 轴 再 绕 * 轴 , 经 过 直接 计算 后 很 易 证 明 ,以 上 两 种 
操作 结果 的 差别 等 于 绕 z 轴 的 一 个 无 限 小 旋转 ( 转 过 的 角度 等 于 绕 x 轴 和 y 轴 
的 两 个 转角 的 乘积 ). 我 们 不 准备 进行 这 种 简单 的 计算 , 它 的 结果 仍 得 通常 的 角 
动量 分 量 算 符 之 间 的 对 易 关 系 式 ;由 此 可 见 ,这 一 对 易 关 系 式 对 自 旋 算 符 讲 来 也 
必 成 立 : 
[233 [8 8. = 入 ， Eas = (54.1) 
由 这 个 关系 式 导 出 的 所 有 物理 结论 也 都 应 成 立 . 
对 易 关 系 式 (54. 1) 能 使 我 们 求 出 所 有 可 能 的 自 旋 绝对 值 和 所 有 可 能 的 自 
旋 分 量 值 . $ 27 中 导出 的 所 有 结果 [(27.7) 一 (27.9) 式 ] 仅 仅 应 用 了 对 易 关 系 
式 , 因 此 这 些 结果 在 这 里 也 能 全 部 适用 ,只 要 把 上 述 各 式 中 的 工 换 成 s 就 可 以 
本 .根据 (27.7) 式 , 自 旋 z 分 量 的 本 征 值 是 递 差 数 为 1 的 一 组 数值 . 但 是 我 们 不 
能 像 轨 道 角 动 量 的 工分 量 那样 断定 这 些 数值 一 定 都 是 整数 [$27 之 初 给 出 的 推 


导 在 这 里 不 能 成 立 ,因为 它 是 以 (26. 14) 式 的 外 算 符 为 基础 的 ,这 个 表 式 只 对 轨 
道 角 动 量 成 立 ]. 

其 次 ,s, 这 套 本 征 值 具有 上 下 限 ,这 两 个 上 下 限 的 绝对 值 相等 而 符号 相反 ， 
我 们 用 +s 表示 之 . s, 的 最 大 值 和 最 小 值 之 差 2 必须 是 一 个 整数 或 零 . 因此 * 可 


于 是 , 目 旋 平方 的 本 征 值 等 于 
s =s(s+1), ($4.2) 
其 中 的 * 可 以 是 一 个 整数 (包括 零 ) 也 可 以 是 一 个 半 整 数 .* 给 定 后 , 自 旋 的 ;分 
量 可 取 s,s -1,…, 一 s, 等 2s +1 个 不 同 的 数值 . 因此 , 自 旋 为 :的 粒子 波 函数 具 
有 2s +1 个 分 量 忠 . 
实验 表明 ,大 多 数 的 基本 粒子 [电子 , 正 电 子 ,质子 , 中 子 儿 子 和 所 有 的 超 子 


(A, 芝 ,名 ) ] 具 有 地 的 自 施 . 此 外 ,也 有 些 基本 粒子 (介子 和 介子) 的 自 施 等 


WD ”由 于 每 类 粒子 的 :是 一 个 给 定 值 , 故 在 经 典 力学 极限 情形 下 (>0) 自 旋 角 动 量 无 * 趋 于 零 . 对 轨 
道 角 动量 讲 来 由 于 ! 可 取 任 意 值 ,这样 的 论证 就 失去 意义 . 过 渡 到 经 典 力学 时 ,无 趋 于 零 同 时 /趋向 无 穷 
大 ,可 是 乘积 记 仍 为 有 限 值 . 
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于 零 
一 个 粒子 的 总 角 动 量 等 于 它 的 轨道 角 动 量 1 加 上 自 旋 s. 这 两 个 算 符 作用 
于 函数 的 不 同 变量 上 ,当然 是 彼此 对 易 的 . 总 角 动 量 
j=1+s (54.3) 
的 本 征 值 ,与 两 个 不 同 粒 子 的 轨道 角 动 量 之 和 一 样 ,取决 于 “矢量 模型 "的 相 加 
法 则 (§ 31). 这 就 是 说 ,给 定 了 ! 和， 以 后 ,总 角 动 量 可 取 1+s,l+s-1,…， 


1 -sl 等 值 . 因此 ,轨道 角 动量 1 不 等 于 零 的 一 个 电子 ( 自 旋 为 地 ) 具 有 总 角 动量 


业 
2 二 
多 粒子 系统 的 总 角 动 量 算 符 J 等 于 每 个 粒子 的 角 动 量 算 符 六 之 和 , 它 的 本 
征 值 仍 用 矢量 模型 法 则 加 以 确定 . 角 动 量 了 可 以 表 成 下 列 形状 : 
J=b+ Le > Ls SE > A (54.4) 


其 中 的 $ 可 称 为 该 系统 的 总 自 旋 , 工 可 称 为 该 系统 的 总 轨道 角 动 量 . 我 们 注意 
到 ,如 采 该 系统 的 总 自 旋 为 半 整 数 ( 整 数 ) , 则 总 角 动 量 也 是 半 整 数 (整数 ) ,因为 
轨道 角 动量 永远 是 整数 . 特别 是 ,如果 该 系统 是 由 偶数 个 同类 粒子 组 成 的 , 它 的 
总 目 旋 永 远 是 整数 ,从 而 它 的 总 角 动 量 也 是 整数 . 


一 个 粒子 的 总 角 动 量 算 符 j (或 一 个 多 粒子 系统 的 了 ) ,和 轨道 角 动 量 算 符 
或 自 旋 算 符 满足 同样 的 对 易 关系 ,这 个 关系 是 任意 角 动 量 所 应 满足 的 普遍 的 对 
易 关 系 . 由 这 个 对 易 关系 所 导出 的 角 动 量 和 矩阵 元 公式 (27. 13) ,对 任意 的 角 动 量 
讲 来 也 都 成 立 , 只 要 这 些 矩 阵 元 是 由 该 角 动 量 的 本 征 态 所 定义 的 . 对 任意 矢量 的 
矩阵 元 ,公式 (29.7 ~10) 也 同样 成 立 ( 改 变相 应 的 记号 ). 


习 题 


j=1+ 广 ;1=0 时,j 只 有 一 个 值 j= 


自 放 为 了 的 粒子 处 于 we = 二 的 态 中 ， 求 该 自 旋 在 z' 轴 上 的 投影 取 各 可 能 什 
的 概率 , 设 z' 轴 和 z 轴 的 夹 角 为 0. 
解 :平均 后 的 自 旋 矢 量 s 显然 沿 = 轴 , 且 其 数值 等 于 把 它 投影 到 z' 轴 上 ， 


求 得 自 旋 沿 z' 轴 的 平均 值 为 5， = 7 eos 页 嚼 一 方面 ,我 机 又 看 于 = 


到 (wm， -如 _) ,其 中 的 如 ,为 5，= 十 二 的 概率 .考虑 到 刀 ，+ =1, 我 们 得 


Ww, =cos (0/2), w._ = sin’( 0/2). 
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在 本 章 以 后 各 节 中 ,我 们 不 想 讨 论 波 函 数 与 坐标 的 关系 . 例如 , 当 我 们 讲 到 
坐标 系 旋转 后 函数 y(o) 的 行为 时 ,我 们 可 以 假定 该 粒子 处 于 原点 ,使 得 它 的 坐 
标 在 旋转 中 保持 不 变 , 这 样 得 到 的 结果 将 标志 出 ww(o) 函数 对 自 旋 变量 o 而 言 
的 行为 . 

变量 oc 和 普通 变量 (坐标 变量 ) 的 区 别 在 于 它 的 离散 性 . 一 个 线性 算 符 作用 
在 离散 变量 o 的 函数 上 ,所 得 的 最 普遍 形式 为 

(jy)(c) = > jcy(c )， (55.1) 


其 中 的 f,,, 是 一 些 常 数 . 我 们 把 fy 放 在 括号 内 是 为 了 强调 在 它 后 面 所 跟 的 自 旋 


宗 量 不 是 属于 原 函 数 ,而 是 属于 用 算 符 f 作用 后 所 得 的 那个 函数 . 容易 证 明 ， 
及 -是 和 按 通常 规则 (11.5) 所 定义 的 算 符 矩阵 元 一 致 的 由 
(11.5) 中 对 坐标 的 积分 现在 换 成 对 离散 变量 求 和 ,所 以 矩阵 元 的 定义 为 


人 本 ye, (ao) [fy, (0o)]. 《三 ,对 


其 中 y, (c) 和 水 (zc) 是 算 符 ,的 本 征 函 数 , 属 于 本 征 值 :. =oi 和 ca; 每 个 函数 
对 应 于 一 个 态 ,粒子 处 于 此 态 时 具有 确定 的 s. 值 , 亦 即 此 时 波 畏 数 只 有 一 个 分 量 
不 等 于 零 包 : 
Yio)=6, (0)=6,,, (55.3) 
根据 (55. 1)， 
fy) 0) = 2 fry lo') = 2 frrbon =foo 
把 上 式 及 y,,(o) 的 表 式 代入 (55.2) ,该 式 恒 得 到 满足 ;证 毕 
由 此 可 见 , 作 用 于 o 的 函数 上 的 算 符 可 以 表 成 一 个 (2s +1) 行 (2s +1) 列 的 
和 矩阵. 特别 是 自 旋 算 符 本 身 , 作 用 在 波 函 数 上 后 , 按 (55.1) 有 
(sy)(o) = = sD), (55.4) 


按照 §54 末 段 所 述 ,矩阵 s, ,s,，,s， 与 $27 所 得 的 矩阵 L,， L, ,L. 相 同 ,只 是 把 字母 
LL 和 MM 改 成 和 oo: 


QD 注意 (55.1) 式 右边 矩阵 元 的 下 标 次 序 与 (11. 11) 式 中 的 通常 次 序 相反 . 
@ 更 明确 地 说 ,我 们 应 写成 
站 5 = 内 (xy7,z)6uiv: 
(55.3) 中 略 去 了 坐标 因子 ,在 那里 并 不 重要 . 
我 们 必须 再 一 次 强调 *. 的 特定 本 征 值 c 或 wx 有 别 于 独立 变量 er. 
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(s ed rs = Vs to) (so +1) S 
-iV tro) (so+1), (55.5) 





= 2 = 


(Dd 


a , 庆 


这 就 确定 了 自 旋 算 符 . 
* = 二, = + 本 ] 的 重要 情形 下 ,这 些 矩 阵 是 两 行 两 列 的 , 具 


1 
在 自 旋 为 于 | * = 
有 下 列 形式 
ee 
We 


(35.6) 


其 中 中 
yo 1 0 oe 

| 【0 0 Sette 

这 些 矩 阵 称 为 泡 利 矩 阵 . 矩阵 $, = 一 0, 确 是 对 角 的 ,因为 它 是 用 s, 本 身 的 本 征 限 


数组 来 定义 的 外 . 
下 面 是 泡 利和 矩阵 的 一 些 特殊 性 质 . 把 (55.7) 中 的 矩阵 直接 相 乘 ,得 下 列 方 


程 : 
入 2 入 了 入 2 
0,=0,=0,=1, 
(55.8) 
G0,=i0,, .0,=i0,, 0,.0, =i0.,, 
由 上 式 及 一 般 对 易 关 系 (54. 1) ,得 
OO0, +00, =26,, (S39) 
C35. 0 


亦 即 泡 利和 矩阵 彼此 反对 易 . 根据 以 上 诸 式 ,不 难 验证 下 列 有 用 的 公式 : 


(OG:*a)(0:b)=a:b+tio:axb. 


0 =3， 
式 中 的 a 和 4b 是 任意 矢量 @. 按照 上 列 诸 式 ,由 矩阵 6, 组 成 的 任意 标量 多 项 式 ， 


@@ (55.7) 中 所 列 的 矩阵 , 行 和 列 都 按 o 的 值 编号 , 行 数 对 应 于 矩阵 元 的 第 一 个 脚 标 , 列 数 则 对 应 于 
第 二 个 脚 标 . 目前 情形 下 ,这 些 编号 数 为 了 和- 也-. (55. 4) 式 所 示 的 算 符 , 其 作用 是 把 矩阵 的 第 o 行 乘 


以 由 波 函 数 各 个 分 量 组 成 的 一 个 列 矩阵 : 
= el 
+ | 二) 
@ ”用 同一 字母 代表 自 旋 分 量 和 泡 利和 矩阵 ,不 会 发 生 混淆. 因为 后 者 总 是 带 有 “符号 . 
@ (55.8) 一 (55.10) 右 边 与 人 无 关 之 项 ,当然 应 该 理解 成 为 乘 有 一 个 两 行 两 列 单位 矩阵 ， 
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都 可 以 化 简 成 一 个 与 6 无 关 的 项 以 及 的 线性 项 ;因此 ,6 算 符 的 任意 标量 也 
数 都 可 化 成 一 个 线性 函数 ( 见 题 1). 最 后 , 泡 利和 矩阵 及 其 乘积 的 迹 ( 对 角 元 之 
和 ) 为 
We 0 0 S20.. 人 
本 章 的 以 后 几 节 ,将 对 波 函 数 的 自 旋 性 质 ,包括 在 坐标 系 任意 旋转 下 的 行 
为 ,进行 详细 的 讨论 ,但 是 我 们 可 以 立刻 看 出 波 函 数 的 一 种 重要 性 质 , 即 绕 z 轴 
转动 下 它们 的 行为 . 
假定 绕 z 轴 转 动 无 限 小 角 594. 这 种 转动 的 算 符 ,可 通过 角 动 量 算 符 (目前 情 
形 下 是 自 旋 算 符 ) 表 成 1+i6$: s.. 因此 ,作为 转动 的 结果 ,函数 组 yy(o) 变 成 
wy(o) +6w(o), 其 中 
By (0) =i8b * Sy (0) =ioy(o)6g, 
把 上 式 写 成 dy/dq$ = ioy(o) 形 式 , 并 进行 积分 ,我 们 发 现 转 过 有 限 角 中 时 
(0o) 变 成 
Jy'(o)=y(o)e". (33. 12) 
特别 是 转 过 27 角 后 ,wy(o ) 要 乘 以 因子 e” ,这 个 因子 对 所 有 的 er 而 言 都 
是 一 样 的 , 它 等 于 ( -1)“(2o 和 2s 的 宇 称 永远 相同 ). 由 此 可 见 , 当 坐标 系 绕 轴 
旋转 一 整 周 以 后 , 自 旋 为 整数 的 粒子 波 函 数 回 到 原 值 ,而 自 旋 为 半 整 数 的 粒子 波 
函数 要 变 一 符号 . 


习 题 


1. 试 把 标量 a +b .的 任意 函数 化 成 对 泡 利 给 阵 为 线性 的 另 一 个 函数 . 

解 :为 了 确定 所 求 公式 f(a+b:'6G)=A+B. 信 中 的 系数 ,我 们 注意 到 , 当 取 
z 轴 小 b 的 方向 时 , 算 符 a+b: 信 的 本 征 值 为 a+b, 算 符 f(a+b' 6) 的 相应 本 
征 值 为 fab). 从 而 求 出 


A=7 [f(a+b) +f(a-b)], B=(b/2b) [f(a+b) -f(a-b)]. 


2. 自 旋 为 的 两 个 粒子 处 于 S =s, +s, 具 有 定 值 (0 或 1) 的 态 中 , 求 标 积 


S$，,，§, 的 数值 . 
解 : 按 一 般 公式 (31.3) (这 个 公式 对 任意 两 个 角 动 量 的 相 加 都 成 立 ) ,我 们 
得 
1 3 


久 却 生计 i ie 肝病 不 邓 这 Ne 


3. §$ 算 符 ( 自 旋 值 s 为 任意 ) 的 各 次 需 中 哪些 是 线性 独立 的 ? 
解 :由 3 及 其 所 有 可 能 本 征 值 之 差 组 成 的 下 列 算 符 


$56 旋 量 191 ， 


(s,—s)(s,.—s+1):…(s,+s) 
作用 于 任 一 波 函 数 上 等 于 零 , 故 这 个 算 符 本 身 等 于 零 . 由 此 可 见 ,($,)**! 可 以 通 
过 s. 算 符 的 较 低 次 的 乘 昧 表 出 ,因此 只 有 1 到 2s 的 乘 昧 是 线性 独立 的 . 
$56 旋 量 

目 旋 为 零 时 , 波 函 数 只 有 一 个 分 量 几 (0). 用 自 旋 算 符 作用 后 变 成 零 :$y = 


0.8 和 无 限 小 旋转 算 符 之 间 的 关系 说 明 , 自 旋 为 零 的 粒子 波 函 数 在 坐标 系 转动 
下 是 不 变 的 ,也 就 是 说 它 是 一 个 标量 . 


自 旋 为 的 粒子 波 函数 具有 两 个 分 量 ,y ( 广 ) 和 vw ( -地 ) .为 进一步 推广 
方便 计 , 我 们 分 别 用 上 指标 1 和 2 来 区 别 这 两 个 分 量 . 这 个 具有 两 个 分 量 的 量 


v|)] - (56.1) 


(4 
称 为 一 个 旋 量 . 
坐标 系 的 任意 转动 中 , 旋 量 的 分 量 作 线性 变换 : 
J =ay +by, yy” =cy' +dy’. (SG 2) 
十 我 可 写成 
， x @ 站 
W060), 0=( A (56.3) 


其 中 UU 是 变换 和 矩阵 0. 它 的 矩阵 元 一 般 是 坐标 轴 转 角 的 复 函 数 . 这 些 矩 阵 元 之 间 
存在 着 一 些 关 系 ,这 些 关 系 直接 来 自 旋 量 作为 粒子 波 函 数 的 物理 条 件 . 
我 们 来 考虑 双 线 性 型 

vb -wg, (56.4) 

其 中 少 和 中 是 两 个 旋 量 . 经 简单 计算 后 ,得 
Vb -yb =(ad-b)(y 9p -yg ), 

亦 即 坐标 系 转动 后 ,(56.4) 式 变 成 它 自身 .但 如 只 有 一 个 函数 变 成 自身 ,这 个 函 
数 就 可 看 作 自 旋 为 零 , 因 而 它 必 是 一 个 标量 ;也 就 是 说 ,不 管 坐 标 系 怎 样 转动 ,这 
个 函数 必须 保持 不 变 . 从 而 有 

ad -bc=1, ($6,5) 
即 变换 矩阵 的 行列 式 等 于 1.@ 


@ 记号 Uy 表明 矩阵 也 的 行 乘 以 列 少 
@ 这 样 两 个 量 的 变换 称 为 二 元 变换 . 
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进一步 的 关系 来 自 对 下 式 的 要 求 : 
/a ty wy . (56.6) 
此 式 确定 了 空间 某 一 给 定点 找到 粒子 的 概率 , 它 应 是 一 个 标量 , 凡 使 一 组 量 的 模 
量 平 方 之 和 保持 不 变 的 变换 ,是 一 个 么 正 变换 ,因此 必 有 0 = 亡 -:( 见 $12). 按 
条 件 (56. 5) , 逆 和 矩阵 为 


| 


得 到 
i ($6.7) 

鉴于 关系 式 (56.5) 和 (56.7) ,a,6,c,d 四 个 复 量 中 实际 上 只 含 三 个 独立 的 
实 参量 ,对 应 于 定义 三 维 坐标 系 转动 所 需 的 三 个 角度 . 

比较 (56.4) 和 (56.6) 两 个 标量 式 ,可 知 y* 和 ww 必须 分 别 地 按 和 一 
的 规律 变换 . 应 用 (56.5) 和 (56.7) 很 易 验 证 这 一 点 Q@. 

放量 代数 可 以 表 成 类 似 于 张 量 代数 的 形式 . 为 此 ,除了 逆 变 分 量 y',y? 外 
(具有 上 指标 ) ,还 引入 下 式 定义 的 协 变 分 量 ( 具 有 下 指标 ): 


Wi = 办， y= -vy'. (56. 8 ) 
两 个 旋 量 的 不 变量 组 合式 (56.4) 还 可 以 写成 标 积 形式 ， 
Vy b= bi ty ,= -yg. (56.9) 


和 张 量 代 数 一 样 ,今后 凡 在 同一 项 中 重复 出 现 同一 指标 者 ,就 意味 着 对 该 指标 
( 合 标 ) 求 和 . 在 旋 量 代数 中 ,我 们 应 该 记 住 下 列 规则 . 根据 
Vy b= pt by = -pd -yb! = -yb. 


所 以 
yb = -yy,. (56. 10) 
由 此 可 知 任 一 旋 量 和 它 自己 的 标 积 等 于 零 : 
yy, =0. (56.11) 


根据 前 面 的 讨论 ,y, 和 y, 像 Ww 和 ww 那样 变换 , 即 


@ 这 个 性 质 与 时 间 反 演 对 称 性 密切 相 联 . 后 者 ( 见 $18) 包 括 把 波 函 数 改 成 它 的 复 共 思 e. 时 间 反 演 
下 , 角 动 量 分 量 也 变 号 因此 y =y ( 这) 和 妨 =y( -二 ) 的 复 共 饭 函数 必然 具有 自 旋 投影 分 别 为 


- 元 和 -的 那些 分 量 的 性 质 . 


356 旋 量 . 193， 





pt (56. 12) 
乘积 "yw 也 可 写作 带 有 转 置 矩 阵 ' 的 消亡 * ,由 于 六 为 么 正 , 我 们 有" =0-!， 
故 y' ,= (ywU-'), ,或 0 

y= (WU),. (56. 13) 

仿照 通常 张 量 代数 中 从 矢量 过 渡 到 张 量 的 情形 ,我们 也 可 以 引进 高 秩 旋 量 
的 概念 . 如 果 一 量 y* 具 有 四 个 分 量 , 它 们 按 两 个 一 秩 旋 量 的 分 量 乘积 内 dr 的 规 
律 变换 , 则 这 个 量 称 为 二 秩 旋 量 . 除了 逆 变 分 量 yw“ 外 ,还 可 以 考虑 协 变 分 量 Wi 
和 混合 分 量 几 ,它们 分 别 按 乘积 yy,$, 和 wg* 的 变换 规律 变换 . 任意 秩 旋 量 都 可 
用 同 法 定义 . 

旋 量 的 逆 变 分 量 和 协 变 分 量 的 相互 变换 可 写成 

wi =gu， wy" = (56.14) 

其 中 


0 1 
(Rnd 0 0) -| (56. 15) 


1 0 
为 二 维 矢量 空间 中 的 度 规 旋 量 . 例如 ,我 们 有 
Vr=8u), Vw =8vB wy, 
因此 有 y= -= -VV ,Wu = =W 等 等 . 
gu 本 号 构成 一 个 二 秩 反 对 称 单位 旋 量 . 容易 看 出 它 的 各 分 量 值 在 坐标 系 变 
换 下 保持 不 变 , 且 有 
voy = , (56.16) 
其 中 5! =6: =1,6! =6? =0. 
和 通常 的 张 量 代数 一 样 , 旋 量 代数 中 也 有 两 种 基本 运算 法 则 :乘法 ,以 及 对 
一 对 指标 的 缩 并 . 两 个 旋 量 相 乘 给 出 一 个 更 高 秩 的 旋 量 :例如 由 二 秩 旋 量 y,, 和 
三 秩 旋 量 pg” 可 以 组 成 一 个 五 秩 旋 量 y,,p”. 一 对 指标 的 缩 并 ( 即 对 一 个 协 变 
指标 和 一 个 逆 变 指标 的 各 个 分 量 求 和 ) 使 一 个 旋 量 降低 两 秩 . 例如 旋 量 y,,” 对 
指标 和 vw 的 缩 并 给 出 三 秩 旋 量 多 ,”” ; 改 的 缩 并 给 出 标量 Wi. 这 里 有 一 条 规则 
和 (56. 10) 式 表明 的 规则 相似 :如 果 我 们 把 被 缩 并 的 两 个 指标 上 下 对 调 一 下 ,该 
旋 量 就 改变 符号 ( 即 yj = -wi). 根据 这 一 规则 ,如 有 一 旋 量 对 某 两 个 指标 是 对 
称 的 ,对 这 两 个 指标 缩 并 的 结果 就 等 于 零 , 因 此 ,对 一 个 两 秩 对 称 旋 量 y,, 讲 来 ， 
我 们 有 y* =0. 
一 个 于 秩 放量 如 果 对 它 的 所 有 指标 都 是 对 称 的 , 则 称 为 对 称 旋 量 . 从 非 对 称 


@ 记号 wyU(y 在 U 的 左 侧 ) 代 表 分 量 (y, ,w) 作 为 一 行 乘 以 矩阵 局 的 列 . 
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旋 量 出 发 ,可 以 通过 对 称 化 手续 造 出 一 个 对 称 旋 量 ,这 种 对 称 化 手续 ,就 是 把 所 
有 指标 进行 各 种 可 能 的 对 换 , 然 后 把 所 得 的 分 量 全 部 相 加 起 来 . 如 上 所 述 ,从 一 
个 对 称 旋 量 的 分 量 出 发 ,不 可 能 (通过 缩 并 ) 造 出 更 低 秩 的 旋 量 . 

只 有 二 秩 旋 量 可 以 对 它 的 所 有 指标 反对 称 . 因为 每 一 个 指标 只 能 取 两 个 值 ， 
在 三 个 或 更 多 个 指标 中 ,最少 有 两 个 指标 必然 会 取 相 同 的 数值 ,从 而 使 该 (全 反 
对 称 ) 旋 量 的 各 个 分 量 都 恒 等 于 零 . 任意 一 个 二 秩 反 对 称 旋 量 等 于 一 个 单位 旋 
量 se, 乘 以 一 个 标量 . 根据 上 述 理由 ,我 们 可 得 下 列 关 系 式 : 

gu), +t 8my +gnw =0， (56.17) 

(其 中 的 ,是 任 一 旋 量 ) ,这 是 因为 式 左 的 表 式 是 一 个 三 秩 反 对 称 旋 量 ( 我 们 很 
易 验 证 ). 

如 果 把 一 个 旋 量 乘 以 其 自身 ,并 对 其 中 的 一 对 指标 缩 并 ,就 成 为 一 个 对 为 一 
对 指标 为 反对 称 的 旋 量 : 

Wi — Wr 

如 上 所 述 ,这 个 旋 量 应 该 等 于 旋 量 g,, 乘 以 一 个 标量 . 这 个 标量 因子 应 该 这 样 来 
确定 ,使 得 对 另 一 对 指标 再 缩 并 后 能 够 得 到 正确 的 结果 , 据 此 有 : 


pih = Fo go (56. 18) 
旋 量 ;的 各 个 分 量 是 ,的 复 共 办 量 , 它 按 逆 变 旋 量 y* 的 各 个 分 量变 
换 , 反 之 亦 然 . 因此 , 任 一 旋 量 的 各 个 分 量 的 模 量 平方 之 和 是 一 个 不 变量 
$57 具有 任意 自 旋 的 粒子 波 函 数 


纯 形 式 地 讲 过 任意 秩 的 旋 量 代数 以 后 ,现在 可 以 转 人 下 一 个 问题 :研究 具有 
任意 自 旋 的 粒子 波 函 数 的 性 质 . 


这 个 问题 最 好 通过 自 旋 为 地 的 一 组 粒子 来 考虑 总 自 旋 分 量 的 最 大 可 能 


值 是 了 n, 这 是 由 于 对 每 个 粒子 都 有 S. = 本 而 得 的 结果 ( 亦 即 所 有 粒子 的 自 旋 都 


取 同 一 方向 , 沿 z 轴 ). 在 这 种 情形 下 ,我 们 可 以 明确 地 说 该 系统 的 总 目 旋 5 也 等 
1 


an. 


这 时 ,这 个 多 粒子 系统 的 波 函 数 y(o1,0,,…,0,), 除 了 (元 于 汪汪】 


分 量 外 ,其 它 的 分 量 都 等 于 零 . 如 果 把 这 个 波 函 数 写成 n 个 旋 量 的 乘积 形式 
Ww*p*…, 式 中 的 每 个 旋 量 隶属 于 其 中 的 一 个 粒子 ,那么 ,每 个 旋 量 中 只 有 A 入,p，… 
=1 的 分 量 不 等 于 零 . 因此 只 有 内 wp … 不 等 于 零 . 所 有 这 些 乘积 的 集合 组 成 一 个 
n 秩 旋 量 ,并 且 对 所 有 的 指标 对 称 . 如 果 变 换 坐 标 系 (使 得 各 个 粒子 的 自 旋 不 再 


$57 具有 任意 自 旋 的 粒子 波 函 数 * 195. 


沿 z 轴 ) ,我 们 就 可 以 得 到 一 个 对 称 性 与 以 前 相同 但 具有 普遍 形式 的 n 秩 旋 量 . 
波 隐 数 的 “ 自 旋 " 性 质 ,实质 上 就 是 这 组 波 函 数 对 坐标 系 的 旋转 而 言 所 具有 


的 性 质 ,这 种 性 质 对 于 自 旋 为 ;的 一 个 粒子 ,以 及 对 =2s 个 自 旋 为 了 的 粒子 所 


组 成 的 总 自 旋 为 ， 的 一 个 多 粒子 系统 ,都 是 一 样 的 . 因此 得 出 结论 , 自 旋 为 s 的 
一 个 粒子 , 它 的 波 函 数 是 一 个 n =2s 秩 的 对 称 旋 量 . 

容易 证 明 ,一 个 2s 秩 对 称 旋 量 的 独立 分 量 数 确 是 等 于 2s +1. 因为 2s 个 指 
标 为 1 , 零 个 指标 为 2 的 那些 分 量 是 相同 的 ;2s - 1 个 指标 为 1 有 一 个 指标 为 2 
的 那些 分 量 也 是 相同 的 ,以 此 类 推 直到 有 零 个 指标 为 1 有 2s 个 指标 为 2 为 止 . 

从 数学 上 讲 , 各 种 对 称 旋 量 提供 了 一 种 分 类 方案 ,用 以 区 分 坐标 系 旋转 时 一 
组 量 可 能 具有 的 各 种 变换 方式 . 如 果 有 2s +1 个 不 同 的 量 ,变换 成 为 它们 之 间 的 
线性 组 合 (同时 这 组 量 不 管 怎样 地 进行 线性 组 合 , 其 总 数 不 能 减少 ) , 则 可 断言 ， 
它们 的 变换 规律 等 同 于 一 个 2s 秩 对 称 旋 量 的 分 量 的 变换 规律 @. 任意 一 组 任意 
数目 的 函数 , 当 坐 标 系 旋转 后 如 果 变 换 成 为 它们 之 间 的 线性 组 合 , 这 组 函数 就 可 
化 成 (经 过 适当 的 线性 变换 后 ) 一 个 或 几 个 对 称 旋 量 . 

因此 一 个 n 秩 任意 旋 量 y,,… 可 以 化 成 nn 秩 、n -2 秩 、n -4 秩 … 的 对 称 旋 
量 , 其 实际 步骤 如 下 . 把 旋 量 yy,,,… 对 所 有 的 指标 对 称 化 ,可 以 组 成 一 个 n 秩 对 
称 旋 量 . 其 次 ,原来 的 旋 量 y,,,… 中 任 选 一 对 指标 加 以 缩 并 ,可 得 具有 小 ,… 等 形 
式 的 各 种 n -2 秩 旋 量 ,再 把 这 些 旋 量 分 别 对 称 化 后 ,得 到 许多 n -2 秩 对 称 旋 
量 . 在 y,,,… 中 把 两 对 指标 缩 并 后 ,再 把 所 得 旋 量 对 称 化 , 即 得 各 种 n -4 秩 对 称 
旋 量 ,如 此 类 推 . 

我 们 再 来 确立 2s 秩 对 称 旋 量 的 各 个 分 量 与 2s +1 个 函数 (oa) 之 间 的 关系 
(其 中 的 r =s,s-1,…, 一 s). 下列 分 量 

Se a 

中 ,有 s+o 个 指标 为 1, 有 s-o 个 指标 为 2, 它 所 对 应 的 自 旋 沿 z 轴 的 投影 值 为 


0. 实际 上 ,如 果 我 们 再 考虑 ”= 2s 个 自 旋 为 了 的 粒子 所 组 成 的 一 个 系统 ,来 代替 
自 旋 为 。 的 一 个 粒子 , 则 上 述 分 量 相当 于 下 列 乘积 : 


J pp: ; 
这 个 乘积 隶属 于 这 样 的 一 个 态 , 其 中 有 s+o 个 粒子 具有 自 旋 投 影 荆 ,有 。- 吕 个 


袜子 具有 自 旋 投 影 - 了, 故 其 总 投影 为 六 (s +o) - 工 (* -o) =o. 最 后 ,选择 上 


由” 换 句 话说 ,各 种 对 称 旋 量 构 成 了 旋转 群 的 各 种 不 可 约 表示 ( 见 § 98) 
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述 放量 分 量 和 岁 (zc ) 函数 的 比例 系数 ,使 得 下 式 能 够 成 立 : 


了 Iw(ad) | 大 ll ($7:1) 


个 和 应 是 一 个 标量 ， 因为 它 等 于 粒子 在 空 ; 间 菜 一 给 定点 的 概率 ， 在 上 式 右边 的 


ee 的 分 量 共 有 
(ZJ 
(s+0)! (ss-0)! 


个 .由 此 可 见 , 函 数 y(o) 和 旋 量 分 量 间 的 关系 为 


| dy 
yy(o) = a (9 


(57.2) 式 不 但 保证 满足 条 件 (57. 1 ) ,而 且 容 易 证 明 还 满足 下 列 更 普遍 的 条 
件 : 
py p= > (-1)'y(o)p( -0o), (57, 4 


其 中 的 yw” 和 px 是 两 个 不 同 的 同 秩 旋 量 ,而 多 (cc),p(c) 是 按 (57.2) 式 由 这 
些 旋 量 所 导出 的 函数 ,( -1) “因子 的 来 源 是 由 于 当 我 们 把 上 述 旋 量 分 量 的 指 
标 全 部 上 升 后 ,符号 的 变更 次 数 等 于 其 中 取 值 为 2 的 指标 数 . 

(55.5) 式 确定 了 自 旋 算 符 作用 于 波 函 数 y(o) 上 所 得 的 结果 . 不 难 求 出 这 


些 算 符 作用 于 具有 2s 秩 旋 量 形式 的 一 个 波 函 数 上 所 得 的 结果 . 对 自 旋 为 二 的 情 


形 讲 来 ,函数 (了) 沙 ( -过 ) 等 于 旋 量 的 分 量 yw',y?. 根据 (55. 6) 和 (55. 7) 
式 , 自 旋 算 符 作用 在 这 些 分 量 上 的 结果 为 


(Sh) = 3 Sp) = Fi, (Gy)! = By, 
| : ($7.4) 
(sp) = (s,p) = i ， (sw) = wa 


为 了 过 渡 到 任意 自 旋 的 一 般 情 形 ,我 们 再 考虑 2s 个 自 旋 为 的 粒子 所 组 成 


的 一 个 系统 ,并 把 它 的 波 函 数 写成 2* 个 旋 量 的 乘积 . 该 系统 的 自 旋 算 符 等 于 每 
个 粒子 的 自 旋 算 符 之 和 ,每 个 粒子 的 自 旋 算 符 只 作用 于 该 粒子 的 旋 量 上 ,作用 的 
结果 由 (57.4) 式 给 出 . 经 过 以 上 的 考虑 后 ,我 们 再 回 到 任意 对 称 旋 量 的 情形 , 即 
回 到 自 旋 为 ; 的 一 个 粒子 的 波 函 数 情 形 ,就 可 得 下 列 公式 : 


s+05-0 +or-ls-or+] s+o0r+ls-or—-]1 
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(ST yr (57.5) 

到 目前 为 止 ,我们 把 基本 粒子 内 豪 角 动量 的 波 函 数 称 为 旋 量 . 但 从 纯 形 式 的 
观点 看 来 ,一 个 单 粒子 的 自 旋 角 动 量 , 和 忽略 内 部 结构 的 任 一 系统 作为 一 个 整体 
所 具有 的 总 角 动 量 , 两 者 没有 什么 区 别 . 因此 很 明显 ,空间 旋转 下 旋 量 的 变换 性 
质 对 总 角 动 量 为 7 的 一 个 粒子 或 粒子 系统 的 波 函 数 yn 同样 适用 ,与 所 考虑 的 是 
自 旋 还 是 轨道 角 动 量 无 关 . 本 征 函 数 yn 在 坐标 系 转动 下 的 变换 规律 与 7 秩 对 
称 旋 量 的 分 量变 换 规 律 之 间 ,必然 存在 着 一 定 的 关系 . 

建立 这 种 关系 时 ,应 该 明确 地 区 别 波 函 数 依赖 于 角 动 量 投影 m 的 两 个 不 同 
方面 ( 当 j 值 为 给 定时 ). 可 以 把 波 函 数 看 作 各 种 不 同 m 值 的 概率 振幅 ,也 可 以 
把 它 看 作 具 有 给 定 m 值 的 本 征 函 数 . 

以 上 两 个 方面 我 们 已 在 $55 之 初 提 过 ,在 那里 研究 了 与 s. 算 符 的 本 征 值 
s, = oo 相对 应 的 “本 征 函 数 "56。。. 两 者 的 数学 区 别 特别 明显 地 表现 在 自 旋 为 ， = 


的 粒子 的 例子 中 . 这 种 情形 下 的 自 旋 函 数 对 变量 o 而 言 是 一 个 一 秩 逆 变 放 
量 , 也 就 是 应 该 用 旋 量 记号 写成 6%,. 因而 对 0 而 言 它 是 一 个 协 变 旋 量 . 


这 种 情况 显然 具有 普遍 性 :仿效 (57.2) 式 ,本 征 函 数 yn 可 化 成 六 秩 协 变 对 
称 旋 量 的 有 关 分 量 山 : 


Se (27) ! 
= rT a Tt (S57,6) 


角 动 量 j 为 整数 的 本 征 函 数 就 是 球 谐 函 数 Y,. 特别 是 j=1 的 重要 情形 ,三 


个 球 谐 函 数 Yu 为 
bb /元 oos 0=1 fn 
YY a= [sin Ge*™ = ] 志 - i + 1,)s 


这 里 于 人 讲 来 ,和 
一 个 矢量 a 的 下 列 三 个 分 量 相当 : 
yio=ia,, y= -二 (as+ia)p .=—(a, -ia,) (97 7 


I 


@ 这 一 结果 也 可 用 另 一 方式 导出 . 如 果 把 角 动 量 为 j 的 粒子 态 的 波 函 数 光 对 本 征 函 数组 yj 展开: 


= 2 asdpi, 则 系数 a 为 不 同 m 值 的 概率 幅 . 在 这 个 意义 下 ,它们 对 应 于 自 旋 波 函数 的 分量 "yy(m)， 
从 而 给 出 其 变换 规律 . 男 一 方面 ,y 在 空间 某 点 之 值 与 所 选 的 坐标 系 无 关 , 亦 即 > anwyin 是 一 个 标量 . 与 


一 一 一 
m 


(57.3) 式 的 标量 相 比 . 我 们 看 到 a 应 按 ( -1) "yj, -变换 . 


* 198.: 第 八 章 自 旋 


将 此 式 与 (57.6) 式 比较 ,可 知 一 个 二 秩 对 称 旋 量 的 各 个 分 量 可 按 下 式 表 为 某 一 
矢量 的 分 量 


:9 Re Qs 0 ey , S18 
y y | +ia,), y 厅 (“ a,) ( ) 
或 

所 本 Q_ 一 1 本 人 37.9 
Vy Vy | GW i ( ) 

反之 ,有 
a, =iV2y", i oo = 记 (W tr) (57.10) 

很 易 验 证 ,在 这 样 的 定义 下 我 们 有 下 列 等 式 : 

多 yh 


其 中 的 a 和 5b 为 对 应 于 对 称 旋 量 yw* 和 gp “的 矢量 . 不 难 验证 下 列 旋 量 对 应 于 下 
列 矢 量 ; 


Vp” +yp" A 和 2a xb. (IT Ta 

(57. 10 ) 式 可 用 泡 利 矩阵 缩写 成 
= oe, et. ‘0, #3. 
a 万 vy ri ( ) 


式 中 @ 的 矩阵 指标 写成 上 指标 与 下 指标 的 形式 ,与 WW 的 旋 量 指标 位 置 相对 应 
上 式 的 来 源 容易 通过 一 个 特例 来 理解 , 即 把 二 秩 旋 量 改 取 作 一 秩 旋 量 Ww 和 复 共 


包 旋 量 y** 的 乘积 . 于 是 WV*'*. 02 就 是 ( 波 函 数 为 这 的 粒子 的 ) 自 旋 平均 值 ， 


它 显然 是 一 个 天 量 . 

(57.8) 或 457.9) 式 是 下 列 普遍 规则 的 一 个 特殊 情形 :一 切 Z7 偶 秩 对 称 旋 
量 , 当 7 为 整数 时 可 以 化 成 一 个 7 秩 对 称 张 量 , 并 且 该 张 量 在 任意 两 个 指标 缩 并 
Re 

一 结论 也 可 以 从 下 列 事实 看 出 ,我们 通过 简单 的 验算 ,不 难 证 明 这 样 的 旋 

he bar 27 +1) 包 . 如果 把 所 研究 的 旋 量 看 作 某 些 
二 秩 旋 量 的 乘积 ,并 把 所 研究 的 张 量 看 作 某 些 失 量 的 乘积 , 则 旋 量 与 张 量 之 间 的 
分 量 关 系 式 束 可 通过 (57.8) 到 (57.10) 式 导出 . 


@ 一 个 对 称 旋 量 的 混合 分 量 可 以 写成 WW 形式 ,不 必 区 分 y*, 和 由,*. 
@ 从 数学 方面 讲 来 ,一 个 / 秩 不 可 约 张 量 (7 为 整数 ) 的 2+1 个 分 量 ,27+1 个 YY;, 球 谐 函 数 ;以 及 2 
秩 对 称 旋 量 的 2;+1 个 分 量 ,都 给 出 旋转 群 的 同一 个 不 可 约 表示 . 
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习 题 


1. 改写 (57.4) 式 ,把 其 中 自 旋 1/2 的 算 符 用 矢量 5S 的 旋 量 分 量 表 出 . 
解 :根据 (57.9) 式 ,可 以 建立 矢量 S$S 和 旋 量 沙 间 的 关系 .定义 (57.4) 可 改 
写成 


pe ). 





Sy” = 
7 万 

2. 求 自 旋 算 符 作 用 于 自 旋 为 1 的 粒子 矢量 波 函 数 上 所 得 的 公式 . 
解 :矢量 函数 到 的 分 量 与 旋 量 分 量 峭 “ 间 的 关系 已 由 (57.9) 式 给 出 ， 


按 (57.5) 式 得 


sf, = -iy,, sh, =iWw,, sy =0. 
其 余 的 公式 可 把 上 式 中 的 x,y,z 诸 指 标 循环 置换 后 得 到 . 这 些 公式 可 合并 成 下 
列 形式 
si = -leu 
复 矢量 杂 可 写成 村 =e"(u+iv ) 形 式 ,其 中 的 UU 和 9 为 实 失 量 ,适当 选择 相 
位 a 可 使 它们 相互 正 交 .& 和 ?所 确定 的 平面 具有 这 样 的 性 质 ,使 得 自 旋 沿 该 平 
面 法 线 方 向 的 投影 值 只 能 等 于 土 1. 
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现在 回 到 旋 量 的 变换 问题 ,说 明 怎 样 用 坐标 轴 的 转角 具体 表 出 它 的 变换 
根据 角 动 量 算 符 (目前 情形 下 是 目 旋 算 符 ) 的 定义 ,1 hen “5 就 是 绕 指定 


方向 n( 单 位 矢量 ) 转 动 sp 角 的 算 符 . 把 它 应 应 用 到 自 旋 为 本 的 粒子 波 函 数 亦 即 一 


秩 旋 量 时 ,该 算 符 中 必须 令 $ = 二分. 绕 同一 方向 转动 有 限 角 p 的 转动 算 符 相应 
地 由 下 式 给 出 [参考 (15. 13) 式 |] 

D, = exp ( Fipn . AE (38. 1) 
和 泡 利和 矩阵 的 任意 函数 一 样 ( 见 $55 例题 1) ,上 式 可 化 成 泡 利 矩阵 的 线性 式 ; 


UV = 008 79 + 112 * Osin 9 (38,2) 


例如 , 绕 z 轴 转动 时 ， 
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DI er 0 
U (ww) =008 一 十 这 .sin 5 -| (538.3 1) 


2 0 GE 
这 意味 着 旋 量 的 两 个 分 量 在 这 样 的 转动 下 按 下 式 变换 : 
Vy = 几 e”， 几 =We™, 
特别 是 ,转动 2r 角 , 旋 量 的 分 量 都 变 号 ;任意 奇数 秩 的 旋 量 因而 也 有 这 个 性 质 
(参考 $ 55 末尾 ). 
同样 ,我 们 也 能 求 出 绕 * 轴 或 y 轴 转 动 p 角 的 变换 矩阵 : 


UW AB) 2 1 9 
i 9 co08 万 9 
(58.4) 
COS 了 9 sin 79 
Uy = ] 1 
一 Sn 一 人 CC05 要 
我 们 可 注意 绕 y 轴 转 5 角 的 特例 ,对 此 ,有 
p=, = 
即 
Ws = (58.5) 


现在 不 难 写 出 坐标 轴 任 意 转动 的 变换 矩阵 ,把 它 表 为 确定 转动 的 欧 拉 角 的 
函数 . 

一 个 由 欧 拉 角 a,B,y 定义 的 坐标 轴 的 转动 ,可 
分 三 步 完 成 (1) 先 绕 z 轴 转 a 角 (0<a<27,)(2) 表 
绕 新 位 置 的 y 轴 (图 20 中 的 0N 线 , 称 为 节 线 ) 转 B 
角 (0 和 8B<T),(3) 最 后 绕 z 轴 (z 轴 的 最 终 位 置 ) 转 
y 角 (0 达 yy 过 2T ) 员 . 

显然 ,a 和 8B 角 就 是 新 z' 轴 相对 于 %,y,z 三 轴 的 
球 极 角 w 和 0:a=9p,B=0. 

与 坐标 轴 的 上 述 转 动 相应 ,整个 变换 矩阵 等 于 
(58.3) 和 (58.4) 式 的 三 个 矩阵 的 乘积 : 图 20 





中 xyz 和 x'y'z' 系 永远 为 右手 坐标 系 , 正 角 和 转轴 方向 呈 右 手 螺旋 关系 . 
此 处 的 欧 拉 角 ( 量 子 力学 中 常用 ) 与 第 一 卷 《 力 学 》§$35 定义 的 不 同 之 处 ,在 于 第 二 次 转动 现在 不 是 
绕 * 轴 , 而 是 绕 y 轴 .a,B,y 角 和 第 一 卷 《 力 学 ) 中 采用 的 pg,9,y 角 (%,9 不 代表 球 极 角 ) 间 的 关系 为 gp = 


1 
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U(a,B,y) =U.(y)U,(B)U.(a), 
这 些 矩 阵 相 乘 后 ,我 们 最 后 得 


cos 三 a sin Rh sie 
U(a,B,y) = (58.6) 
-sin 全 NN cos A 


根据 定义 ,高 秩 旋 量 可 按 一 秩 旋 量 的 分 量 乘 积 进行 变换 . 但 是 在 物理 应 用 
中 ,我 们 感 兴趣 的 不 是 旋 量 本 身 的 变换 规律 ,而 是 波 函 数 yj,… 
令 函 数组 y;,(m =j,j -1,…, -7 描述 角 动 量具 有 定 值 j 的 一 个 态 ,用 的 是 
xyz 坐标 系 ,并 令 由;,, 描 述 同 一 个 态 但 用 x'y'z' 轴 ;前 者 的 m 是 j. 的 值 ,后 者 的 mm 
是 j, 的 值 . 这 两 组 浮 数 呈 线 性 关系 ,我 们 把 它 写 成 下 列 形 式 : 
Win = 之 Din a,B,Y) in (S87) 


系数 DY 对 m' 和 m 而 言 组 成 一 个 2; +1 维和 矩阵 , 称 为 有 限 转动 矩阵 亡 2 , 它 的 矩 
阵 元 是 x'y'z' 轴 相对 于 xyz 轴 转 动 的 欧 拉 角 a,B,Y 的 函数 . 


有 限 转 动 矩阵 可 以 通过 函数 ,的 旋 量 表示 构造 出 来 .j= 二 时 ,两 个 函数 
性 (m= + 构成 一 秩 协 变 旋 量 . 按 (56. 13 ) ,从 x'y'z' 到 yz 的 变换 是 由 
(58. 6) 式 的 矩阵 癌 实 现 , 故 六 >) = 疡 其 矩阵 元 可 写成 


了 


其 中 gun (B) 的 值 见 下 表 : 


de (BY (58.8) 





对 任意 的 j 值 ,函数 组 ,与 2 秩 对 称 协 变 旋 量 分 量 的 关系 见 (57.6) 式 .2) 
秩 旋 量 分 量 的 变换 矩阵 就 是 27 个 DD( 习 和 矩阵 的 乘积 ,其 中 的 每 个 矩阵 作用 在 一 
个 旋 量 指标 上 . 把 这 个 乘积 乘 出 来 ,并 写 回 到 y,, ,得 到 下 列 变换 矩阵 : 


@ 注意 (58.7) 中 的 矩阵 指标 , 它 相当 于 用 yn 排 成 的 行 去 乘 矩 阵 DO 的 列 (58.7) 可 写成 少 ， = 
(W'DD ) 。, 与 (56. 13 ) 式 一 致 
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DM (to By) = " "dD (Bye™, (58.9) 
函数 do (B) 为 由 
Fp | CY Cm 
| 二 了 1 (e055 ) 
X (sin 2) Peet (oos 二 要 《358.10) 
其 中 
P, 和 …' (cos B) -二 (1 -cosB) "(1l+cosB)™ x 





x (a -cosB)"'"(l+cospB)'’'"] 


(sa. 11 
称 为 雅 可 比 多 项 式 %. 我 们 注意 到 
Pr (=eos BY =( -1)"P(" (008 8). (58. 12) 
函数 gd 具有 一 系列 对 称 性 质 , 这 可 从 (58. 11) 和 (58. 12) 式 导出 ,但 直接 
从 转动 变换 系数 的 定义 出 发 去 求 ,比较 简单 . 
矩阵 D7 是 么 正 的 , 它 是 转动 变换 矩阵 ,由 于 (a,B,y) 转动 的 道 变换 是 
( -y,-B, -a) ,对 实 和 矩阵 d%2 就 有 下 列 关系 : 
a (= BY =00.(8); (58. 13 ) 
下 列 各 式 也 都 成 立 : 
(= (58.14) 
de em a 
dt a 
a OY Be 
ji = 本 时 ,由 (58. 8) 式 可 知 以 上 诸 式 显然 成 立 ; 推 广 到 任意 的 7 时 ,根据 变换 矩阵 
的 上 述 构造 方法 ,可知 以 上 诸 式 成 立 . 
转动 -6B 角 , 可 用 "7 角 和 -BpB 角 两 个 相继 转动 来 完成 : 
dn (m=p)= > dv(n)dd( -BY= 


m LA 


= (= "Ont BY 


(S815) 


有， 


计算 见 A.R.Edmonds，Angular Momentum in Quantum Mechanics Princeton ,1957. (58. 9 ) 的 Dy 
定义 和 Edmonds 书 上 采用 的 不 同 之 处 ,在 于 对 换 了 a 和 7. 本 书 的 定义 在 处 理 过 程 中 显得 更 自然 一 些 . 
双 关于 这 种 多 项 式 和 超 几 何 级 数 的 关系 . 见 数 学 附录 8$ e 的 (e. 11) 式 . 
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或 利用 (58. 13 ) 式 可 得 
di (Tm =B) = = (S58.16) 
绕 同一 轴 转 动 两 次 ,与 转角 的 先后 次 序 无 关 . 先 转 -B 角 再 转 7 角 , 将 得 同一 
果 . 把 此 结果 与 (58. 16) 式 比较 ,得 到 
(Bt =" "dn. (BN (58.17) 
由 (58.17),(58.14) 和 (58. 13 ) 可 得 
dB el "GB a (58.18) 
应 用 (58. 13) ,到 (58. 18) 诸 式 , 我 们 可 以 导出 全 和 矩阵 元 DW 的 各 种 对 称 性 
质 . 特别 是 ,对 复 共 思 e 函 数 有 
Do (a,B,y) =D -aiB,， -7) =( -1)" "DY, (a,B,y). 
($8.19) 


从 数学 上 讲 ,矩阵 D2 给 出 了 旋转 群 的 27+1 维 不 可 约 么 正 表示 ( 见 后 面 
$ 98). 因此 有 正 交 关系 : 
] 


| Bi {ap yD Ca py gi (80 
妨 中 da =ain Bidadgdsy. : 
呆 数 组 对 下 标 m 和 mm’ 的 正 交 性 为 因子 e““*"”? 所 保证 ;对 指标 j 的 正 交 性 
来 自 4 对 此 ,有 
| (8)4 名 (6) «Tsin BdB = 二 Ti (58.21) 
a 4 函数 的 表 式 . 对 j=1， 
我 们 有 





1 于 ] 08 及 】 万 B 5 | 一 605 8) 
don(B) = 
四 0 - CE B cos B B 
V2 | V2 
—] 3 1 ~ eo6s 8B) -an B pl ] + cos B) 
(58..22) 


对 整数 j=1 和 m’ =0, 由 (58.10) 和 (58.11) 式 得 





a eC yy i no By, (S625 


(L+m)! 
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此 式 的 推导 容易 从 原 定义 (58.7) 式 看 出 . 我 们 把 (58.7) 右 边 的 少 , 的 值 指定 给 
z 轴 , 此 轴 上 有 (对 j=7) 

21+1 

4 
式 左 的 yn 就 是 球 谐 函 数 Y,, (B,a) ,其 球 极 角 p=a,g=B 给 出 z' 轴 的 方向 ,将 
(58.24) 代 入 (58.7) 式 ,得 


Y (B,a) = DY (a ,B,Y), (58.25) 


上 式 等 同 于 (58. 23 ) 式 . 
最 后 , 列 出 m 或 m' 具 有 最 大 可 能 值 时 的 函数 表 式 : 
dm (Bp) =( =1) dg = 


(27)! "ng mR (58. 26) 


Lrm)! (j-m)! 2 


$59 粒子 的 部 分 极 化 


VW (i (58.24) 





适当 地 选择 轴 的 方向 总 能 使 所 给 旋 量 wr ( 自 旋 为 上 的 粒子 波 函数 ) 的 一 


个 分 量 (例如 ww) 等 于 零 . 这 是 因为 空间 方向 由 两 个 参量 (两 个 角度 ) 所 确定 ,这 
就 是 说 ,可 供 我 们 使 用 的 参量 数 ,正好 等 于 欲 使 一 个 分 量 为 零 ( 复 分量 好 的 实 部 
和 虚 部 都 等 于 零 ) 的 条 件数 . 


从 物理 上 讲 来 ,这 表明 自 旋 为 二 的 粒子 (为 明确 起 见 ,我 们 把 它 说 成 是 电 
子 ) 如 果 处 于 某 一 自 旋 波 函 数 所 描述 的 态 中 , 那 就 存在 一 个 空间 方向 ,该 粒子 沿 
此 方向 的 自 旋 投影 具有 o = 二 的 定 值 . 处 于 这 样 的 态 中 的 电子 可 称 为 完全 极 


化 的 . 
但 是 也 存在 着 另 一 种 电子 态 , 称 为 部 分 极 化 态 . 这 种 态 是 一 个 混合 态 ( 对 自 
旋 而 言 的 混合 态 ) ,不 能 用 波 函 数 描述 ,只 能 用 密度 和 矩阵 加 以 描述 (参考 14). 
电子 的 自 旋 密度 矩阵 或 极 化 密度 矩阵 是 一 个 二 秩 旋 量 p* ,满足 以 下 归 一 化 
条 件 : 
已 二 有 二 (59.1) 
并 满足 “ 厄 米 "条 件 : 
( 户 。J” =， (59.2) 
在 纯 自 旋 态 ( 即 完 全 极 化 态 ) 情 形 下 ,p*, 可 以 化 成 波 函数 w* 的 分 量 乘 积 : 
p= (WW) (59.3) 
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密度 矩阵 的 “对 角 " 分 量 P， 和 Ap 确定 了 电子 自 旋 的 :分 量 值 为 + 少 和 


-二 的 概率 ,因此 该 分 量 的 平均 值 为 


四 
间 二 -p ，)， 


由 (59. 1 ) 式 得 
1 ] 


a BP (59.4) 
在 纯 态 情形 下 ,s。=s, +is, 的 平均 值 由 下 式 算出 : 
5 = "sw 
/oy 


按 (55.6) 和 (55.7) 式 , 算 符 .由 下 列 和 矩阵 给 出 : 


0 1 人 0 0 
$5, 二 1 
B 1 


我 们 得 


与 此 相应 ,在 混合 态 中 有 


Pa= prs (59.5) 
采用 泡 利和 矩阵 ,可 把 (59.4),(59.5) 合 并 成 
p= (0% +20%, + §). (59.6) 


由 此 可 见 , 电 子 极 化 密度 矩阵 的 所 有 分 量 可 以 通过 自 旋 矢量 的 分 量 平均 值 
表 出 . 换 句 话说 , 实 矢 量 s 完全 确定 了 自 旋 为 村 的 粒子 的 极 化 性 质 . 在 完全 极 化 


的 情形 下 ,这 个 矢量 的 一 个 分 量 (适当 选择 = 轴 方 向 后 ) 等 于 广 , 另 两 个 分 量 等 于 


零 . 在 非 极 化 态 的 相反 情形 下 ,三 个 分 量 都 等 于 零 . 在 任意 部 分 极 化 和 任意 坐标 
系 的 一 般 情 形 下 ,我 们 有 不 等 式 0<p=<1, 其 中 的 
p=2( 5 +82+57)'?, 
称 为 电子 的 极 化 度 . 
日 旋 值 为 ; 的 粒子 ,密度 矩阵 是 一 个 4s 秩 旋 量 p”*”,. ,对 前 2s 个 指标 和 后 
2s 个 指标 都 是 对 称 的 ,并 满足 下 列 条 件 : 
ed (59.7) 
(Ds (59.8) 
计算 这 个 密度 矩阵 的 独立 分 量 数 时 ,我 们 注意 到 指标 和 A,p…( 或 p,o,…) 的 
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各 组 可 能 值 中 ,实际 上 只 可 能 有 2s +1 组 不 同 的 值 ,再 考虑 到 p”,,. 诸 分 量 间 存 
在 看 (59.7) 式 的 关系 ,因此 不 同 分 量 数 等 于 (2* +1) -1=4s(s+1). 这些 分 量 
虽然 都 是 复 量 ,但 (59.8) 式 表明 并 不 因此 而 增加 部 分 极 化 粒子 态 的 独立 分 量 
数 , 它 仍 等 于 由 4s(s+1). 为 比较 起 见 ,我 们 指出 ,粒子 的 完全 极 化 态 是 由 4s 个 
量 确定 的 (2s +1 个 波 函 数 的 复 分 量 yw” ,加 上 一 个 归 一 化 条 件 和 一 个 对 描述 状 
态 而 言 并 不 重要 的 公共 相 因 子 ). 

旋 量 p”,,.. 和 一 切 4s 秩 旋 量 一 样 ,等 同 于 一 组 4s,4s -2,…,0 秩 不 可 约 张 
量 .在 目前 情形 下 ,对 每 一 个 秩 数 讲 来 ,只 有 一 个 不 可 约 张 量 ,这 是 由 于 旋 量 
p ”的 对 称 性 ,每 次 缩 并 时 只 能 有 一 种 缩 并 方法 :从 入 必 ,… 中 ( 任 ) 选 一 个 指 
标 并 从 p,c ,… 中 选 一 个 指标 相 缩 并 . 除 此 以 外 ,标量 (0 秩 张 量 ) 一 般 不 存在 , 它 
由 于 杀 件 (59.7) 而 变 为 1 
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量子 力学 中 对 时 间 变 号 所 具 的 对 称 性 ,反映 为 下 列 事实 ,如 果 yw 是 该 系统 
的 某 一 定 态 波 函数 , 则 “时 间 反 演 ”" 后 的 波 函 数 ( 记 作 yw ) 可 以 描述 同一 能 量 的 
某 一 可 能 态 .在 $ 18 末 曾 经 指出 ,yw 等 同 于 复 共 斩 函 数 消 ". 这 一 简单 结论 ,是 对 
不 考虑 自 旋 的 粒子 波 函 数 而 言 的 . 当 有 自 旋 时 , 尚 需 作 进一步 的 修改 . 

我 们 把 自 旋 为 :的 粒子 波 函 数 写 成 逆 变 旋 量 y* (2s 秩 ) 形 式 .但 当 变 成 复 
共 轿 函数 yw*“ 后 ,这 个 函数 却 按 协 变 旋 量 的 分 量变 换 . 因此 时 间 反 演变 换 相 当 
于 把 波 函 数 y* 变 成 这 样 一 组 新 的 波 函 数 , 它 的 协 变 分 量 按 下 式 确定 : 

ae = (60.1) 

给 定 了 一 组 指标 值 从 ,… 后 ,一 个 旋 量 的 协 变 分 量 和 逆 变 分 量 , 相 当 于 不 
同 符号 的 角 动 量 投影 值 . 因此 用 函数 水。 表示 时 ,时 间 反 演 相 当 于 把 y,, 变 成 
消 ，。 ,这 正 是 我 们 预料 的 结果 ,因为 时 间 变 号 时 要 改变 角 动 量 的 方向 . 由 (60. 1) 
式 给 出 的 精确 关系 为 

bs = LLY. (60.2) 

可 见 , 时 间 反 演 操 作 所 需 的 水. 一 光 r 变 换 意 味 着 下 列 变 换 包 : 

人 
重复 操作 一 次 后 ,得 
pb) (1) "(1)" =y,(-1)”. (60.3) 
可 见 只 有 当 自 旋 为 整数 时 ,两 次 时 间 反 演 使 波 函 数 回 到 原 值 :如 果 自 旋 为 半 整 


WD ”给 出 了 这 些 量 等 于 同时 给 出 了 矢量 s 诸 分 量 及 其 所 有 的 2,3,… ,2s, 次 乘 短 和 乘积 的 诸 平均 值 ， 
这 些 量 不 能 化 成 较 低 次 的 乘 赂 (参考 8$ 55 例题 3). 
@ 注意 球 谐 函 数 的 复 共 恩 规则 , 按 (28.9) 式 , 它 与 (60.3) 的 一 般 规 则 相 一 致 . 
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数 , 则 波 函 数 变 号 . 

现在 来 研究 任 一 多 粒子 系统 , 设 粒 子 间 具有 相互 作用 . 考虑 了 相对 论 性 的 相 
互 作用 以 后 ,一 般 地 说 ,这 个 系统 的 轨道 角 动 量 和 自 旋 角 动 量 不 再 分 别 守 恒 . 只 
有 总 角 动 量 J 是 守恒 量 . 如 果 没 有 外 场 存 在 ,该 系统 的 每 个 能 级 具有 27 +1 重 简 
并 . 加 入 外 场 后 简 并 有 所 解除 . 产生 的 问题 是 能 否 把 简 并 完全 解除 ,使 该 系统 只 
有 非 简 并 能 级 . 这 个 问题 与 时 间 反 演 对 称 性 密切 相关 . 

在 经 典 电动 力学 中 ,如 果 时 间 变 号 时 电场 不 变 号 而 磁场 变 号 , 则 方程 具有 不 
变性 . 出 运动 的 这 一 基本 性 质 ,应 该 在 量子 力学 中 得 到 保持 . 因此 ,不 但 在 封闭 系 
统 中 ,而且 在 任意 外 电场 中 ( 当 磁 场 不 存在 时 ) ,都 应 具有 时 间 反 演 对 称 性 . 


系统 波 函 数 是 一 些 n 秩 旋 量 y* ,n 两 倍 于 所 有 粒子 自 旋 之 和 (n=25s ); 


这 个 和 不 一 定 等 于 该 系统 的 总 自 旋 5. 

如 前 所 述 ,我 们 可 以 肯定 ,在 任意 电场 中 , 波 函 数 及 其 时 间 反 演 函数 必须 对 
应 于 具有 相同 能 量 的 态 . 如 果 这 个 能 级 是 非 简 并 的 ,这 两 个 态 必须 相同 , 即 其 波 
函数 只 能 相差 一 个 常 因 子 [ 当然 ,两 者 都 必须 用 同型 的 ( 协 变 或 逆 变 的 ) 旋 量 表 
汪 ]: 

令 Wi,.. = Cy ,或 用 (60. 1) 式 写作 

Bs (60.4) 
其 中 C 是 一 常数 . 上 式 两 边 都 取 复 共 斩 ,得 
WG, 
把 式 左 的 指标 下 降 , 同 时 把 式 右 的 指标 上 升 . 这 相当 于 上 式 两 边 乘 以 ggaw …， 
并 对 入 , 凡 ,… 等 指标 求 和 ;同时 在 式 右 应 用 下 列 公 式 : 
区 
结果 得 
pC (1) 
把 (60.4) 式 的 w* “代入 上 式 , 我 们 得 
iis = 1) CO Wi 

此 式 应 该 恒 等 地 得 到 满足 , 即 必须 有 ( -1)"CC" =1. 但 由 于 1C1 永远 是 正 的 , 显 
然 ,只 有 nn 是 偶数 时 ( 即 和 式 s, 为 整数 时 ) 才 有 可 能 . n 为 奇数 时 ( 二 *, 为 半 整 数 
时 ) 条 件 (60.4) 不 能 满足 . 包 

由 此 得 出 结论 ,只 有 对 粒子 自 旋 之 和 为 整数 值 的 一 个 系统 ,电场 才 有 可 能 完 
全 解除 简 并 . 对 于 自 旋 之 和 为 半 整 数 的 系统 ,在 任意 电场 中 所 有 的 能 级 都 必然 是 


@ 参考 第 二 卷 ,《 场 论 》§ 17. 尚 可 参考 后 面 8 111 之 末 . 
@ ” 当 和 式 Ys, 是 整数 ( 半 整 数 ) 时 ,系统 总 自 旋 5 的 所 有 可 能 值 也 都 是 整数 ( 半 整 数 ). 
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双重 简 并 的 呈 ,两 个 复 共 恩 旋 量 对 应 于 具有 同一 能 量 的 两 个 不 同 态 包 . 

再 作 一 点 数学 方面 的 注释 .具有 实 和 常数 C 的 (60.4) 式 ,在 数学 上 相当 于 旋 
量 的 诸 分 量 能 够 对 应 于 一 组 实 量 的 条 件 ,可 以 称 作 使 旋 量 为 “ 实 ” 的 条 件 久 . 奇数 
的 n 不 能 满足 条 件 (60.4) ,意味 着 没有 一 个 实 量 能 够 对 应 于 一 个 奇数 秩 的 旋 
量 .反之 ,对 偶数 的 m, 条 件 (60.4) 可 以 满足 ,C 可 以 是 实数 . 特别 是 ,一 个 实 矢 量 
可 以 对 应 于 一 个 二 秩 对 称 旋 量 , 只 要 C =1 时 (60.4) 得 到 满足 : 

本 = 

[这 不 难 从 (57.8) 和 (57.9) 看 出 上 .C =1 的 (60.4) 式 实际 上 是 任意 偶数 秩 的 对 
称 旋 量 成 为 “ 实 " 量 的 条 件 . 


Q@ 如 果 该 电场 具有 高 度 的 对 称 性 (立方 对 称 性 ) , 尚 有 可 能 存在 四 重 简 并 (参考 $ 99 及 其 习题 ). 
© H.A.Kramers 1930. 
@) 从 字面 上 讲 ,把 旋 量 称 为 实 旋 量 的 是 没有 意义 的 ,因为 它 的 复 共 轿 旋 量具 有 不 同 的 变换 规律 . 


第 九 章 
粒子 的 全 同性 





$61 同类 粒子 的 不 可 分 辨 性 原理 


经 典 力学 中 ,全 同 粒子 (譬如 说 一 组 电子 ) 尽管 其 物理 性 质 全 同 ,但 并 不 失 
去 它们 的 “个 别 性 ”. 我 们 可 以 设想 这 些 粒 子 已 在 某 一 时 刻 “ 编 号 ”, 随 后 跟 踩 蕊 
们 在 各 自 轨道 上 的 运动 ;因而 这 些 粒子 可 以 在 任 一 时 刻 加 以 鉴别 . 

量子 力学 中 的 情况 则 完全 不 同 . 我 们 早已 多 次 指出 ,由 于 不 确定 性 原理 , 电 
子 的 轨道 概念 不 再 具有 任何 意义 . 如 在 某 一 时 刻 精确 地 知道 了 一 个 电子 的 位 置 ， 
即使 在 无 限 接近 的 随后 时 刻 , 它 的 坐标 不 再 具有 定 值 . 因此 ,在 某 一 时 刻 把 这 些 
电子 加 以 定位 和 编号 ,对 以 后 时 刻 的 鉴别 工作 毫 无 帮助 ;如果 我 们 定位 了 其 中 一 
个 电子 , 则 在 另 一 时 刻 的 空间 某 点 ,我 们 无 法 说 出 这 些 电 子 中 究竟 哪 一 个 电子 到 


由 此 可 见 , 在 量子 力学 中 ,我 们 在 原则 上 不 可 能 对 一 组 同类 粒子 进行 个 别 追 
踪 从 而 鉴别 它们 . 我 们 可 以 这 样 说 ,量子 力学 中 的 全 同 粒子 完全 失去 了 它们 的 
“个 别 性 ”. 同类 粒子 在 物理 性 质 方面 的 全 同性 在 这 里 具有 十 分 深远 的 意义 ; 它 
导致 了 同类 粒子 的 完全 不 可 分 辨 性 . 

这 个 所 谓 同 类 粒子 的 不 可 分 辨 性 原理 ,在 研究 同类 粒子 所 组 成 的 量子 力学 
系统 时 具有 根本 的 意义 . 我们 先 考 虑 只 含 两 个 同类 粒子 的 系统 . 由 于 粒子 的 全 同 
性 ,这 两 个 粒子 相互 对 换 后 所 得 的 态 ,必须 在 物理 上 与 原 态 完全 相同 . 这 就 是 说 ， 
对 换 的 结果 ,该 系统 的 波 函 数 只 能 改变 一 个 不 重要 的 相 因 子 . 令 wy(&1,é,) 为 该 
系统 的 波 函 数 ,é, 和 ,分 别 代 表 每 个 粒子 的 三 个 坐标 和 一 个 自 旋 投 影 量 的 集合 . 
那么 我 们 必须 有 

vb) 6 Vt), 
其 中 的 a 是 某 一 实 常 数 . 再 把 它 对 换 一 次 ,就 回 到 原 态 ,同时 水 函数 被 乘 以 e“. 
因此 得 e =1, 或 e“ = +1. 故 
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VE ti) = ty(é, ,6,). 

由 此 得 出 结论 , 波 函 数 只 有 两 种 可 能 性 : 或 者 是 对 称 的 (粒子 对 换 后 保持 不 
变 ) ,或 者 是 反对 称 的 (对 换 后 变 一 符号 ). 十 分 明显 ,一 个 给 定 系统 的 所 有 各 态 
的 波 果 数 必须 具有 相同 的 对 称 性 ;要 不 然 , 由 不 同 对 称 性 的 态 释 加 而 成 的 一 个 状 
态 波 函数 ,将 会 既 不 对 称 又 不 反对 称 . 

这 个 结论 ,可 以 立刻 推广 到 任意 多 个 同类 粒子 所 组 成 的 系统 中 去 . 这 这 是 很 明 
显 的 ,由 于 粒子 的 全 同性 ,如 果 其 中 的 任意 一 对 粒子 具有 如 上 所 述 的 某 一 种 性 
质 ,譬如 说 ,具有 对 称 的 波 函 数 , 则 对 这 类 粒子 中 的 任意 其 它 一 对 粒子 而 言 ,也 应 
具有 同样 的 对 称 性 . 因此 , 当 我 们 对 换 其 中 的 任意 一 对 粒子 后 ,同类 粒子 的 波 函 
数 或 者 保持 不 变 ( 因此 也 可 以 说 把 其 中 的 粒子 进行 任意 置换 后 ,该 波 函 数 保持 
不 变 ) ,或 者 每 对 换 一 次 变 一 次 符号 . 前 一 种 情形 称 为 对 称 的 波 函 数 ,后 一 种 情 
形 称 为 反对 称 的 波 函 数 . 

粒子 的 性 质 是 由 对 称 的 还 是 由 反对 称 的 波 函 数 来 描写 ,这 取决 于 该 类 粒子 
的 本 质 ,由 反对 称 函数 描述 的 粒子 称 为 遵循 费 米 - 狄 拉克 统计 的 粒子 (简称 费 
米子 ) ,由 对 称 函 数 描述 的 粒子 称 为 遵循 玻 色 - 爱 因 斯 坦 统计 的 粒子 (简称 玻 色 
E 

根据 相对 人 量子 力学 的 规律 , 可 证 ( 见 第 四 卷 , $ 25 ) 粒子 所 遵循 的 统计 法 
则 和 其 自 旋 具有 单 值 关 系 : 自 旋 为 半 整 数 的 粒子 都 是 费 米 子 , 自 旋 为 整数 的 粒子 
都 是 玻 色 子 . 

复合 粒子 的 统计 ,是 由 该 粒子 中 所 含 的 费 米 基本 粒子 的 奇偶 数 确 定 的 . 因为 
对 换 两 个 全 同 的 复合 粒子 相当 于 同时 对 换 几 对 全 同 的 基本 粒子 . 玻 色 粒子 的 对 
换 不 改变 波 函 数 , 费 米粒 子 的 对 换 改变 波 函 数 的 符号 . 因此 ,含有 奇数 个 费 米 基 
本 粒子 的 复合 粒子 遵循 费 米 统计 ,含有 偶数 个 费 米 基本 粒子 的 复合 粒子 遵循 玻 
色 统 计 . 这 个 结论 当然 和 上 段 所 述 的 一 般 规则 是 一 致 的 ,因为 一 个 复合 粒子 的 自 
旋 是 整数 还 是 半 整 数 ,决定 于 它 的 组 成 中 自 旋 为 半 整 数 的 粒子 共有 偶数 个 还 是 
奇数 个 . 

例如 ,原子 量 为 奇数 的 ( 即 中 子 和 质 质子 的 总 数 为 奇数 的 ) 原子 核 遵 循 费 米 统 
计 ,而 原子 量 为 偶数 的 原子 核 遵 循 玻 色 统计 . 对 原子 讲 来 ,除了 原子 核 外 还 有 电 
子 , 它 的 统计 显然 由 原子 量 和 原子 序数 之 和 的 奇偶 来 确定 . 

我 们 来 考虑 一 个 由 w 个 全 同 粒子 所 组 成 的 系统 . 粒子 间 的 相互 作用 可 以 略 


山 这 个 术语 ,原先 是 对 同类 粒子 所 组 成 的 理想 气体 所 应 遵循 哪 种 统计 法 则 而 言 的 ,其 中 的 粒子 具 
有 反对 称 的 或 对 称 的 波 函 数 .我们 这 里 所 考虑 的 ,实际 上 不 仅 是 不 同 的 统计 规律 问题 ,而 且 主 要 是 不 同 的 
力学 规律 问题 . 费 米 统计 是 由 费 米 于 1926 年 针对 电子 提出 的 , 它 与 量子 力学 的 关系 则 由 犹 拉 克 所 阐明 
(1926). 玻 色 统 计 是 由 玻 色 针对 光量 子 提出 的 ,并 被 爱 因 斯 坦 (1924) 所 推广 . 
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去 不 计 . 令 ,yw,，… 为 每 个 粒子 可 能 单独 具有 的 各 种 定 态 波 阻 数 . 给 出 了 各 个 
粒子 所 占 的 各 种 状态 数 以 后 ,该 系统 的 整个 状态 就 被 确定 . 产生 的 问题 是 怎样 用 
i,W;，… 波 归 数 构成 整个 系统 的 波 录 数 汪 . 
同 ). 对 于 一 个 玻 色 子 系统 , 波 函 数 /ee pey) 是 由 下 列 乘积 对 不 同 下 标 pi, 
p;，… 加 以 所 有 可 能 的 置换 后 求 和 给 出 的 : 
Wo (EY, (62) ys (én)- (61.1) 

这 个 求 和 式 显 然 具 有 所 需 的 对 称 性 . 例如 ,对 两 个 处 于 不 同 态 的 粒子 (pi 关 p,) 所 
组 成 的 系统 ,有 
] 

有 本 
引入 1 人 M2 是 为 了 归 一 化 ;所 有 的 办 ,pp ,… 函 数 都 是 正 交 的 ,并 且 假 定 是 归 一 化 
的 . 

一 般 情 形 下 ,对 于 粒子 数 NN 为 任意 值 的 一 个 系统 , 归 一 化 波 函 数 为 


Nt MY se 5 
和 | Ss (GW, (2) 及 (én), (61.3) 


式 中 对 不 同 下 标 mm ,Pp,,，… ,pn 的 所 有 置换 求 和 ,WN, 为 数值 都 等 于 i 的 下 标 个 数 
(有 ZN,=N). 上 式 的 ly1 对 6&1 ,é,,… ,én 积分 时 ,除了 每 项 的 模 量 平方 值 以 外 
所 有 的 交叉 项 都 等 于 零 由 ;由 于 (61.3) 式 一 共有 NI! /A(N! N,! N;! …) 项 ,从 
而 得 到 (61. 3) 式 中 的 归 一 化 因子 . 
对 于 费 米 子 系统 , 波 函 数 少 是 乘积 (61. 1) 的 反对 称 组 合 . 对 双 粒 子 系统 有 
] 


[机 CB ) ws (2) + hs (a) ps (Ei)] (61.2) 


p86) = EG) (GW (8 (61.4) 
对 个 粒子 的 一 般 情形 , 波 函 数 可 以 写成 一 个 行列 式 : 
多 《到 ) WV, (é2) ca WV, (én) 
1 y, (é1y y, 《区 Po yy, (én) 
= -一 一 | (Ol1.S) 


W, (é1) W, (é,) 人 WV, (én) 


交换 两 个 粒子 相当 于 行列 式 中 两 列 对 换 , 使 上 式 变 号 . 
由 (61. 5) 式 可 得 下 列 重要 结论 . 如 果 在 pi ,p,,… 中 有 两 个 数值 相同 ,行列 
式 中 就 有 两 行 相同 ,这 个 行列 式 等 于 零 . 只 有 当 p,,p;,… 之 值 全 部 不 同时 ,这 个 


QD 在 863 ~ 8$65 中 ,对 上 的 积分 暂时 理解 为 包括 对 坐标 的 积分 以 及 对 cr 的 求 和 . 
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行列 式 才 不 等 于 零 . 由 此 可 见 , 由 遵循 费 米 统计 的 同类 粒子 所 组 成 的 系统 中 ,不 
可 能 有 两 个 (或 更 多 个 ) 粒子 在 同一 时 刻 处 于 同一 态 . 这 就 是 泡 利 原理 (1925 ) 


$062 交换 作用 


不 考虑 粒子 自 旋 的 薛 定 廖 方程 以 及 由 它 求 出 的 结果 并 不 是 毫 无 用 处 的 . 因 
为 粒子 之 间 的 电 作 用 与 粒子 的 自 旋 无 关 @. 从 数学 上 讲 来 ,这 就 是 说 具有 电 作 用 
的 多 粒子 系统 (没有 磁场 ) 的 哈密 顿 量 不 含 自 旋 算 符 ,把 它 作用 在 波 函 数 上 不 影 
啊 目 旋 变 量 . 由 于 这 一 点 , 波 函 数 的 每 一 个 分 量 , 实 际 上 都 能 满足 这 个 苹 定 调 方 
程 ; 换 句 话 说 ,这 个 多 粒子 系统 的 波 函 数 可 以 写成 下 列 乘积 形式 . 

WV (EE,…) =W(0 0 00 Dr yr ss ) 

其 中 的 p 函数 只 依赖 于 粒子 的 坐标 ,而 x 函数 只 依赖 于 粒子 的 自 旋 . 我 们 把 前 者 
称 为 坐标 波 函 数 或 轨道 波 函 数 ,把 后 者 称 为 自 旋 波 函数 . 薛 定 刘 方 程 实质 上 只 确 
定 坐标 函数 p, 留 下 一 个 未 定 的 y 函数 . 在 某 些 场合 , 当 我 们 不 需要 考虑 粒子 自 
旋 的 时 候 ,我 们 就 可 以 应 用 薛 定 刘 方 程 并 把 波 函 数 看 作 仅 是 坐标 的 函数 , 正 像 我 
们 迄今 为 止 所 做 的 那样 . 

但 应 指出 ,尽管 粒子 间 的 电 作 用 与 自 旋 无 关 ,该 系统 的 能 量 却 与 总 自 旋 存 在 
着 一 定 的 特殊 关系 ,这 种 关系 最 终 讲 来 是 由 同类 粒子 的 不 可 分 辨 性 原理 产生 的 . 

我 们 来 考虑 一 个 只 含 两 个 全 同 粒子 的 系统 . 求解 苹 定 计 方 程 可 得 一 系列 能 
级 ,每 一 能 级 有 一 个 确定 的 坐标 波 函 数 g(r ,m ) 与 之 对 应 ,这 些 波 函 数 必须 是 
对 称 的 或 反对 称 的 . 因为 ,粒子 的 全 同性 使 得 该 系统 的 哈密 顿 量 ( 从 而 还 有 它 的 
样 定 读 方程 ) 对 粒子 的 对 换 保持 不 变 . 如 果 能 级 都 是 无 简 并 的 , 则 坐标 rr 和 ,对 
换 后 g(r ,r,) 函数 只 能 改变 一 个 常 因子 ;再 把 它 对 换 一 次 ,我 们 就 可 以 证 明 这 
个 常 因子 只 能 等 于 +1.@ 

先 设 粒子 的 自 旋 等 于 零 . 这 样 的 粒子 根本 不 存在 自 旋 因子 ,因而 波 函 数 化 为 
一 个 坐标 函数 g(r ,r,) ,这 个 函数 必须 是 对 称 的 (由 于 自 旋 为 零 的 粒子 服从 玻 
色 统 计 ). 这 样 一 来 ,由 薛 定 齐 方 程 解 得 的 能 级 实际 上 不 能 全 部 存在 , 亦 即 其 中 
对 应 于 反对 称 函 数 p 的 能 级 对 这 个 系统 是 不 存在 的 . 


有 反 演 变换 . 另 一 方面 , 反 演 的 结果 是 9 函数 多 出 一 个 ( -1) :因子 ,7 为 这 两 个 粒 
子 相 对 运动 的 轨道 角 动 量 ( 见 $30). 这 一 考虑 和 上 有 段 所 得 的 结论 比较 ,我 们 可 
以 肯定 ,两 个 自 旋 为 零 的 同类 粒子 所 组 成 的 系统 只 能 具有 偶数 值 的 轨道 角 动 量 . 


山 这 只 在 非 相对 论 近似 中 才 是 正确 的 . 考虑 了 相对 论 效应 后 ,带电 粒子 间 的 作用 与 自 旋 有 关 . 
人 @ 有 简 并 时 ,我 们 可 以 把 属于 同一 能 级 的 那些 简 并 波 函 数 适当 地 线性 组 合 起 来 ,使 得 这 个 条 件 仍 
被 满足 . 


ax mol ma ez ro LE r 
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其 次 ,假定 该 系统 是 由 自 旋 为 了 的 两 个 粒子 (譬如 说 电子 ) 组 成 的 . 那么 , 访 
系统 的 完整 波 函 数 [ 即 p(7,,r,) 函数 和 自 旋 函 数 X( el ,0 ) 的 乘积 ] 对 这 两 个 粒 
子 的 对 换 必 须 反 对 称 . 如 果 坐标 函数 是 对 称 的 , 自 旋 函 数 就 必须 反对 称 ,或 则 反 


我 们 把 自 旋 函 数 写成 旋 量 形式 , 它 是 一 个 两 秩 旋 量 x ,其 中 的 每 个 指标 对 应 
一 个 粒子 的 自 旋 . 对 称 旋 量 (x” =X* ) 对 应 于 这 两 个 粒子 自 旋 的 对 称 函 数 , 反 


友基 放量 Ci = -x ) 对 应 于 反对 称 函 数 . 但 是 我 们 知道 ,一 个 二 秩 对 称 旋 量 描 
述 总 自 旋 为 1 的 系统 ,反对 称 旋 量 则 可 化 成 一 个 标量 , 它 所 对 应 的 总 自 施 等 
于 零 


由 此 可 得 下 列 结论 . 与 薛 定 庆 方 程 的 对 称 解 g(r ,r, ) 相对 应 的 能 级 ,只 有 
该 系统 的 总 自 旋 等 于 零 的 时 候 , 亦 即 这 两 个 电子 的 自 旋 彼 此 “ 反 平 行 " 使 得 总 自 
旋 等 于 零 的 时 候 , 才 能 存在 . 另 一 方面 ,反对 称 函 数 g(r,,r,) 所 对 应 的 那些 能 
级 ,要求 总 目 旋 值 等 于 1 ,也 就 是 这 两 个 电子 的 自 旋 必须 彼此 “平行 ” 

换 句 话说 ,多 电子 系统 的 那些 能 量 允许 值 依赖 于 该 系统 的 总 自 旋 . 由 于 这 个 
原因 ,我 们 可 以 把 这 种 依赖 关系 说 成 是 粒子 间 的 一 种 特殊 作用 的 结果 . 这 种 作用 
称 为 “交换 作用 ”. 它 是 一 种 纯粹 的 量子 效应 ,过 渡 到 经 典 力学 极限 情形 时 就 (和 
目 旋 一 样 ) 全 部 消失 . 

下 列 情 次 是 我 们 所 讨论 的 双 电 子 系统 所 特有 的 . 每 一 个 能 级 对 应 于 一 个 确 
定 的 自 旋 值 :0 或 1. 以 后 将 会 看 到 ( 8$ 63 ) , 自 旋 值 与 能 级 之 间 的 这 种 单 值 对 应 


关系 ,在 任意 数目 的 多 电子 系统 中 仍然 成 立 . 但 是 , 自 旋 大 于 少 的 粒子 所 组 成 的 


系统 并 不 具有 这 样 的 性 质 
我 们 来 考虑 一 一 个 双 粒子 系统 ， 每 个 粒子 的 自 旋 为 s. 这 个 系统 的 自 旋 波 函 数 
是 一 个 4s 秩 旋 量 : 


re 
i 


p 

其 中 的 一 半 (2s 个 ) 指 标 对 应 于 _ 个 粒子 的 自 施 ， 为 一 半 指 标 对 应 于 男 一 个 粒子 
的 目 旋 . 这 个 旋 量 对 每 一 组 指标 而 言 是 分 别 对称 的 . 两 个 粒子 的 对 换 , 相当 于 把 
第 一 组 的 所 有 指标 A,u,… 和 第 二 组 的 所 有 指标 p,o,… 相 对 换 . 为 了 求 得 总 自 
旋 为 $ 的 自 旋 函 数 , 上 述 旋 量 必须 缩 并 掉 2; - $ 对 指标 (每 对 指标 中 含有 A， 

… 中 的 一 个 指标 和 p,c,… 中 的 一 个 指标 ) ,并 且 对 其 余 的 指标 对 称 化 ,结果 得 
本 -不 25 秩 对 称 旋 量 . 我 们 知道 , 旋 量 对 一 对 指标 的 缩 并 ,意味 着 对 这 些 指标 进 
行 反 对 称 组 合 . 因此 当 粒 子 对 换 以 后 , 自 旋 波 函数 将 乘 以 ( - 1)2-5. 

万 一 方面 , 当 粒 子 对 换 以 后 , 双 粒 子 系统 的 完整 波 函 数 必 须 乘 以 ( -1)2( 即 
5 为 整数 时 乘 以 +1,s 为 半 整 数 时 乘 以 -1) .根据 这 一 点 ,坐标 波 函 数 的 对 换 对 
称 性 由 ( -1) 因子 所 给 出 , 它 只 和 $ 有 关 . 由 此 得 出 结论 ,由 两 个 全 同 粒子 所 组 
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成 的 一 个 系统 的 坐标 波 函 数 , 当 总 目 旋 为 偶数 时 是 对 称 的 ,奇数 时 是 反对 称 的 . 

回忆 前 述 粒子 对 换 和 坐标 系 反 演 间 的 关系 ,我 们 还 可 以 肯定 , 当 系 统 的 自 旋 
5 为 偶 ( 奇 ) 数 时 ,该 系统 只 能 具有 偶 ( 奇 ) 数 的 轨道 角 动 量 . 

在 这 里 还 可 以 看 出 ,该 系统 的 能 量 允 许 值 和 总 自 旋 之 间 也 存在 着 一 定 的 关 
系 ,但 是 这 种 关系 不 一 定 是 单 值 的 . 对 应 于 对 称 ( 反 对 称 ) 坐 标 波 函数 的 各 种 能 
级 中 ,$ 可 以 等 于 任 一 偶 ( 奇 ) 数 值 . 

现在 来 计算 一 下 ,该 系统 中 具有 偶数 或 奇数 $ 值 的 不 同 状 态 各 有 多 少 个 .5 
可 取 2s +1 个 不 同仁 :2s,2s -1,…,0. 任 一 给 定 的 S$, 又 有 2S+1 个 自 旋 z 分 量 值 
不 同 的 态 [ 因此 一 起 有 (2s +1) 个 不 同 态 ]. 设 ;为 整数 , 则 在 2s +1 个 不 同 的 5 
值 中 ,有 s+1 个 是 偶数 ,有 ;个 是 奇数 . 具有 偶数 $ 值 的 总 态 数 共计 为 

> (28+1)=(2s +1)(s+1); 


剩 下 的 s(2s + 1) 个 态 具有 奇数 的 $ 值 . 同 理 , 当 * 为 半 整 数 时 ,我 们 发 现 共有 
s(2s +1) 个 态 具 有 偶数 的 8 值 ,(s+1)(2s +1) 个 态 具 有 奇数 的 $ 值 . 


习 题 
1. 把 电子 间 的 作用 看 作 微 扰 , 求 双 电 子 系 统 的 能 级 的 交换 分 裂 . 
解 : 设 粒子 分 别 ( 不 考虑 它们 间 的 相互 作用 ) 处 于 轨道 波 函 数 为 p, (r) 和 
93(T) 的 态 中 . 它们 的 对 称 乘 积 和 反对 称 乘 积 ,分 别 对 应 于 系统 总 自 旋 $ =0 和 
S=1 的 情形 : 


[ir ) psn) t+ pi(r,) pa(71)]. 


本 
粒子 相互 作用 算 符 U(r, -r) 在 这 两 种 态 中 的 平均 值 分 别 等 于 4A+], 其 中 的 


4 = | vlpr,) | ps Cs) [ard 


= 


1= ‖ Vp (ri) Gri) pa ra) 2 (m1) dVidy,, 


(J 称 为 变换 积分 ). 由 此 可 见 , 除 了 不 具备 交换 性 质 的 附加 常数 4 以 外 ,能 级 位 
移 分 别 为 AE, =J,AE, = -JJ 下 标 表示 9 的 值 ). 这 些 数值 可 以 看 作 下 列 自 旋 交 
换算 符 呈 的 本 征 值 : 
b= (1 +4$, +$) Cy 
(s,， $s, 的 本 征 值 见 $55 题 2). 
例如 ,如 果 这 两 个 电子 属于 不 同 的 原子 , 则 原子 间距 民 增 大 时 交换 积分 指 


中 ， 狄 拉克 最 先 使 用 这 个 算 符 . 
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数 式 地 衰减 . 由 ] 的 被 积 流 数 的 结构 显然 可 以 看 出 ,这 个 积分 式 取决 于 p,(r,) 
和 gp,(r,) 波 防 数 的 “ 重 胎 程度 ”; 根 据 离散 谱 状 态 波 函 数 的 渐 近 式 [ 见 (21.6) 
式 ] ,可 得 
pei el rs = VimlET, 

EE, 和 ,分 别 为 这 两 个 原子 中 的 电子 能 级 . 

2. 与 上 题 同 ,但 系统 为 三 个 电子 . 

解 :根据 题 1 中 的 (1) 式 ,三 电子 系统 的 “成 对 作用 ”交换 算 符 可 写成 下 列 形 

区 二 -三 7. (二 +25, 各) (1) 

式 中 按 粒子 对 12,13 ,23 求 和 .8$。 .名 算 符 对 自 旋 值 o,,o, 不 同 的 态 而 言 的 矩阵 
元 可 用 (55.6) 式 确定 ,并 等 于 














由 
er 人 
ER 
要 -a 和 六 
ES 
CD -i 3 








先 求 总 自 旋 投 影 Ms = ol +0,+0, 具 有 最 大 允许 值 即 M， = 本 时 的 能 量 ,也 


就 是 总 自 旋 5= 广 时 的 能 量 ,由 算 符 (1) 的 对 角 矩阵 元 算出 : 
和 到 =( hs + dis de): 


] 下 EE: i 
其 决 ,来 计算 M., = 了 的 态 . 这 个 MM 和 值 可 以 用 三 种 不 同方 式 实现 , 即 O|,0,,，, 


] ] ds 
0s 中 的 一 个 可 以 分 别 等 于 -二 【其余 两 个 为 汪 】- 因此 ,对 这 些 态 讲 来 ,我 们 得 
到 一 个 三 次 久 期 方程 . 如 果 注 意 到 这 个 方程 的 一 个 根 应 该 等 于 我 们 已 经 求 出 的 
S = 广 态 的 能 量 , 则 方程 的 求解 可 以 大 大 简化 ,这 个 久 期 方程 可 以 被 AE _ AE,。 


所 除 尽 :根据 这 一 点 ,我 们 可 以 不 必 算 出 三 次 方程 中 的 常数 项 人 〇 . 
从 久 期 方程 式 算 得 
(AE) +(J + J +Jas)(AE)’+ 


中 ”对 粒子 数 较 多 的 系统 进行 类 似 的 计算 时 ,这 一 方法 特别 有 用 . 
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十 二 ys + 133 - (J + i + J];) |AE+ 二 0， 


] 
此 式 除 以 AE+Ji,+Jis+Jw 后 , 即 可 求 得 5 = 了 态 的 两 个 能 级 : 


ABF = (|. 


因此 一 起 有 三 个 能 级 ,与 $63 题 1 中 算得 的 能 级 数 一 致 . 

3. Be 核 在 什么 状态 下 可 以 衰变 成 为 两 个 w 粒子 ? 

解 :由 于 a 粒子 不 存在 自 旋 , 两 个 a 粒子 所 组 成 的 系统 只 能 具有 偶 轨 道 角 
动量 ( 即 该 系统 的 总 角 动 量 ) , 它 的 状态 为 偶 态 . 因此 Bes 核 只 有 取 总 角 动 量 为 偶 
数 的 偶 态 时 ,上 述 衰 变 才 有 可 能 实现 . 
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根据 只 含 两 个 粒子 的 系统 的 考虑 ,我 们 已 经 证 明定 态 的 坐标 波 函 数 p(r ， 
r, ) 必须 是 对 称 的 或 反对 称 的 . 在 一 般 情形 下 ,系统 由 任意 多 个 全 同 粒子 所 组 成 ， 
莅 定 户 方 程 之 解 (坐标 波 函 数 ) 对 任意 两 个 粒子 的 对 换 而 言 不 一 定 对 称 或 反对 
称 , 不 像 完整 波 函数 ( 它 包含 了 自 旋 因 子 ) 那 样 必须 具有 对 称 或 反对 称 性 . 这 是 
因为 ,只 对 换 这 两 个 粒子 的 坐标 ,并 不 等 于 这 两 个 粒子 的 物理 对 换 . 粒子 的 物理 
全 同性 ,在 这 里 只 能 导出 哈密 顿 量 对 粒子 对 换 的 不 变性 ,因此 如 有 某 一 函数 为 莅 
定 汕 方程 之 解 , 则 该 函数 中 的 各 种 变量 进行 任意 置换 后 ,所 得 的 各 种 函数 也 都 是 
该 方程 之 解 . 

我 们 先 对 一 般 的 对 换 问 题 作 几 点 说 明 . 在 NN 个 粒子 所 组 成 的 系统 中 ,一 共 
有 N! 种 不 同 的 置换 方式 .假想 所 有 的 粒子 都 编 上 了 号 码 , 每 一 种 置换 ,就 可 以 
用 1,2,… 等 号 码 的 一 个 固定 序列 表示 出 来 . 从 号 码 的 自然 序列 1,2,… 出 发 , 通 
过 粒子 对 的 一 系列 对 换 可 以 得 到 各 种 序列 . 按照 对 换 的 总 次 数 是 偶数 次 还 是 奇 
数 次 ,我 们 把 对 换 完 毕 后 所 得 的 置换 分 别称 为 偶 置 换 或 奇 置换 . 令 户 为 个 粒 
子 的 置换 算 符 ,并 引进 6,, 当 P 为 偶 置换 时 6" 等 于 1, 户 为 奇 置换 时 58. = -1. 如 
果 函 数 pg 对 所 有 粒子 全 都 对 称 ,我 们 有 

Pp =p， 
如 果 g 对 所 有 粒子 全 反对 称 , 则 有 
Po = 0p0. 

从 任 一 函数 g(r ,r;,… ,ry) 出 发 ,通过 对 称 化 运算 可 以 给 出 一 个 对 称 函 数 ， 

这 个 函数 可 写成 
9pwn = 常数 x 2, Py, (63.19 
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式 中 对 所 有 可 能 的 置换 求 和 . 通过 交替 (反对 称 化 ) 运算 还 可 以 给 出 一 个 反对 称 
果 数 ,这 个 函数 可 写成 

pe = 常数 x 》 5rpPp. (63.2) 

现在 回 过 来 研究 全 同 粒子 系统 的 波 函 数 gp 所 具有 的 置换 性 质 @. 该 系统 的 


哈密 顿 量 对 所 有 的 粒子 对 称 ,这 一 事实 的 数学 含义 是 ,五 和 所 有 的 置换 算 符 户 都 
对 易 . 但 是 这 些 置换 算 符 并 不 是 彼此 对 易 的 ,因而 它们 不 能 同时 对 角 化 . 这 就 表 
明 ,我 们 挑选 不 出 这 样 的 一 组 波 函 数 p 来 ,使 得 每 一 个 函数 pg 对 所 有 的 对 换 保 
持 对 称 或 反对 称 @: 

我 们 来 求 函数 g(r ,r,,… ,rn) (或 一 组 这 样 的 函数 ) 对 W 个 变量 的 置换 而 
言 所 能 具有 的 各 种 对 称 类 型 . 这 种 对 称 类 型 必须 是 “不 能 增添 "的 ,这 就 是 说 ,对 
这 些 函 数 进行 任意 的 对 称 化 运算 或 交替 运算 后 ,或 者 变 成 原来 那 组 函数 的 线性 
组 合 , 或 者 变 成 恒 等 于 零 . 

我 们 已 知 有 两 种 运算 ,它们 所 给 出 的 函数 具有 最 大 可 能 的 对 称 性 :这 就 是 对 
所 有 变量 的 对 称 化 运算 ,以 及 对 所 有 变量 的 交替 运算 。 这 样 的 运算 可 作 如 下 的 
推广 . 

我 们 把 NN 个 变量 7, ,r,,… ,rn( 或 者 换 一 个 说 法 也 是 一 样 ,把 NN 个 下 标 1,2， 
…,W) 分 成 几 组 ,各 组 分 别 含有 N, ,N, ,… 个 
元 素 ( 即 变量 ) ;N+ N, +… = N. 这 一 分 割 
可 以 用 一 个 图 形 ( 称 为 杨 图 ) 表示. NWN, ,N,,… 
等 数 分 别 等 于 图 中 各 行 所 含 的 格 数 (例如 图 
21 中 ,分别 表 示 NW=22 的 6+4+4+3+3+ 
1 +1 分 制 和 7+5+5+3+1+1 分 割 ); 把 
1 ,2 ,3 ,… 等 数 分 别 填 人 每 格 中 (每 格 中 填 进 图 21 
一 个 数 ). 如 果 我 们 按 格子 数 的 递减 次 序 自 
上 而 下 把 各 行 排 好 (如 图 21 所 示 ) ,这 个 图 中 不 但 有 好 几 行 而 且 还 有 好 几 列 . 

现在 把 任 一 函数 p(m ,r,,… ,r ) 分别 对 每 行 中 所 填 的 那些 变量 对 称 化 . 经 
过 这 样 的 对 称 化 以 后 ,我 们 只 能 对 不 在 同一 行 中 的 变量 进行 交替 运算 ;对 同一 行 
中 的 一 对 变量 进行 交替 运算 后 显然 恒 等 于 零 . 

在 每 一 行 中 挑 出 一 个 变量 ,我 们 可 以 假定 这 些 变量 都 在 每 行 的 第 一 格 中 ,这 


QD 从 数学 观点 看 来 ,这 个 问题 相当 于 寻求 N 个 元 素 的 置换 群 所 能 具有 的 各 种 不 可 约 表示 . 置换 群 
的 数学 理论 的 详细 叙述 ,可 参考 下 列 各 书 :H. 韦 耳 ( Weyl) ,The Theory of Groups and Quantum Mechanics, 
Methuen , London 1931; M. Hamermesh ,Group Theory and its Application to Physical Problems Pergam on Lon- 
don, 1962; I.G. Kaplan, Symmetry of Many - Electron Systems ，Academic Press, New York, 1974. 


@ ”只 会 两 个 粒子 的 系统 除外 ,因为 它 只 有 一 个 交换 算 符 ,可 以 和 五 同时 对 角 化 . 
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样 假定 并 不 失 其 普遍 性 (对 称 化 后 ,每 行 中 的 变量 次 序 是 无 所 谓 的 ) ;现在 对 这 
些 变量 施行 交替 运算 . 随后 把 第 一 列 删 去 , 留 下 的 “削减 ”图 中 ,再 在 每 一 行 中 挑 
出 一 个 变量 ,然后 对 这 些 变量 进行 交替 运算 ;这 些 变量 又 可 以 看 作 处 于 “削减 
图 ”的 第 一 列 . 把 这 样 的 手续 继续 下 去 ,我们 最 后 得 到 一 个 函数 ,这 个 函数 起 先 
是 对 每 行 中 的 变量 对 称 化 的 ,随后 又 对 每 列 中 的 变量 进行 了 交替 运算 . 经 过 交替 
运算 后 ,一 般 讲 来 ,这 个 函数 对 每 行 中 的 变量 就 不 再 对 称 . 它 只 对 第 一 行 中 留 下 
的 未 经 交替 运算 的 那 一 部 分 变量 保持 着 对 称 性 ,这 部 分 变量 处 于 第 一 行 末端 比 
别 行 突 出 的 那些 方 格 中 . 

把 V 个 变量 用 各 种 方式 分 配 到 一 个 杨 图 的 各 行 中 去 以 后 (每 行 各 格 中 的 分 
配方 式 是 无 所 谓 的 ) ,我 们 就 可 以 得 到 一 组 函数 , 当 N 个 变量 以 任意 方式 置换 
时 ,这 组 函数 就 变 成 它们 的 线性 组 合 . 但 应 强调 指出 ,这 些 函 数 并 不 都 是 线性 
独立 的 ;独立 函数 的 个 数 往往 小 于 NN 个 变量 分 配 于 该 图 各 行 中 所 能 具有 的 各 种 
分 配方 式 的 总 数 . 我们 不 打算 详 述 这 一 

由 此 可 见 ,一 个 杨 图 确定 了 一 组 具有 一 定 的 置换 对 称 类 型 的 函数 . (对 

一 个 给 定 的 入 值 ) 画 出 所 有 可 能 的 杨 图 ,可 以 得 到 所 有 可 能 的 对 称 类 型 . 这 
相当 于 把 入 分 割 成 几 部 分 之 和 且 每 部 分 之 值 小 于 或 等 于 N 时 ,一 共有 多 少 
种 不 同 的 分 割 方式 ;例如 N=4 时 ,可 能 的 分 割 方式 有 4,3 +1,2 +2,2+1+ 
1],1+1+1+1. 

系统 的 每 一 个 能 级 和 一 个 杨 图 相对 应 ,该 图 确定 了 醉 定 汕 方程 的 某 组 解答 
所 具有 的 置换 对 称 性 ;一 般 讲 来 ,每 一 个 能 级 有 若干 个 不 同 函数 与 之 相对 应 ,这 


些 函 数 在 变量 的 置换 下 彼此 线性 变换 . 这 种 “置换 简 并 ”的 存在 ,是 由 于 每 个 P 
算 符 和 哈密 顿 量 对 易 ,但 彼此 不 对 易 ( 见 $10 中 段 ). 但 是 必须 强调 指出 ,这 一 点 
并 不 表示 该 能 级 不 再 具有 其 它 的 物理 简 并 . 所 有 这 些 不 同 的 坐标 波 函 数 , 乘 上 自 
旋 函 数 以 后 ,组 合成 为 一 个 完整 波 函数 ,就 可 满足 对 称 或 反对 称 条 件 ( 由 粒子 的 
自 旋 决 定 ). 

在 各 种 类 型 的 置换 对 称 性 (对 给 定 的 W 而 言 ) 中 ,总 有 两 种 类 型 的 对 称 性 只 
能 分 别 对 应 于 一 个 函数 . 一 种 对 应 于 一 个 所 有 变量 的 对 称 函 数 , 另 一 种 则 对 应 于 
一 个 反对 称 函数 ;在 前 一 种 情形 下 , 杨 图 只 有 一 行 (此 行 有 NN 格 ) ,第 二 种 情形 下 
杨 图 只 有 一 列 . 


WD 也 可 以 按 相反 次 序 施行 对 称 化 运算 和 交替 运算 ; 先 对 每 列 的 变量 进行 交替 运算 ,再 对 每 行 
的 变量 进行 对 称 化 运算 .但 这 实际 上 不 会 得 到 新 结果 ,用 这 两 种 方法 求 得 的 两 套 函 数 ,只 差 一 个 线 
@ 彼此 进行 线性 变换 的 一 组 独立 函数 构成 置换 群 的 一 个 不 可 约 表示 的 一 组 基 , 独 立 函 数 的 个 数 就 


是 该 表示 的 维 数 .对 自 旋 了 -的 粒子 ,这 个 数 的 推导 见 后 面 例题 1 
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现在 来 考虑 自 旋 波 函数 Y(ol ,ca,…,ow). 它们 对 粒子 置换 所 具有 的 对 称 
夫 型 同样 由 杨 图 给 出 ,图 中 的 变量 现在 是 粒子 自 旋 的 z 分 量 .产生 的 问题 是 , 自 
旋 波 函数 的 杨 图 应 该 具有 怎样 的 形状 ,才能 与 坐标 函数 的 一 个 给 定 杨 图 相配 合 . 
先 设 粒子 的 自 旋 具有 整数 值 , 则 完整 波 函数 少 必须 对 所 有 的 粒子 对 称 . 由 于 这 
一 氮 , 目 旋 函 数 和 坐标 函数 的 对 称 性 必须 由 同一 杨 图 给 出 ,从 而 完整 波 函数 几 
可 以 表 成 这 两 种 函数 的 特定 的 双 线性 组 合 ;在 这 里 我 们 不 打算 详 述 这 样 的 线性 
组 合 问题 . 

其 次 , 设 粒子 的 自 旋 为 半 整 数值 . 则 完整 波 函 数 必须 对 所 有 的 粒子 反对 称 . 
根据 这 一 点 可 以 证 明 ,坐标 函数 的 杨 图 和 自 旋 函数 的 杨 图 必须 具有 对 偶 关系 , 亦 
即 两 者 可 以 通过 行列 对 调 而 相互 得 到 (例如 图 21 中 的 两 个 杨 图 ). 


让 我 们 对 自 旋 为 5 的 重要 情形 (譬如 对 电子 ) 进行 较 详细 的 考虑 . 每 一 个 自 


旋 变量 ca:,… 现 在 只 取 + 两 个 值 . 由 于 一 个 函数 对 取 值 相同 的 两 个 任意 变 


量 反 对 称 化 后 等 于 零 , 故 函数 x 只 能 对 一 对 变量 施行 交替 运算 ;如果 对 三 个 变量 
施行 交替 运算 ,其 中 必 有 两 个 变量 取 值 相同 , 故 其 结果 等 于 零 . 

由 此 可 知 ,对 一 个 多 电子 系统 讲 来 , 自 旋 函数 的 杨 图 中 每 一 列 只 能 有 一 格 或 
两 格 ( 亦 即 此 图 只 能 有 一 行 或 两 行 ) ;对 坐标 函数 的 杨 图 而 言 ,只 能 有 一 列 或 两 
列 . 含 有 WV 个 电子 的 系统 中 ,置换 对 称 性 的 类 型 数 就 等 于 把 w 分 割 成 为 一 部 分 


或 两 部 分 之 和 的 可 能 分 割 方式 数 . 当 N 为 偶数 时 ,这 个 数值 等 于 二 N + 1 (第 二 
部 分 分 别 为 0,1,…, 了 了 入) , 当 V 为 奇数 时 它 等 于 二 (N+ 1) [第 二 部 分 分 别 为 


0,1,… ,到 CN-1) ). 例如 N=4 时 ,所 有 的 杨 图 (坐标 的 和 自 施 的 ) 如 图 22 


所 示 . 
容易 证 明 , 每 一 种 对 称 类 型 ( 即 每 一 杨 

图 ) 对 应 于 多 电子 系统 的 一 个 确定 的 总 自 旋 上 2 HH 

$. 我 们 把 自 旋 函 数 考虑 成 为 旋 量 形式 , 即 把 

它 看 做 是 一 个 N 秩 旋 量 yw ,这 个 旋 量 中 的 

各 个 指标 (每 一 个 指标 对 应 于 一 个 单 粒 子 的 *CTHD HD 

自 旋 ) 就 是 排列 在 杨 图 中 的 那些 变量 .我 人 来 ”52 5 50 

研究 一 个 杨 图 ,其 第 一 行 有 N, 格 ,第 二 行 有 

N, 格 (N, +N,=N, 及 N, 宇 NN,). 前面 的 NN, 列 

中 ,每 列 只 有 两 格 ,这 个 旋 量 必须 对 每 一 列 中 的 一 对 指标 反对 称 . 但 是 对 第 

一 行 中 后 面 剩 下 的 n= N, - Ns, 格 而 言 ,还 必须 对 这 些 格子 中 的 变量 为 对 称 . 


图 22 
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3n 相对 应 . 至 于 坐标 函数 的 杨 图 ,我 们 可 以 这 样 说 ,如 果 该 图 中 只 含 一 个 


格子 的 行 数 共有 n 行 ,这 个 图 就 对 应 于 总 自 施 $= 方 n. 当 NN 为 偶数 时 ,总 自 


旋 可 取 0 到 了 N 的 各 种 整数 值 ,N 为 奇数 时 ,可 取 广 到 广 N 的 各 种 半 整 数值 ， 
这 正 是 应 有 的 结果 
需要 强调 的 是 , 杨 图 与 总 自 旋 之 间 的 这 种 一 一 对 应 关系 ,只 对 自 旋 为 了 的 粒 


于 所 组 成 的 系统 成 立 ;这 一 点 ,已 在 上 节 的 双 粒 子 系统 中 看 到 . 对 自 旋 为 ;的 入 
个 粒子 所 组 成 的 系统 , 目 旋 波 函 数 由 NN 个 2s 秩 对 称 旋 量 的 乘积 所 组 成 ,是 一 个 
2Ns 秩 的 旋 量 . 如 果 这 个 旋 量 按 N 格 的 一 个 特定 杨 图 进行 对 称 化 ,一 般 讲 来 ,可 
从 这 个 对 称 旋 量 的 独立 分 量 中 构造 出 几 套 线性 组 合 ,每 套 对 应 于 系统 的 一 个 不 
同 总 目 旋 $. 


自 旋 了 粒子 的 自 旋 函 数 的 杨 图 每 列 不 能 超过 两 格 , 同 理 , 自 旋 为 任意 值 ;的 


粒子 ,每 列 不 能 超过 2s +1 格 . 

如 采 系 统 中 的 粒子 数 为 2*+1l 的 整 倍 数 , 各 种 可 能 的 杨 图 中 含有 一 个 每 
列 为 2s+1 格 的 矩形 图 . 它 对 应 于 总 目 旋 的 一 个 定 值 , 即 $=0. 由 此 可 以 得 出 结 
论 ,如 采 两 个 ( 目 旋 ) 杨 图 能 够 拼 成 一 个 高 为 2s +1 的 和 矩形, 则 两 者 的 S 值 相 
同 . 这 是 角 动 量 相 加 法 则 的 一 个 简单 推论 ,该 法 则 便 是 两 个 角 动 量 只 有 绝对 值 
相同 时 才 有 可 能 相 加 后 得 零 . 

作为 本 节 的 结束 ,让 我 们 回 到 早 在 $ 20 末尾 附注 中 提 及 的 问题 ,对 一 个 全 
同 粒子 系统 讲 来 ,我 们 不 能 断言 最 低能 量 的 定 态 波 函 数 一 定 无 节点 . 现在 我 们 可 
以 详 述 并 解释 其 原由 . 

如 采 波 函数 ( 指 坐 标 函 数 ) 无 节点 , 它 必须 对 所 有 粒子 对 称 ;要 是 它 对 粒子 
1 ,2 的 对 换 为 反对 称 , 在 r, =7r, 处 将 等 于 零 . 可 是 ,如 果 该 系统 含有 3 个 或 3 个 以 
上 的 电子 , 殊 不 可 能 有 全 对 称 的 坐标 波 函 数 (坐标 函数 的 杨 图 每 行 不 能 超过 两 
格 ). 由 此 可 见 ,尽管 对 应 于 最 低 本 征 值 的 薛 定 雇 方程 之 解 是 无 节点 的 (根据 变 


QD 例如 下 列 两 图 (对 于 s=1) 中 ， 





LE 


实 线 图 和 虚线 图 是 两 个 互补 杨 图 . 
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分 法 定理 ) ,这 个 解 在 物理 上 可 能 不 允许 ;因而 醉 定 方 程 的 最 小 本 征 值 不 再 对 
应 于 系统 的 基态 ,而 基态 波 函 数 一 般 讲 来 将 是 有 节点 的 . 对 于 自 旋 为 半 整 数 ; 的 
粒子 ,这 种 情况 出 现 于 粒子 数 超过 2s +1 的 系统 中 ,对 玻 色 子 系统 ,全 对 称 坐标 
流沙 数 总 是 可 以 存在 的 . 


习 题 


1 二 水 过 名 南 近 未 测 旋 为 了 的 粒子 所 组 成 , 求 具有 不 同 总 自 旋 值 5 的 能 级 


总 数 . 
解 :给 定 了 该 系统 的 一 个 总 自 旋 投 影 值 M, = Ye 以 后 ,可 以 有 NM ) 种 不 
同方 式 给 出 以 上 的 肝 , 值 : 


(Ee) (Em) 


Ms) 等 于 人 个 事物 中 一 次 取出 广 + Ms 个 事物 的 组 合 数 ,因为 我 们 可 令 字 + 


个 粒子 的 吕 = 了 ,其余 粒子 的 go = -了 .每 一 能 级 具有 一 个 给 定 的 8 值 ,其 中 共 
有 2S+1 个 不 同 的 态 ,这 些 态 的 自 旋 投 影 值 分 别 为 Ms =S,S -1,…, -538. 因 此 容 
易 证 明 : 具 有 给 定 $ 值 的 不 同 能 级 数 为 


7m(S) 三 所 -f/f/(S+1) -N25+1) 
(2+s+1)! (5)! 

/ 人 
不 同 能 级 的 总 数 为 ( 当 为 偶数 时 ) 


N! 
N ) 





n= 》 n(S) =f/(0) = 


~! 
当 N 为 奇数 时 , 则 有 


1 Ni 
n= 几 元) = N+1Yy, IN-TI 
这 
2. 系统 由 自 旋 为 1 的 粒子 所 组 成 , 求 各 种 对 称 类 型 的 自 旋 函数 所 具有 的 总 
自 旋 值 $, 设 该 系统 的 粒子 数 为 2,3 ,4. 
解 :对 双 粒 子 系统 ,这 个 对 应 关系 由 下 列 事实 所 确立 :粒子 对 换 后 , 自 旋 波 函 
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数 应 乘 以 ( -=1)” ( 见 862 末 ). 对 于 *=1 的 粒子 ,由 此 得 


LT 
$=0,2 (1) 
S=1 
(a) (b) 


对 于 三 粒子 系统 的 各 个 杨 图 ,可 从 (1) 出 发 以 各 种 可 能 的 方式 添加 一 格 后 
获得 ,结果 可 写成 下 列 符 号 式 : 


5 值 见 每 图 下 面 , 三 粒子 系统 (右边 的 图 ) 的 总 自 旋 值 来 自 双 粒子 系统 和 单 粒子 
系统 (左边 的 图 ) 自 旋 的 角 动 量 相 加 法 则 也. 式 右 各 图 的 5S 值 的 分 配 可 以 这 样 来 
建立 , 先 注意 到 上 图 第 二 式 图 (c) (一列 三 格 ) 对 应 于 S=0, 故 图 (b) 的 值 为 剩 下 
的 1 和 2, 第 一 式 中 扣 掉 (b) 后 , 知 (a) 的 S 值 为 1 和 3: 


区 FF 


S=1, 2 
S$=0 
(a) (b) (c) 


四 粒子 系统 的 杨 图 可 在 (2) 基 础 上 添加 一 格 得 到 ,但 不 能 出 现 超过 三 格 的 
列 : 


帆 图 的 右边 下 面 有 两 个 1, 这 是 由 于 第 一 个 1 来 自 角 动 量 0 和 1 的 相 加 ,第 二 个 1 来 自 角 动量 2 和 
1 的 相 加 . 
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(a) (b) 
ao 入 
四 2 
(b) (c) (d) 
息 “o -6 田中 
一 一 一 一 


ey 1 


这 里 图 (c) 可 和 (1) 中 的 (a) 并 成 三 格 高 的 矩形 , 故 其 5 值 也 是 0 和 2. 图 
(b) 的 5S 值 可 从 上 面 第 二 式 剩 下 的 数 得 到 ,图 (a) 则 可 从 第 一 式 剩 下 的 5 值得 


到 : 
sm Hm 图 下 


S=], 2, 3 S=0, 2 
(a) (b) (0) 5-1 
(d) 


1 
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在 大 量 全 同 粒子 所 组 成 的 系统 的 理论 中 ,有 一 种 广泛 使 用 的 方法 , 称 为 二 次 
量子 化 方法 ,这 个 方法 在 相对 论 理论 中 尤为 需要 ,在 那里 述 及 的 是 粒子 数 可 变 的 
系统 由 . 

令 (8) ,pi(E) ,… 为 一 组 完备 的 正 交 归 一 化 的 单 粒子 定 态 波 函数 外, 它们 
可 以 是 一 组 处 于 任意 确定 外 场 中 的 粒子 态 ,但 通常 简单 地 取 作 一 组 平面 波 , 也 就 
是 一 组 具有 确定 动量 值 (以 及 自 旋 投影 值 ) 的 自由 粒子 波 函 数 . 为 了 使 它 成 为 离 
散 态 ,我 们 考虑 粒子 运动 于 一 个 很 大 的 但 是 有 限 的 区 域内 , 它 的 动量 分 量 的 本 征 
值 呈 离散 谱 , 相 邻 本 征 值 的 间距 便 和 该 区 的 线 度 成 反比 ,并 随 线 度 的 增 大 而 超 
于 零 . 

在 一 个 自由 粒子 系统 中 ,每 个 粒子 的 动量 分 别 守恒 ,因此 态 的 点 有数 亦 即 处 


@ 二 次 量子 化 方法 对 辐射 理论 中 的 光子 而 言 ,是 由 P. A. M. 狄 拉克 (1927) 所 发 展 的 . 随后 维 格 纳 
(E. Wigner) 和 约 当 (P. Jordan) 把 它 推广 到 费 米粒 子 情形 (1928). 
四 和 §61 一 样 ,代表 粒子 坐标 及 其 自 旋 投影 值 ,对 二 积分 意味 着 对 坐标 积分 以 及 对 o 求 和 . 
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于 内, 加,… 各 态 中 的 粒子 数 N ,N, ,… 也 是 守恒 的 . 在 一 个 相互 作用 的 粒子 系 
统 中 ,每 个 粒子 的 动量 并 不 守恒 ,因此 占有 数 也 不 守恒 . 对 于 这 样 的 系统 ,我们 能 
考虑 的 只 是 占有 数 具 有 各 种 数值 的 概率 分 布 . 我 们 来 寻求 一 种 数学 表述 ,其 中 以 
占有 数 (不 是 以 粒子 的 坐标 和 自 旋 投影 值 ) 作为 独立 变量 . 

在 这 种 表述 中 ,用 狄 拉 克 符 号 ( 见 8$ 11) 比较 方便 ,用 N, ,N, ,… 来 确定 量子 
粒子 的 状态 . 与 波 函 数 (61.3) 和 (61.5) 相 对 应 的 状态 用 1N, ,N, ,…y》 表示 . 而 坐 
标 变量 和 自 旋 变量 已 不 再 明显 出 现 . 

与 这 种 独立 变量 的 选择 相对 应 ,各 种 物理 量 (包括 系统 的 哈密 顿 量 ) 的 算 符 
也 应 该 改写 成 作用 到 占有 数 函 数 之 上 的 形式 . 这 样 的 表述 ,可 以 在 算 符 的 通常 矩 
阵 表 示 基 础 上 得 到 . 该 算 符 的 矩阵 元 必须 与 无 相互 作用 粒子 系统 的 定 态 波 函数 
联系 起 来 考虑 . 因为 这 样 的 态 能 用 确定 的 占有 数 描述 ,能够 显示 出 算 符 作用 在 占 
有 数 变量 上 的 性 质 . 

我 们 先 来 考虑 遵循 玻 色 统计 的 多 粒子 系统 . 设 f'" 是 粒子 a 的 某 个 物理 量 
算 符 , 它 只 作用 在 &, 的 函数 上 . 我 们 引入 下 列 算 符 : 


py A (64.1) 


它 对 所 有 的 粒子 对 称 (| 》 是 对 所 有 的 粒子 求 和 ] ,现在 来 求 这 个 算 符 对 
(61.3) 式 波 函 数 而 言 的 矩阵 元 . 首先 ,我 们 容易 证 明 , 只 有 N, ,NN,,… 等 值 保持 不 
变 的 跃迁 矩阵 元 (对 角 和 矩阵 元 ) ,以 及 其 中 的 一 个 数值 增加 1 另 一 个 数值 减少 1 
的 那些 跃迁 矩阵 元 才 不 等 于 零 . 因为 每 一 个 f:" 算 符 只 作用 在 (é&1) yw (é&,)… 
W(t&n) 乘 积 中 的 一 个 函数 上 ,所 以 不 等 于 零 的 跃迁 矩阵 元 中 ,只 能 有 一 个 单 粒 
子 态 发 生 改变 ;这 就 意味 着 某 一 态 中 的 粒子 数 减少 了 一 个 ,而 在 另 一 态 中 的 粒子 
数 相应 地 增加 了 一 个 . 这 类 矩阵 元 的 计算 实际 上 很 简单 ; 读 一 遍 不 如 自己 算 一 
遍 . 因此 我 们 只 给 出 计算 结果 . 非 对 角 矩 阵 元 为 
4 (64.2) 
为 简便 计 ,我 们 只 写 出 该 矩阵 元 的 非 对 角 下 标 , 略 去 了 其 余 的 下 标 . 式 中 的 /4 
为 下 列 和 矩阵 元 : 
f= [yi (Of ylé) dé (64.3) 


要 注意 的 是 算 符 f'" (a =1,2,…) 具 有 完全 相同 的 形式 ,只 是 作用 在 不 同名 称 的 
变量 上 而 已 ,所 以 积分 fh 和 a 无 关 . F'” 的 对 角 和 矩阵 元 即 F 在 到 yw. 态 中 的 
平均 值 ,我 们 用 F 表示. 计算 后 给 出 

= Sm (64.4) 


i 
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现在 引入 算 符 4,, 它 在 二 次 量子 化 方法 中 起 着 首要 的 作用 ;这 个 算 符 不 是 作 
用 在 坐标 函数 上 ,而 是 作用 在 N, ,和 N,,… 等 变量 上 ,其 定义 如 下 . 算 符 4. 作 用 在 函 
数 1N, ,NN,,…) 上 后 ,变量 w, 的 数值 减少 1 ,同时 使 这 个 波 函 数 乘 以 NN,: 
Rh Ne eM, Wb Ss NN, IN sa DN sy (64.5) 
我 们 可 以 说 6. 算 符 使 第 i 个 态 的 粒子 数 减 少 一 个 ;因此 称 为 粒子 的 漂 没 算 符 . 可 
用 矩阵 形式 表示 ,其 不 等 于 零 的 矩阵 元 为 


| (64.6) 
根据 定义 [ 见 (11.9) 式 ] ,6, 的 厄 米 共 思 e 算 符 4 的 非 零 矩 阵 元 只 有 
(Wha [IN ~1y =XN =1|6,|N)" = (64.7) 
这 就 表明 ,6; 算 符 作用 在 1N, ,N,,…) 函 数 上 时 ,使 和 N, 的 数值 增加 1: 
| (64.8) 


换 句 话说 ,4 算 符 使 第 i 个 态 的 粒子 数 增加 一 个 ,因此 它 称 为 粒子 的 产生 算 符 . 

算 符 乘积 4; 4, 作 用 在 波 函 数 上 ,所 有 的 N,N,,… 变 量 显然 都 不 变 , 而 使 该 
滑 数 乘 一 常数 ,这 是 因为 4, 算 符 使 NN, 减少 1 但 4;* 算 符 又 使 N, 回 至 原 值 . (64.6) 
和 (64.7) 式 的 两 个 矩阵 直接 相 乘 后 ,可 证 4; 4, 的 矩阵 确 是 一 个 对 角 和 矩阵 ,并 且 
对 角 和 矩阵 元 等 于 Ni. 我 们 可 写作 


0:0 =N. (64.9) 
同 法 可 证 
d+ =N,+1. (64.10) 
以 上 两 式 相 减 ,得 算 符 4, 和 6 的 对 易 关 系 : 
a (64.11) 
i 入 不同 的 两 算 符 作用 在 不 同 的 变量 (NN, 和 NN,) 上 ,是 对 易 的 : 
00 -dd,=0, 600 -da,=0 (izxk). (64.12) 
根据 算 符 4,,d; 的 上 述 性 质 , 易 证 下 列 算 符 
Pi (64. 13) 


与 (64. 1 ) 式 的 算 符 相同 . 因为 按 (64.6),(64.7) 算 出 的 所 有 和 矩阵 元 等 于 
(64.2) ,(64.4) 中 的 矩阵 元 . 这 是 一 个 非常 重要 的 结果 . (64. 13 ) 式 中 的 AD 不 
过 是 一 些 数值 . 因此 ,我 们 可 以 把 作用 于 坐标 函数 上 的 一 个 普通 算 符 表 为 作用 于 
新 变量 占有 数 ,函数 上 的 算 符 . 
以 上 所 得 的 结果 ,很 容易 推广 到 其 它 形 式 的 算 符 上 . 令 
ss (64.14) 


a>b 


其 中 的 /为 同时 属于 两 个 粒子 的 一 个 物理 量 算 符 ,因而 作用 在 上 及 上 的 函数 
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上 . 同样 的 计算 表明 ,这 个 算 符 可 以 通过 &.,6,' 算 符 表 为 
六 和) “ (WI me 人 (64.15) 
其 中 
Cf® Im) = | wi CE Ws (€)f WE) é) dé dé 
这 几 个 公式 显然 可 以 推广 到 对 所 有 粒子 对 称 的 其 它 任 意 形式 的 算 符 上 (例如 
FY = /中 这 些 形式 ,等 等 ). 
通过 这 些 公式 ,可 用 算 符 4, 和 6; 表达 出 具有 NN 个 相互 作用 全 同 粒子 的 物理 
系统 的 哈密 顿 量 . 这 种 系统 的 哈密 顿 量 对 所 有 的 粒子 当然 是 对 称 的 . 在 非 相 对 论 
近似 下 由 ,可 表 成 下 列 一 般 形 式 : 
H# = 起 要 (人 志 后 区 


+ > U(r reriy 4, (64.16) 


其 中 的 有 "为 哈密 顿 量 中 只 依赖 于 第 a 个 粒子 坐标 的 算 符 : 
HY = (RP/2m) V+ UV(r,), (64.17) 
其 中 的 U(r,) 为 一 个 单 粒子 在 外 场 中 的 势能 . (64. 16) 式 中 的 其 余部 分 为 粒子 
间 的 相互 作用 能 量 ; 把 它 分 成 与 两 个 三 个 等 粒子 的 坐标 有 关 的 项 . 
哈密 顿 量 的 上 述 表 式 使 我 们 可 以 直接 应 用 (64. 13),(64.15) 以 及 类 似 的 式 
子 . 得 
好 三 > A + 不 (| ma Ba te (C64.18) 
这 就 是 欲求 的 哈密 顿 量 表 式 , 这 个 算 符 作 用 在 占有 数 的 函数 上 . 
对 无 相互 作用 的 多 粒子 系统 讲 来 ,(64. 18) 式 中 只 留 下 第 一 项 : 
H= > HR (64.19) 
如 取 ;为 单 粒 子 哈密 顿 量 H'" 的 本 征 函 数 , 则 和 矩阵 及 是 一 个 对 角 和 矩阵 ,对 角 元 
等 于 该 粒子 诸 能 量 本 征 值 e,. 故 
一 £60, 0 
74, 算 符 用 (64.9) 式 的 本 征 值 代入 ,可 得 系统 能 级 表 式 
一 
这 是 可 以 预料 的 明显 结果 . 


QD 不 存在 磁场 时 . 
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引入 下 列 y 算 符 ,可 使 我 们 所 作 的 表述 更 为 精练 人 
$6) = 六 DG, YE) = 5 yi (ea, (64.20) 
其 中 的 变量 & 可 以 看 作 参 量 . 根据 以 上 所 述 的 算 符 6.,6+ ,可 知 算 符 立 使 该 系统 
的 粒子 总 数 减 少 一 个 , 算 符 y' 则 使 它 增 加 一 个 . 
容易 证 明 算 符 峭 (名 ) 在 名 点 处 产生 一 个 粒子 . 因为 算 符 6* 的 作用 结果 ,是 


产生 一 个 处 于 y(t) 态 中 的 粒子 . 根据 这 一 点 , 算 符 峭 *(& ) 的 作用 结果 ,是 产后 
一 个 状态 波 函 数 @ 为 yi (&)y(&。) =6(&-é&) 的 粒子 [根据 公式 (5. 12) ] ,这 
个 粒子 具有 确定 的 坐标 值 (和 确定 的 自 旋 值 ). 


算 符 yw 的 对 易 关 系 可 根据 4,,6; 的 关系 立刻 求 得 : 
YEE) -yey(E) =0, (64.21) 
VE (ED) -yy' (EE) = >, WE Wr (6') =6(€ -6"). (64.22) 
二 次 量子 化 算 符 F'" 可 用 算 符 y 表 成 
FY = [yy'(0)f YE) dé, (64.23) 


其 中 的 算 符 f" 应 该 理解 为 作用 在 炎 (&) 中 含有 参量 2 的 函数 上 . 这 是 因为 如 把 


(64.20) 的 和 w' 代 入 上 式 并 用 定义 (64.3) ,我 们 又 回 到 (64. 13) 式 . 同样 ， 
(64. 15) 式 变 成 


P= OV EF EVE dee (64. 24) 
特别 是 ,系统 的 哈密 顿 量 可 用 算 符 小 表 成 
育 = {2 EVDE) + (EU (EVE) }ae+ 


+3 EIB COUT EE IGE) DE) déde’ + 1.. (64.25) 


仿效 粒子 处 于 yw 态 的 概率 密度 式 ww, 由 算 符 y 组 成 的 y' (&)w(é) 算 符 ， 
称 为 粒子 密度 算 符 . 下 列 积 


中 注意 (64.20) 与 下 式 的 相似 性 : 
y= Zaiyi, 
这 是 任意 波 函 数 展 为 完备 函数 组 . 现在 又 被 量子 化 了 一 次 ,术语 二 次 量子 化 方法 一 词 即 源 出 于 此 . 
@) 6( -0) 是 下 列 乘 积 的 简写 
6( x%— x0)6( 7 -Yo0)6(z-z0)600o0. 
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六 = | 人 (64.26) 
在 二 次 量子 化 表述 中 代表 系统 的 粒子 总 数 算 符 . 这 是 因为 ,把 (64. 20) 式 的 算 符 
代入 ,并 应 用 波 函 数 的 正 交 归 一 化 性 质 , 可 得 

全 
式 中 的 每 一 项 代表 第 ;个 态 中 的 粒子 数 算 符 ;根据 (64.9) 式 ,其 本 征 值 等 于 占有 
数 N;, 对 所 有 的 N, 求 和 后 ,就 是 系统 中 的 粒子 总 数 Q@. 

最 后 ,如果 系 统 是 由 几 类 不 同 的 玻 色 子 组 成 的 ,二 次 量子 化 方法 中 必须 对 每 

类 粒子 定义 出 & 和 6&' 算 符 . 属于 不 同类 别 的 粒子 算 符 显然 是 对 易 的 . 
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对 服从 费 米 统计 的 全 同 粒子 所 组 成 的 多 粒子 系统 而 言 , 二 次 量子 化 方法 的 
基本 理论 全 部 保持 不 变 , 但 是 6. 算 符 以 及 物理 量 的 矩阵 元 公式 自然 有 所 不 同 . 

Ynin,… 波 函数 现在 呈 (61.5) 形 式 . 由 于 这 个 函数 的 反对 称 性 ,首先 就 产生 了 
正 负 号 问题 . 这 个 问题 在 玻 色 统计 情形 是 没有 的 ,因为 上 节 的 波 函 数 是 对 称 波 函 
数 , 它 的 符号 一 旦 选 定 后 ,对 粒子 的 所 有 置换 均 保 持 不 变 . 为 了 确定 (61. 5) 式 函 
数 的 符号 起 见 ,我 们 规定 以 下 的 选择 方法 . 我 们 把 所 有 的 少 态 编 好 号 码 . 然后 令 
(61.5) 行 列 式 中 的 各 行 按 以 下 次 序 排列 : 

pi <Phs <pDs < Kpy, (DSS |) 

这 个 行列 式 中 的 各 列 依 次 为 &,,é,,… ,é 等 不 同 变 量 的 函数 . p, ,p,,… ,pw 中 不 能 
有 两 个 数值 相同 ,不然 ,该 行列 式 将 等 于 零 . 换 句 话说 ,占有 数 N, 的 取 值 只 能 是 
零 或 1. 

我 们 再 来 考虑 (64. 1) 形 式 的 算 符 F = 》f?. 和 $§64 中 的 情形 一 样 ,只 


有 保持 所 有 占有 数 不 变 的 那些 路 迁 矩 阵 元 ,以 及 使 一 个 占有 数 (N,) 减 少 一 (从 1 
变 到 零 ) 另 一 个 占有 数 ( WV; ) 增 加 一 (从 零 变 到 1) 的 那些 跃迁 和 矩阵 元 才 不 等 于 
雪 .1 < 天 时 ,容易 求 得 

lap ley sj el (65.2) 
其 中 0;,1, 代 表 N， be 态 到 第 /个 态 的 所 有 占 
有 数 之 和 @: 


中 对 一 个 具有 给 定 粒子 数 的 系统 讲 来 ,这 个 论述 是 自明 的 ,这 是 自由 粒子 系统 哈密 顿 量 (64. 19 ) 式 
的 一 种 性 质 ,但 推广 到 相对 论 理论 中 时 ,会 产生 新 的 不 再 自明 的 结果 (参考 第 四 卷 , $ 11). 
加 i>k 时 ,(65.2) 式 的 短 次 为 2(k+1,i-1), 但 当 i=k+1 时 ,这 个 和 式 应 令 它 等 于 零 . 
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至 于 对 角 和 矩阵 元 , 求 得 的 结果 就 是 以 前 的 (64.4) 式 : 
ps $B Ny, (65.3) 


为 了 把 算 符 Rh" 表 成 (64. 13 ) 形 式 , 算 符 6, 必须 按 下 列 和 矩阵 元 来 定义 : 
CO, las hy = har O07 =( = 1 (65.4) 
以 上 两 个 矩阵 相 乘 ,当天 > 时 可 得 
| 
二 Se = 
或 Ci Dlarm lO Ee (65.5) 
如 果 ;i = 4, 和 矩阵 为 对 角 和 矩阵 , 它 的 矩阵 元 当 NN; =1 时 等 于 1, 当 Ni =0 时 等 于 
零 ; 因 此 ,可 写成 
0 人 =N. (65.6) 
将 以 上 两 式 代 人 (64. 13 ) 式 ,确实 得 出 (65.2) ,(65. 3 ) 式 . 
将 6 ,如 按 相 反 次 序 相 乘 , 便 得 
EP el a 
sol a ee I 
或 
RT 0 i (053.7 
与 (65.7) 和 (65.5) 比 较 , 可 知 两 式 右边 符号 相反 , 即 
6 +00 =0, i hk. 


对 于 对 角 和 矩阵 4,4; ,我 们 求 得 


6.6*+ =1—N,, (65.8) 
此 式 与 (65.6) 式 相 加 ,得 
6* +6*6,=1 
以 上 两 式 可 合并 写成 
60++0+6 =6,. (65.9) 
经 过 同样 的 计算 ,可 证 4&6 乘积 满足 下 列 关 系 式 : 
G6, +6,6,=0 (65. 10) 


(特别 有 64; =0). 

由 此 可 见 ,i 对 k 时 ,6, 和 (或 6 ) 算 符 反 对 易 , 而 在 玻 色 统计 情形 ,这 两 个 
算 符 彼 此 对 易 . 这 种 差别 是 十 分 自然 的 . 在 玻 色 统计 情形 下 , 算 符 4 和 如 是 完全 
独立 的 ;每 一 个 算 符 &, 只 作用 在 一 个 单独 的 变量 NN;, 上 ,作用 的 结果 并 不 依赖 于 
其 它 占有 数 的 数值 . 但 在 费 米 统计 情形 下 ,根据 (65.4) 式 的 定义 , 算 符 4 作用 的 
结果 不 但 与 N, 本 身 有 关 , 并 且 和 该 态 之 前 的 所 有 占有 数 有 关 . 因此 ,各 个 算 符 
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4,,64 的 作用 不 能 认为 是 彼此 独立 的 . 
算 符 4, 和 4; 的 性 质 如 此 定义 以 后 , 留 下 的 (64. 13) 到 (64. 18) 的 所 有 其 它 


公式 全 部 保持 不 变 . 用 (64. 20) 式 定义 的 算 符 少 表 出 的 物理 量 算 符 的 (64. 23 ) 到 
(64. 25 ) 各 式 , 也 都 很 好 地 成 立 . 但 是 (64. 21) ,(64. 22) 式 中 的 对 易 关系 ,现在 要 
改 成 
几 (二 WE) +h(E' (E') =6(€ -2'), (65.11) 
JE YE) +y(éE) YE) =0. (65. 12) 
如 果 系 统 由 两 类 粒子 所 组 成 , 则 对 每 类 粒子 可 以 引进 它 的 二 次 量子 化 算 符 
(已 在 上 节 之 末 提 过 ). 玻 色 子 算 符 和 费 米子 算 符 彼此 对 易 . 至 于 异类 费 米子 的 
算 符 , 则 在 非 相对 论 的 理论 范围 内 可 以 假定 或 则 对 易 或 则 反对 易 ; 这 两 种 假定 ， 
在 二 次 量子 化 方法 中 得 出 同一 结 
但 在 相对 论 理论 中 ,不 同 的 粒子 可 以 进行 相互 转变 ,为 了 今后 在 该 理论 中 的 
应 用 起 见 ,我 们 就 应 假定 不 同 费 米子 的 产生 算 符 和 潭 灭 算 符 相 互 反对 易 . 如 果 把 
同一 复合 粒子 的 两 个 不 同 内 态 看 作 两 个 “不 同 " 粒 子 ,这 个 假定 就 变 得 很 明显 . 
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在 非 相 对 论 近似 下 ,原子 的 定 态 是 由 运动 于 核 库 仑 场 内 彼此 间 具 有 电 作 用 
的 多 电子 系统 的 薛 定 齐 方 程 确定 的 ;这 个 方程 中 不 出 现 电子 的 自 旋 算 符 . 我 们 知 
道 ,处 于 球 对 称 外 场 中 的 一 个 多 粒子 系统 ,总 轨道 角 动 量 地 和 态 的 宇 称 都 是 守恒 
的 .因此 ,原子 的 每 个 定 态 将 由 轨道 角 动 量 的 某 个 定 值 荆 及 其 宇 称 来 标志 . 此 外 ， 
全 同 粒子 系统 的 定 态 坐标 波 函 数 具有 一 定 的 置换 对 称 性 ,我 们 已 在 $63 中 看 
到 ,对 一 个 多 电子 系统 讲 来 ,每 一 类 置换 对 称 性 ( 即 每 一 种 杨 图 ) 对 应 于 系统 总 
目 旋 的 某 个 定 值 . 因此 ,原子 的 每 个 定 态 还 由 电子 的 总 自 旋 $ 所 标志 . 

一 个 具有 给 定 S 和 工 值 的 能 级 是 简 并 的 ,其 简 并 度 等 于 矢量 S$ 和 工 的 所 有 
可 能 的 空间 取向 数 . 工 和 5 的 空间 取向 简 并 度 分 别 为 2L +1 和 2S +1. 因 此 , 具 
有 给 定 上 和 5 值 的 一 个 能 级 的 总 简 并 度 等 于 乘积 (2L +1)(25S +1). 

但 在 实际 上 ,电子 的 电磁 作用 中 含有 依赖 于 其 自 旋 的 相对 论 效 应 . 这 些 效 
应 使 得 原子 的 能 量 不 但 依赖 于 矢量 工 和 8 的 绝对 值 ,而 且 还 依赖 于 两 者 的 相 
对 方向 .严格 讲 来 , 计 及 相对 论 作 用 以 后 ,原子 的 总 轨道 角 动量 工 和 自 旋 $ 不 
再 分 别 守 恒 . 只有 总 角 动 量 J= 克 +S 才 是 守恒 的 ;这 是 来 自封 闭 系统 空间 各 
癌 同 性 的 一 个 普遍 的 精确 守恒 律 . 由 于 这 一 点 ,精确 的 能 级 应 该 用 总 角 动 量 值 
J 来 标志 . 

但 奉 相对 论 效应 比较 小 (往往 如 此 ) , 则 可 当 作 微 扰 处 理 , 在 这 种 微 扰 的 作 
用 下 ,具有 给 定 L 和 S 值 的 一 个 简 并 能 级 就 分裂" 成 为 一 组 总 角 动 量 J 值 各 不 
相同 的 (然而 是 靠近 的 ) 不 同 能 级 . 这 些 能 级 (在 一 级 近似 下 ) 由 适当 的 久 期 方程 
4《$39) 所 确定 ,它们 的 ( 零 级 近似 ) 波 函数 则 为 原 简 并 能 级 中 具有 给 定 二 和 3$ 值 
的 那 套 波 函 数 的 某 种 特定 线性 组 合 . 在 这 样 的 近似 下 ,我 们 就 能 和 以 前 一 样 ,把 
轨道 角 动 量 和 自 旋 的 绝对 值 (但 不 是 它们 的 方向 ) 看 成 是 守恒 的 ,并 且 仍 用 这 些 
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L 和 5S 值 来 标志 所 分 裂 的 能 级 . 

由 此 可 见 ,作为 相对 论 效应 的 结果 ,具有 给 定 工 和 $ 值 的 一 个 能 级 分 裂 成 为 
一 组 具有 不 同 了 仁 的 能 级 . 这 样 的 分 裂 就 称 为 该 能 级 的 精细 结构 (或 多 重 分 
裂 ) .我 们 知道 ,J 的 取 值 可 从 LL+5 直到 1L -Sl1; 因 此 具有 给 定 L 和 5 值 的 一 个 

能 级 分 裂 成 为 2S +1 个 (如 果 L>5) 或 2L+1 个 (如 果 L<5S) 不 同 的 能 级 .每 一 
个 分 裂 能 级 ,对 了 矢量 的 方向 而 言 ,仍然 是 简 并 的 ;其 简 并 度 等 于 2J +1. 容易 验 
证 ,数值 2J+1 对 所 有 可 能 的 了 值 求 和 之 后 果真 等 于 

人 

原子 能 级 (或 称 为 该 原子 的 谱 项 的 和 常用 记号 ,类似 于 具有 确定 角 动 量 的 单 
粒子 态 所 用 的 记号 (8$32) :总 轨道 角 动 量 值 卫 不同 的 态 分 别 用 以 下 的 大 写 拉丁 
字母 标记 之 : 

EL a0,1,23.4,5.6,7.8.9,10": 
S,P,D,F,G,H,I,K,L,M,N-. 

这 些 字 母 的 左上 角 标 以 数值 2S + 1, 称 为 该 谱 Wi 
个 值 只 当 L=S ad 
字母 的 右 下 角 . 例如 ,符号 BP 分 别 表 示 上 三 1 ,8S=1/2,J= 172 和 3Z2 的 

能 级 . 


$67 原子 中 的 电子 态 


拥有 一 个 以 上 电子 的 原子 ,是 由 运动 于 核 场 内 的 相互 作用 着 的 电子 所 组 成 
的 一 个 复杂 系统 . 对 于 这 样 的 系统 ,严格 讲 来 ,我 们 只 可 能 考虑 整个 系统 的 态 .但 
是 我 们 发 现 , 在 颇 为 精确 的 范围 内 ,有 可 能 在 原子 中 引入 每 个 单 电 子 态 的 概念 ， 
这 种 态 就 是 每 个 电子 在 原子 核 和 其 余 电 子 所 产生 的 某 种 等 效 有 心力 场 中 运动 的 
定 态 . 这 种 等 效 场 ,对 原子 中 的 不 同 电子 讲 来 一 般 是 不 同 的 ,它们 必须 同时 加 以 
确定 ,因为 每 个 等 效 场 都 依赖 于 所 有 其 它 电 子 所 处 的 态 . 这 样 的 等 效 场 称 为 自 
洽 场 . 

由 于 自 洽 场 是 球 对 称 的 ,每 个 电子 态 就 由 它 的 轨道 角 动 量 的 某 个 定 值 ! 来 
标志 . 具有 某 一 给 定 ! 值 的 各 个 单 电 子 态 是 用 主 量子 数 "( 按 能 量 的 递增 次 序 ) 
加 以 编号 的 ,n 的 取 值 为 

站 三 于 1 ++2， 
这 样 规定 的 编号 次 序 ,与 氧 原 子 采用 的 编号 次 序 一 致 .但 是 必须 注意 ,复杂 原子 
中 /! 值 不 同 的 各 个 能 级 的 能 量 递增 次 序 ,一般 不 同 于 氧 原子 的 情形 . 在 氧 原 子 
中 ,能 量 不 依赖 于 1, 所 以 n 值 较 大 的 态 总 是 具有 和 较 高 的 能 量 .但 在 复杂 原子 中 ， 


中 2S+1=1,2,3,… 的 能 级 ,分 别称 为 单 重 ,双重 ,三 重 ,… 能 级 . 
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以 n=5,l=0 的 能 级 为 例 , 我 们 发 现 它 处 于 n=4,l=2 能 级 的 下 面 (这 在 $70 中 
有 更 详细 的 讨论 ). 

n 和 7 值 不 同 的 各 种 单 电子 态 ,习惯 上 用 一 个 数字 标志 它 的 主 量子 数 ,并 在 
其 后 跟 一 个 字母 标志 它 的 ! 值 册 :例如 用 4d 表示 =4,!L=2 的 态 . 要 对 一 个 原子 
进行 完全 的 描述 ,除了 需要 总 的 5,5,J 值 以 外 ,还 需 列举 出 所 有 电子 的 态 . 例如 
符号 1s2p P, 代 表 氨 原子 的 一 个 态 , 它 的 KL=1,S =1,J =0, 并 且 两 个 电子 分 别处 
于 1s 和 2p 态 . 假如 有 几 个 电子 处 于 i 和 nn 值 相同 的 态 中 ,为 简便 计 , 我 们 用 一 个 
军 指 数 表示 之 :例如 3p 表示 有 两 个 电子 处 于 3p 态 内 . 原子 中 的 电子 在 n 和 71 值 
不 同 的 各 态 中 所 具有 的 分 布 , 称 为 电子 组 态 . 

给 定 了 n 和 / 值 以 后 ,电子 还 可 以 具有 沿 z 轴 的 不 同 的 轨道 角 动 量 投影 值 
(m) 和 不 同 的 自 旋 投影 值 (o). 若 /一定 ,m 可 取 21+1 个 值 ;o 只 限 取 土 1X2 两 
个 值 . 因此 共有 2(2l1+1) 个 不 同 的 态 具 有 相同 的 n 和 7 值 ; 这 些 态 称 为 等 效 的 
态 .根据 泡 利 原理 ,每 一 个 这 样 的 态 中 只 能 有 一 个 电子 .因此 在 一 个 原子 中 至 多 
只 能 有 2(27+1) 个 电子 可 以 同时 具有 相同 的 m” 和/! 值 .具有 同一 和/! 值 的 所 
有 各 态 如 果 都 被 电子 所 占 满 ,这 组 电子 就 称 为 一 个 n,l 型 的 闭合 壳 层 . 

具有 不 同和 5 值 但 有 相同 电子 组 态 的 各 个 原子 能 级 ,它们 之 间 的 能 量 差 
是 由 电子 间 的 静电 作用 2 引起 的 . 这 些 能 量 差 通 常 是 很 小 的 ,只 有 不 同 组 态 能 级 
间距 的 几 分 之 一 . 关于 组 态 相 同 而 工 及 5 不同 的 各 个 能 级 的 相对 位 置 问题 ,存在 
着 以 下 的 经 验 规 则 ( 洪 德 定 则 ;F. Hund ,1925 ) : 

能 量 最 低 的 谱 项 具有 (所 给 电子 组 态 中 ) 最 大 可 能 的 $ 值 以 及 (对 这 个 5S 值 
而 言 ) 最 大 可 能 的 工 值 . 久 

对 一 个 已 知 的 电子 组 态 ,我 们 现在 来 说 明 如 何 求 出 可 能 的 诸 原子 谱 项 . 如 果 
其 中 的 电子 都 是 不 等 效 的 ,L 和 5 的 各 种 可 能 值 可 以 用 角 动 量 相 加 法 则 直接 求 
出 .例如 对 于 np,n'p 组 态 (n 和 nn' 不 相等 ) ,总 角 动 量 L 可 取 2,1,0 诸 值 而 总 自 
旋 $=0,1; 两 者 组 合 起 来 ,可 得 “S,"P, “DD 诸 谱 项 . 

如 果 我 们 考虑 的 是 等 效 电子 ,就 会 出 现 泡 利 原 理 所 加 的 限制 . 以 三 个 等 效 p 
电子 所 组 成 的 组 态 为 例 .L=1 时 (p 态 ), 轨 道 角 动量 的 投影 到 可 取 冯 =1,0,-1 
诸 值 ,因此 共有 六 种 可 能 的 态 , 分 别 具 有 以 下 的 m 和 o 值 : 


中 另 一 种 常用 的 术语 ,是 把 主 量子 数 n=1,2,3,… 的 电子 分 别称 为 K,L,M,… 学 层 内 的 电子 (参阅 
§ 74). 

@) 我 们 这 里 不 考虑 每 个 多 重 能 级 的 精细 结构 . 

@) 要 求 $ 值 最 大 的 原因 ,可 作 如 下 的 解释 . 以 双 电 子 系统 为 例 . 此 时 有 S=0 或 S=1; 自 旋 1 对 应 于 
一 个 反对 称 的 坐标 波 函 数 g(r ,r;). 当 关 = 疡 时 ,这 个 函数 等 于 零 ; 换 句 话说 ,在 S=!1 的 态 中 找到 两 个 电 
子 紧密 靠近 的 概率 是 很 小 的 . 这 意味 着 它们 之 间 的 静电 斥 力 比较 弱 ,因而 能 量 比较 低 . 同 理 ,对 一 个 多 电 
子 系统 讲 来 ,“ 最 反对 称 ” 的 那个 坐标 波 函 数 对 应 于 最 大 的 自 旋 值 . 
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Com) 2 人 《2 =1,172, 
人 2 (by = (oe) =1; =17X2, 
三 个 电子 可 以 处 于 上 列 任意 三 个 不 同 态 中 . 结果 所 得 的 各 种 原子 态 , 分 别 具 有 以 
下 的 总 轨道 角 动 量 投影 M, = 三 m 和 总 自 旋 投影 Ms = Ye 
(a+a’ +p)2,1Z2 (at+a'+c)l1,1/2 (a+b+c)0,3/2 
(at+b+b’)l1,1/2 (a+b+c’)0,1/2 
(a+b'+c)0,1/2 
(a’+b+c)0,1/2 


M, 或 M, 为 负 值 的 态 无 须 写 出 ,因为 它们 并 不 给 出 新 的 内 容 . M, =2,M， = 二 态 的 


存在 ,表明 一 定 有 一 个 *D 谱 项 ,对 这 个 谱 项 讲 来 一 定 还 有 一 个 (1, ] 态 和 一 个 
( 0, ) 态 . 其次 ,我 们 还 剩 下 一 个 (1, ) 态 ,因此 一 定 有 一 个 ?P 谱 项 ;还 有 一 


个 (0, 了 ) 态 是 属于 这 个 谱 项 的 最 后 ,所 剩 下 的 (0,3/2) 态 和 (0,1/2) 态 是 属于 


“S 谱 项 的 . 由 此 可 见 , 对 三 个 等 效 p 电子 的 组 态 讲 来 ,只 可 能 有 D，P，S 型 谱 项 
人 

表 1 中 列 出 了 等 效 p 电子 和 等 效 d 电子 的 各 种 组 态 及 其 可 能 具有 的 各 种 谱 
项 . 详 项 符号 下 面 标 出 的 数字 ,表示 所 给 组 态 中 该 种 谱 项 的 数目 超过 了 1. 对 于 
等 效 电子 数 达 到 最 大 值 的 那些 组 态 讲 来 (s ,p ,d4 …) , 谱 项 总 是 S. 如 果 一 个 组 
仿 所 具有 的 电子 数 正好 等 于 为 一 组 态 形 成 闭合 沈 层 时 所 缺少 的 电子 数 , 那 么 这 
两 个 组 态 就 具有 相同 的 谱 项 . 这 个 结论 来 自 一 个 明显 的 事实 , 即 壳 层 中 失去 一 个 
电子 可 以 看 作 多 出 一 个 “ 空 从 ” ,这 个 " 空 穴 " 态 同样 可 用 所 失 电 子 态 的 量子 数 加 
以 定义 . 

表 1 等 效 电子 的 组 态 所 能 具有 的 谱 项 


p， p B 

Ds p’ 'sSD 3P 

pi PD “5 

a， d” 站 

时 -wh 'SDG 3PF 

i d “PDFGH “PF 
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应 用 洪 德 定 则 确定 已 知 电子 组 态 的 原子 基 项 时 ,我们 只 需 考 虑 未 满 充 层 ， 
因为 满 壳 层 内 的 电子 角 动 量 已 经 相互 抵 销 掉 . 举例 来 讲 , 设 在 原子 的 满 充 层 外 
具有 四 个 d 电子 . d 电子 的 磁 量 子 数 可 取 0, +1, +2 五 个 值 . 因此 四 个 d 电子 
可 取 相 同 的 自 旋 投 影 值 o =1/2, 总 自 旋 的 最 大 可 能 值 从 而 为 $=2. 此 后 ,这 
些 电 子 必须 取 不 同 的 m 值 ,以 致 它们 给 出 最 大 的 M, = >m 值 ;这 些 m 值 应 该 
是 2,1,0, -1, 因 而 MM, =2. 这 就 表明 ,S =2 时 工 的 最 大 可 能 值 也 是 2, 其 谱 项 
为 D. 

习 题 


试 求 三 个 等 效 p 电子 系统 的 各 种 可 能 态 的 轨道 波 函 数 . 

解 :“S 态 中 所 有 电子 的 自 旋 投影 值 r 相等 , 故 郊 值 各 不 相同 . 波 函 数 由 函数 
Wo ,Wi ,WW_1( 下 标 代 表 m 值 ) 所 组 成 的 (61.5) 式 形状 的 行列 式 所 给 出 . 

对 "DD 谱 项 ,我 们 先 来 考虑 具有 最 大 可 能 值 Mi =2 的 态 . 此 时 m 的 两 个 值 必 
须 等 于 1, 而 另 一 个 等 于 0. 设 电子 2,3 的 go=+1/2, 电 子 1 的 go= -1/2( 与 总 
自 旋 $S =172 一 致 ). 与 此 相应 ,具有 所 需 对 称 性 的 轨道 波 函 数 为 


] 
=—w,(l o(2 全 一 太吉 六 过 ， 
下 wets) 


每 个 函数 由 的 宗 量 代表 上 述 电 子 的 编号 . 
对 "P 谱 项 ,我们 研究 M, =1 的 态 ,电子 的 自 旋 投影 值 和 以 前 一 样 . 这 个 态 可 
以 由 两 组 不 同 的 浆 值 来 实现 ,因此 轨道 波 函 数 由 下 列 线性 组 合式 给 出 : 
沙 =aY un + bio, 
pa = Wi [Wh = (3h 2) 1s 
io = Wo ly) [E20(3) yr(3)y0(2) |. 
为 了 确定 其 系数 ,我 们 利用 关系 式 
et Td, 
这 是 M, = 上 的 波 函 数 必须 满足 的 关系 式 [ 见 (27.8)]. 利 用 (27. 12) 的 矩阵 元 ， 
求 得 
i 0 La bh hs 
因而 有 
L,y =V2( a -b) wo =0. 
由 此 得 a -b=0, 再 计 及 归 一 化 条 件 , 即 得 a =b=1/2. 
把 上 算 符 作用 在 所 得 函数 上 ,可 得 Mi < 上 的 各 个 状态 波 函 数 . 


$68 类 氢 能 级 
薛 定 刘 方 程 能 够 精确 解 出 的 唯一 原子 ,就 是 一 切 原子 中 最 简单 的 氢 原 子 . 气 
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原子 以 及 只 含 一 个 电子 的 离子 He ,Li**,…, 它 们 的 能 级 是 由 玻 尔 公式 
(36. 10) 给 出 的 : 
me 1 

2 天 (1 +m/M) nn 
式 中 的 Ze 是 原子 核 的 电荷 ,W 是 核 质 量 ,m 是 电子 的 质量 . 注意 ,这 里 与 核 质量 
的 关系 是 极 弱 的 . 

(68.1) 式 没有 计 及 任何 相对 论 效应 . 在 这 样 的 近似 下 ,存在 着 $ 36 中 提 到 
过 的 氧 原子 特有 的 附加 (偶然 ) 简 并 : 主 量子 数 n 给 定时 ,能 量 不 依赖 于 轨道 角 
动量 1. 

其 它 原子 中 也 存在 着 类 似 于 氧 原子 性 质 的 态 . 我 们 所 指 的 是 那样 一 些 高 激 
发 态 , 态 中 的 一 个 电子 具有 很 大 的 主 量 子 数 , 从 而 基本 上 是 远离 原子 核 的 . 在 某 
种 近似 下 ,这 个 电子 可 以 看 作 是 在 有 效 电 荷 为 1 的 “原子 实 ” 的 库仑 场 中 运动 . 
但 是 这 样 算出 的 能 级 值 未 免 过 于 粗糙 了 一 些 : 有 必要 加 进 一 个 修正 ,以便 计 及 在 
近 距 离 内 势 场 与 纯 库仑 场 的 差别 . 这 个 修正 的 性 质 , 根 据 以 下 考虑 是 容易 确 
定 的 . . 

由 于 量子 数 很 大 的 态 都 是 准 经 典 的 ,它们 的 能 级 可 以 用 玻 尔 - 索 末 菲 量子 
化 规则 (48.6) 式 求 出 . 近 核 ( 远 小 于 “轨道 半径 ” ) 处 的 场 与 库仑 场 的 差别 ,形式 
上 可 通过 修改 r=0 处 的 波 函 数 边界 条 件 来 加 以 考虑 . 这 就 使 得 径 向 运动 量子 化 
条 件 中 的 y 常数 值 有 所 改变 . 由 于 这 个 条 件 的 其 它 方面 保持 不 变 ,因此 可 得 出 结 
论 : 所 得 的 能 级 表 式 与 氧 原子 的 差别 ,只 在 于 把 径 量子 数 或 主 量 子 数 n 改 成 
n+A,, 其 中 的 A 为 某 一 常数 ( 称 为 里 德 伯 修正 ): 

ee 2 (68.2) 
2 (n+A,) 

里 德 伯 修正 ( 按 定义 ) 与 n 无关 ,但 它 当 然 是 受 激 电 子 的 角 量 子 数 1 的 函 
数 (我 们 已 把 1 取 作 A 的 下 标 ) ,同时 也 是 整个 原子 的 角 动 量 L 和 $5 的 函数 . 当 
L 和 5 给 定 以 后 ,A, 随 着 1 的 增 大 而 很 快 地 减 小 .1 傅 大 ,该 电子 在 原子 核 附 近 
所 耗 的 时 间 愈 短 , 因 此 当 ! 增 大 时 , 它 的 能 级 一 定 会 愈 来 愈 接 近 于 氢 原 子 的 能 
级 岂 . 


(68.1) 





习 题 
对 远离 原子 实 的 一 个 电子 , 试 求 其 s 态 类 氢 波 函数 的 渐 近 表 式 . 


中 为 举例 起 见 ,我 们 给 出 氨 原 子 高 激发 态 里 德 伯 修正 的 实验 值 . 氨 原 子 的 总 自 旋 值 可 以 是 S=0 
和 1 ,而 在 所 考虑 的 态 内 ,总 轨道 角 动 量 工 与 受 激 电子 的 角 动 量 ! 相 等 ( 另 一 个 电子 处 于 1s 态 ). 各 个 里 
德 伯 修正 为 :对 S=0:4, = -0.140,4A; = +0.012,A, = -0.0022; 对 S$S=1:Ao = -0.296,4, = 
-0.068,A, = -0.002 9. 
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解 : 远 距离 处 的 场 为 U= -1/r( 用 原子 单位 ) ,所 求 的 VCr) 函数 满足 下 列 薛 
定 请 方程 : 


p+ + =0, 


其 中 kk = V21E1. 试 令 解 的 形式 为 由 = 常数 xr*e“ ,并 略 去 比 Yy/r 衰减 得 更 快 
的 项 , 求 得 
由 = 常数 ra 


$69 上 自 洽 场 


含有 一 个 以 上 电子 的 原子 , 它 的 薛 定 廖 方 程 无 法 作 解 析 解 .因此 ,计算 原子 
能 级 及 其 定 态 波 函 数 的 各 种 近似 方法 具有 重要 意义 . 其 中 最 重要 的 方法 就 是 所 
谓 自 洽 场 法 . 这 个 方法 的 基本 思想 ,就 是 把 原子 中 的 每 个 电子 都 看 作 是 在 原子 核 
及 其 余 电 子 所 构成 的 “自治 场 ” 中 运动 . 

我 们 以 氨 原 子 为 例 ,并 且 只 限于 讨论 两 个 电子 都 处 于 s 态 时 的 谱 项 (n 可 以 
相同 或 者 不 同 ) ;此 时 整个 原子 也 将 处 于 S 态 . 令 (7 ) 和 yw,(r,) 为 两 个 电子 的 
波 函 数 ; 在 s 态 中 ,它们 只 能 是 电子 到 原子 核 的 距离 7 ,7r, 的 函数 . 整个 原子 的 波 
函数 yy(r,r,) 是 这 两 个 函数 的 对 称 乘 积 

=r thr ry, (O69..1) 
还 是 反对 称 乘 积 

Vy pi ri) War) —Wil ra jar )s C692) 
这 要 看 所 考虑 态 的 总 自 旋 是 $=0 还 是 5=1 而 定 册 .我们 将 考虑 后 一 种 情形 ;此 
时 ,和 ,函数 可 以 认为 是 正 交 的 多. 

现在 来 试 求 (69.2) 形 式 的 函数 ,使 它 成 为 原子 真实 波 函 数 的 最 佳 近似 . 为 
此 目的 ,我 们 自然 要 从 变 分 原理 出 发 ,并 且 只 考虑 呈 (69.2) 形 式 的 尝试 函数 ,这 
个 方法 是 由 福 克 提出 的 . 包 

我 们 知道 , 薛 定 廖 方程 可 以 从 下 列 变 分 原理 得 出 : 


| vw Byav qv, = 极 小 值 ， 
其 附加 条 件 为 


由 5=0 的 氨 原 子 态 通常 称 为 仲 氮 态 ,S=1 的 态 则 称 为 正 氨 态 . 

@ 由 自治 场 法 求 得 的 各 种 电子 态 波 函数 yi ,W，，… ,一 般 说 来 ,并 不 相互 正 交 , 因 为 它们 不 是 同一 
方程 而 是 不 同方 程 的 解 . 但 是 在 (69.2) 式 中 ,在 不 改变 整个 原子 的 函数 的 条 件 下 ,我 们 可 以 把 y, 改 为 
yb ;=W2 + 常数 xy ;适当 地 选择 这 个 常数 ,我 们 总 能 保证 yw 和风 ', 正 交 . 

@ B.A. or ,1930. 
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| lw avav, =1, 
(积分 是 对 所 原子 中 两 个 电子 的 坐标 进行 的 ). 变 分 后 ,得 下 列 方程 ; 
| ow’ (#-E)yav,dv, =0. (69.3) 


因此 ,在 波 函 数 炎 的 任意 变 分 下 ,我 们 就 得 到 通常 的 薛 定 廖 方程 . 在 自治 场 法 
中 ,我 们 把 (69.2) 形 式 的 yy 代入 (69.3) 式 中 ,并 对 ,和 y, 函数 分 别 进行 变 分 . 
换 句 话说 ,我 们 是 针对 (69.2) 形 式 的 各 种 y 函数 去 寻求 积分 的 极 值 ;结果 所 得 
的 能 量 本 征 值 及 其 波 函 数 当 然 都 是 不 精确 的 ,但 却 是 能 够 表 成 (69.2) 形 式 的 最 
佳 函 数 . 
氧 原子 的 哈密 顿 量具 有 下 列 形式 
] 2 


i (69.4) 


We 2 i 
其 中 7, 是 两 个 电子 间 的 距离 . 把 (69.2) 代 入 (69. 3 ) 进行 变 分 ,并 令 被 积 函 数 内 
6y 和 6/ 前 的 系数 分 别 等 于 零 ,容易 得 到 下 列 方程 组 : 
[Fv + +E-H, 一 CD (r) | 大 (Cr) 十 


+r[H, + Gry] 7) =0, 


， (69.5) 
[Fv + +E-H, -G(r) |w(7) + 
t [Ht Gotr} lr) =0,， 
其 中 的 
Gk 二 站 
下 = [vw ( -FV ) wdy, @, 必 三 1 汉 ， (69.6) 


这 就 是 应 用 自 洽 场 法 最 后 所 得 的 方程 组 ;它们 只 能 用 数值 方法 求解 包 . 

对 于 更 复杂 的 情形 ,也 能 用 同样 方法 导出 一 套 方程 式 . 代入 变 分 原理 积分 式 
内 的 原子 波 函 数 ,是 单 电 子 波 函 数 的 连 乘积 的 某 种 线性 组 合 . 这 种 线性 组 合 必 须 
这 样 选 定 : 首 先 , 它 的 置换 对 称 性 必须 与 所 考虑 原子 态 的 总 自 旋 $ 一 致 ,其 次 ,还 
应 和 原子 总 轨道 角 动 量 的 给 定 值 志 一 致电 

我 们 在 变 分 原理 中 采用 了 具有 必要 置换 对 称 性 的 波 函 数 以 后 , 它 就 自动 地 


中， 本 节 ( 包 括 例题 ) 中 都 采用 原子 单位 制 . 

凶 用 自 洽 场 法 算出 的 轻 原 子 能 级 与 光谱 学 数据 比较 ,估计 这 种 方法 的 误差 约 为 5% , 某 些 情形 下 其 
至 更 好 些 . 但 对 复杂 原子 ,其 误差 可 能 与 相 邻 能 级 的 间距 大 小 相 比拟 ,从 而 给 出 错误 的 能 级 顺序 . 

@ 关于 有 心力 场 中 多 电子 系统 波 函 数 的 一 般 构 造 方法 , 见 $63 中 提 及 的 工 G.Kaplan 的 书 . 
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计 及 了 原子 中 电子 间 的 交换 作用 . 如 果 我 们 略 去 交换 作用 ,并 且 略 去 所 给 电子 组 
态 中 原子 能 量 与 也 的 依赖 关系 呈 就 可 以 得 到 一 套 比较 简单 的 方程 式 (算出 的 结 
末日 然 要 略 差 一 些 ). 仍 以 氨 原 子 为 例 ; 此 时 可 把 电子 波 函 数 的 方程 直接 写成 通 
币 形 式 的 薛 定 雇 方 程 : 

| 


[FV +E, V(r) | 加 (rs) =0, a=1,2. (69.7) 


式 中 的 V, 是 一 个 电子 在 核 库 仑 场 以 及 另 一 电子 的 电荷 分 布 场 中 运动 时 所 具 的 
势能 : 


Vm) = -二 + {wr,) dy,, (69. 8) 


对 V, 也 有 类 似 的 表 式 . 为 了 求 出 整个 原子 的 能 量 ,我 们 注意 到 ,E, + ,之 和 中 
已 把 两 个 电子 间 的 静电 作用 计算 了 两 遍 ,因为 这 个 静电 作用 既 在 第 一 个 电子 的 
势能 V(r ) 中 出 现 ,又 在 第 二 个 电子 的 势能 V(r,) 中 出 现 . 所 以 在 E, +E, 中 把 
电子 相互 作用 的 平均 能 量 去 掉 一 次 以 后 ,就 可 以 得 到 E; 即 


E=E +E,- | yin) wr,) dy av, (69.9) 


如 要 改进 这 个 简化 方法 所 得 的 结果 ,可 在 随后 进一步 考虑 交换 作用 以 及 能 
量 对 工 的 依赖 关系 ,把 它们 当 作 微 扰 来 处 理 . 
习题 
1. 试 求 所 原子 和 类 和 氨 离 子 ( 具 有 两 个 电子 以 及 电荷 为 2 的 原子 核 ) 基 态 能 
量 的 近似 值 ,把 电子 间 的 相互 作用 当 作 微 扰 . 
解 :基态 离子 中 的 两 个 电子 都 处 于 s 态 . 未 受 微 扰 能 量 值 等 于 类 氨 离 子 基 态 
能 量 的 两 倍 ( 因 为 有 两 个 电子 ) : 
BE so -ZH = 
电子 的 相互 作用 能 量 对 下 列 波 函 数 ( 两 个 1=0 的 所 原子 波 函 数 的 乘积 ) 求 平均 : 
y= (ri ) ,rr,) ee, GE 
即 得 一 级 近似 的 修正 值 . 积分 式 
全 a 
万 = jy dVidy, 


可 按 下 式 简 单 地 算出 ; 
RD 二 2 dV,p, 元 aa ; dW = dwmrdr,, 


QD D.R. Hartree ,1928. 
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dV, =4Trdr, ， 

此 式 是 电荷 分 布 p, = IW,1 在 球 对 称 分 布 的 pi = 1yi1 场 中 的 能 量 ;dV, 的 被 积 逊 

数 是 电荷 p,(r,) 在 r, <r, 的 球形 场 中 的 能 量 , 积 分 式 前 的 因子 2 考虑 了 r, >7, 位 
形 的 贡献 . 由 上 式 得 已 ”=52Z《L8 ,最 后 有 

EE 


对 氨 原子 (Z =2) ,上 式 给 出 -下 =11/4 =2.75; 氨 原子 基态 能 量 的 实际 值 为 
-上 =2.90 原子 单位 =78.9 eV. 
2. 用 变 分 法 求解 上 题 ,把 波 函 数 近 似 地 表 成 两 个 带 有 有 效 核 电荷 的 氨 原 子 
波 函 数 的 乘积 . 
解 :我 们 来 计算 下 列 积分 式 : 
| whyavav,, Hs -二 V1+V3) -二 -二 + 一 ， 


I 72 Ta 
其 中 的 小 取 上 题 (1) 式 的 形状 ,并 把 (1) 式 中 的 Z 改 成 有 效 电荷 Zi WW/ris 的 积 
分 可 按 例题 1 的 方法 算出 ;由 于 薛 定 请 方程 
1 Ler 可 LO 
| -V1 | > -Fle 


炎 Viy 的 积分 就 可 化 成 业 /r 的 积分 . 结果 得 


| yayavav, 二 光 训 = + 
作为 Zr 的 函数 ,这 个 表 式 当 Zun =Z -元 时 具有 极 小 值 . 它 所 对 应 的 能 量 值 为 
5 2 
p== [3-6): 
对 所 原子 ,上 式 给 出 -EF=2.85. 
要 注意 的 是 ,具有 以 上 Zi 值 的 波 函 数 (1) ,不 但 对 具有 (1) 式 形状 的 所 有 函 
数 讲 来 是 最 佳 的 ,而 且 对 只 依赖 于 r +7, 的 各 种 泌 数 讲 来 也 是 最 住 的 . 


$70 托马斯 - 费 米 方程 


用 目 浴 场 法 对 原子 中 的 电 三 分 布 及 电场 进行 数值 计算 ,是 一 件 极 其 繁重 的 
工作 ,尤其 是 对 复杂 原子 . 但 是 ,对 复杂 原子 我 们 有 为 一 种 近似 方法 ,这 个 方法 的 
优点 是 简单 ;但 它 的 结果 显然 要 比 目 治 场 法 的 精度 差 很 多 . 

这 个 方法 由 所 依据 的 事实 是 这 样 的 ,在 拥有 大 量 电子 的 复杂 原子 中 ,大 多 数 
的 电子 具有 比较 大 的 主 量子 数 . 这 样 的 条 件 下 ,可 以 应 用 准 经 典 近 似 . 因此 ,可 以 


QD E.Fermi 和 LL. Thomas,1927. 
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对 其 中 的 单 电子 态 应 用 " 相 空间 ( $ 48 ) 的 概念 . 
处 于 物理 空间 dV 体积 元 内 动量 值 小 于 p 的 电子 ,对 应 的 相 空 间 体 积 等 于 





Smpsdy 这 个 体积 中 的 “ 相 格 ”, 亦 即 可 能 态 的 数目 ,等 于 52 ,这 些 态 中 的 
电子 数 在 任何 时 刻 都 不 能 超过 下 列 数值 


4 三 7 万 
d= dk 
3(27) 37 


(每 一 “ 相 格 "中 只 能 装 进 自 旋 相 反 的 两 个 电子 ). 在 基态 原子 中 ,每 一 个 dy 体 
积 元 内 的 电子 必须 填 满 ( 相 空 间 内 的 ) 动 量 值 从 零 直 到 某 一 极 大 值 p, 为 止 的 
相 格 . 此 时 ,电子 动能 在 每 一 点 都 取 尽 可 能 小 的 数值 . 如果 把 dV 体积 元 内 的 电 
子 数 写成 ndV(n 为 电子 数 密度 ) ,那么 ,各 点 处 电子 动量 的 极 大 值 p, 与 n 的 关 
系 为 


避 








po 
37° 
在 电子 数 密度 为 ”的 地 方 ,一 个 电子 的 最 大 动能 值 因而 等 于 
其 次 , 设 p(r) 为 静电 势 ,假定 它 在 无 穷 远 处 等 于 零 . 电子 的 总 能 量 为 
37 -w 显然 ,每 个 电子 的 总 能 量 一 定 等 于 负 值 ,否则 它 会 运动 到 无 穷 远 处 去 
我 们 用 - wo 代表 每 点 处 电子 总 能 量 的 极 大 值 ,po 是 一 个 正 的 常数 ;如 果 gp, 不 是 
党 数 的 话 , 电 子 就 会 从 po 较 小 之 处 运动 到 wu 较 大 之 处 . 因此 我 们 可 写 出 





二 了 几 . 


2 =p -ou (70.2) 
把 (70. 1) 和 (70. 2) 式 等 同 起 来 , 即 得 
n=[2(9 -oo)] ?25， (70:3) 
人 


这 就 是 原子 内 各 点 的 电子 数 密度 与 势能 的 关系 式 . 

2 = po 时 ,密度 n 等 于 零 ; 在 gg < po 的 整个 区 域内 ,显然 也 应 令 n 等 于 零 , 否 
则 (70.2) 式 将 会 给 出 负 的 动能 极 大 值 . 因此 ,方程 式 wp = gp 确定 了 原子 的 边界 . 
但 是 ,在 总 电荷 为 零 的 球 对 称 电 荷 分 布 的 外 面 并 不 存在 电场 . 因此 在 中 性 原子 的 
边界 上 应 该 有 gp =0. 由 此 得 出 结论 ,对 中 性 原子 讲 来 ,常数 gp, 一 定 要 等 于 零 . 反 
之 ,离子 的 常数 gp。 并 不 等 于 零 . 


QD 本 节 采 用 原子 单位 制 . 
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下 面 我 们 考虑 中 性 原子 ,因而 令 w, = 0. 根据 静电 学 中 的 泊 松 方程 ,我 们 有 
Vip =4mn; 把 (70.3) 式 代入 这 个 式 子 , 即 得 托马斯 - 费 米 方法 的 基本 方程 : 


(70.4) 


基态 原子 的 电场 分 布 是 由 上 式 的 球 对 称 解 确定 的 ,这 个 解 应 该 满足 以 下 的 
边界 条 件 :r 一 0 时 ,gp 必须 变 成 核 库 仑 场 , 即 qr»Z; 而 当 7 一 w 时 ,必须 有 wr 一 0. 
引进 下 式 定 义 的 新 变量 x 代替 变量 r: 

2 BR 
r= wb sw 7 | 


并 5 引进 下 列 新 的 未 知 函 数 Dx 代替 y: 


2/3 
) =0. 885, (70.5) 











二 过 有 x(x) 
人 -x | b ) = b a (70.6) 
我 们 得 到 方程 式 
iA2dx =y’” (70,7) 


dx” 

其 边界 条 件 为 x*=0 时 X=1 以 及 x=w 时 X=0. 这 个 方程 不 再 含有 任何 参量 , 因 
而 定义 出 一 个 普 适 的 xX(%x) 函数 . 表 2 给 出 了 (70.7) 式 数值 积分 后 所 得 的 x 函 
数值 . 

X(*) 汞 数 是 单调 递减 的 ,并 且 只 在 无 穷 远 处 等 于 零 @. 换 句 话说 ,托马斯 - 
费 米 模型 中 的 原子 并 不 存在 边界 ,形式 上 延伸 到 无 穷 远 处 . 

导数 x'(7) 在 r=0 处 的 值 等 于 xX'(0) = -1.59. 因此 当 x 一 0 时 x(%x) 函数 具 
有 XX 硅 1 -1.59x 的 形式 ,相应 的 势 p(r) 为 : 


p(r) = -1.802, (70.8) 
天 


第 一 项 是 核 场 的 势 ,第 二 项 是 电子 在 原点 的 势 (通常 的 单位 制 中 为 -1. 80me?-?. 
2 ). 把 (70.6) 代 入 (70.3) 中 ,可 得 电子 数 密度 的 下 列表 式 : 


372 


| fz) = 5 (X) (70.9) 





QD 在 通常 的 单位 制 中 ， 
Ze rZ'’” me’ 
PT) > 885 有 i? }: 
四 方程 (70.7) 具 有 一 个 精确 解 X(x) =144x ，, 它 在 无 穷 远 处 等 于 零 ,但 是 不 满足 x =0 处 的 边界 
条 件 . 它 可 以 当 作 X(x) 函数 在 * 值 很 大 时 的 一 个 渐 近 式 . 这 个 表 式 只 有 当 x 值 很 大 时 才能 给 出 很 好 的 精 
确 值 ,可 是 ,托马斯 - 费 米 方程 在 远 距离 处 一 般 讲 来 不 再 适用 ( 见 后 ). 





8$70 托马斯 -~ 费 米 方程 . 243 . 


表 2 XX(x) 函数 的 值 





我 们 看 到 , 按 托 马 斯 - 费 米 模型 ,不 同 原子 中 的 电荷 密度 分 布 是 相似 的 ,并 
以 Z “为 特征 长 度 (在 通常 的 单位 制 中 为 庆 Z[me 2Z'”, 即 玻 尔 半径 除 以 Z'”). 如 
果 以 原子 单位 量度 距离 ,那么 ,电子 数 密度 达到 最 大 值 的 那个 距离 对 所 有 的 Z 
都 是 一 样 的 . 因此 可 以 这 样 说 ,原子 序 为 Z 的 原子 中 大 多 数 的 电子 与 原子 核 的 
距离 约 为 Z “的 数量 级 . 数值 计算 表明 ,原子 中 电子 总 电荷 的 一 半 处 于 半径 为 
1. 33Z 的 球 内 . 

同样 的 考虑 表明 ,原子 中 电子 的 平均 速度 (与 能 量 的 平方 根 同一 数量 级 ) 约 
为 Z 的 数量 级 . 

托马斯 - 费 米 方程 在 远离 原子 核 以 及 靠近 原子 核 处 都 不 能 适用 . 它 在 近 距 
离 处 的 适用 范围 ,由 不 等 式 (49. 12 ) 所 限制 ;距离 更 小 时 , 准 经 典 近 似 在 核 库 仓 
场 内 不 再 成 立 . 令 (49. 12) 式 中 的 a =2 ,我 们 求 得 距离 > 的 下 限 为 1/2Z. 在 复杂 
原子 中 , 当 r 很 大 时 准 经 典 近 似 也 不 能 成 立 . 容易 证 明 , 当 >~1 时 ,电子 的 德 布 
罗 意 波长 与 距离 本 和 喘 成 为 同一 数量 级 , 准 经 典 条 件 无 疑 遭 到 破坏 . 这 一 点 ,由 估 
计 (70.2),(70.4) 式 各 项 之 值 可 以 确信 ;实际 上 ,由 于 (70.4) 式 不 含 Z, 这 个 结 
论 无 需 计 算 就 能 明显 看 出 来 . 
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由 此 可 见 , 托 马 斯 - 费 米 方程 的 适用 范围 ,局 限 在 大 于 1/2Z 和 小 于 1 的 距离 
内 .事实 上 在 复杂 原子 中 , 绝 大 多 数 的 电子 实际 上 都 是 处 于 这 个 适用 范围 内 . 

后 一 种 情况 表明 ,托马斯 -~ 费 米 模型 中 原子 的 “外 边界 ”位 于 r~1 处 ,也 就 
是 原子 的 线 度 并 不 依赖 于 2Z. 与 此 相应 ,外 电子 的 能 量 亦 即 原子 的 电离 势 也 与 Z 
无 关 @. 

借助 于 托马斯 - 费 米 方法 ,可 以 算出 总 的 电离 能 E, 即 移 掉 中 性 原子 内 全 部 
电子 所 必需 的 能 量 . 为 此 目的 ,我 们 有 必要 算出 具有 托马斯 - 费 米 分 布 的 原子 内 
电 葵 的 静电 能 ;我 们 所 求 的 总 能 量 等 于 这 个 静电 能 的 一 半 , 因 为 在 按 库仑 定律 作 
用 的 多 粒子 系统 中 , 它 的 平均 动能 等 于 平均 势能 的 -1/2( 根 据 位 力 定理 , 见 《 力 
学 》, §10).E 和 Z 的 依赖 关系 可 以 根据 以 下 的 简单 考虑 事先 确定 :在 电荷 为 Z 
的 核 场 内 运动 的 2 个 电子 ,在 与 核 的 平均 距离 为 Z “处 的 静电 能 ,与 Z x 2Z/ 
2Z ”=2 ”成 正比 . 数值 计算 的 结果 为 已 =20.82"”” ev. 这 个 对 Z 的 依赖 关系 与 
实验 数据 很 符合 ;可 是 系数 的 经 验 值 接近 于 16. 

我 们 已 经 提 到 过 ,常数 wp 取 不 等 于 零 的 正 值 时 对 应 于 电离 原子 . 如 果 我 们 
通过 pg -Yo =Zxr 来 定义 函数 ,所 得 的 方程 就 和 原先 的 (70.7) 式 相同 . 但 
是 ,我 们 现在 感 兴趣 的 不 是 在 无 穷 远 处 等 于 零 的 中 性 原子 那样 的 解 ,而 是 在 有 限 
值 x =xo 处 等 于 零 的 解 ; 这 样 的 解 , 对 任意 一 个 x, 值 讲 来 ,都 是 存在 的 . 在 x =x。 
点 处 ,电荷 密度 和 Y 一 起 等 于 零 ,但 是 势能 仍 保 持 有 限 值 . x, 值 可 按 以 下 方式 与 


电离 度 相 联系 . 按照 高 斯 定理 ,半径 为 + 的 球 内 的 总 电荷 等 于 - Pe = 2[x(w) - 


WW'(%*)」], 把 x=%xo 代 入 上 式 , 即 得 离子 的 总 电荷 z; 由 于 x(xo) =0, 故 
z= = ZX (%o). (70.10) 
图 23 中 的 粗 长 曲线 代表 中 性 原子 的 x(x) 曲线 ;这 条 曲线 的 下 面 是 两 条 电离 度 
不 同 的 离子 的 曲线 . 图 中 的 z/2Z 值 等 于 *x =xo 处 曲线 的 切线 在 纵 轴 上 的 截 距 . 
(70.7) 式 尚 有 任何 处 都 不 等 于 零 的 解 ; 这 些 解 在 无 穷 远 处 是 发 散 的 . 它 可 
看 作对 应 于 负 的 常数 wo 值 .图 23 中 也 画 出 了 两 条 这 样 的 yx(*) 曲 线 ; 它 们 位 于 中 
性 原子 的 曲线 之 上 . 在 曲线 的 x = 交点 处 我 们 有 
Tm ) = (xi) =0, (C70 11) 
在 x<x 的 球 内 总 电荷 等 于 零 ( 在 图 上 ,这 一 点 显然 就 是 切线 通过 原点 的 那个 
点 ). 如 果 在 所 点 处 把 曲线 截断 ,我 们 就 定义 了 一 个 界面 电荷 密度 不 等 于 零 的 中 
性 原子 的 x(x*). 在 物理 上 ,这 相当 于 束缚 在 某 一 给 定 有 限 体 积 内 的 “压缩 ” 原 


山 当然 ,这 个 模型 不 能 反映 元 素 周期 表 内 出 现 的 原子 线 度 及 其 电离 势 对 2 的 周期 性 依赖 关系 . 此 
外 ,经 验 数 据 还 表明 , 当 2 增 大 时 ,原子 线 度 缓慢 而 稳定 地 增长 ,同时 电离 势 减 小 . 
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1.0 


oh 
| 二 一 一 天 






0 ] 2 3 4 5 6 交 “ 泛 9 中 ”到 
x 
图 23 


子 @. 
托马斯 - 费 米 方程 没有 计 及 电子 间 的 交换 作用 . 这 种 作用 的 效应 要 比 Z 
小 一 个 数量 级 . 因此 ,在 托马斯 - 费 米 方法 中 计 及 交换 作用 时 ,还 需 同 时 计 及 同 
一 数量 级 的 其 它 各 种 效应 . 包 
习 题 
试 求 托马斯 - 费 米 模型 的 中 性 原子 中 电子 间 静 电 作 用 能 量 与 电子 和 核 相 互 
作用 能 量 间 的 关系 . 
解 :电子 所 产生 的 场 势 g. 可 以 从 总 势 p 中 减 去 核 势 Z/r 而 得 到 . 因此 ,电子 
间 的 相互 作用 能 量 为 
| 二 n 1 
以 -5 | pnd = | dv- | enday= 
= 施 站 a 
= | 4 | a 
[我 们 已 用 (70.3) 式 以 nn 表达 p]. 另 一 方面 ,电子 与 核 的 相互 作用 能 U, 和 它们 
的 动能 了 等 于 


/本 | db, 
三 


pb, .=2 3(372)23 
= Pp 2 cd ( m ) 5/3 117 
7=2| | mp dd [a dV, 
把 这 些 表 式 与 前 式 比较 ,得 关系 式 
”这 种 方法 对 研究 高 度 压缩 物质 的 物 态 方程 可 能 有 用 处 . 


@ 这 已 由 A.C.Komrnaneitu,E.C.Tlapnosckni, (RIT®31,927,1956) 和 1. A. KnpxHnn( 汇 9T®32, 
115,1957) 人 作出， 


. 246 . 第 十 章 原 子 





同时 ,按照 位 力 定 理 ( 见 《力学 》§ 10) ,对 按 库仑 定律 相互 作用 的 多 粒子 系统 而 
言 ,我 们 有 27 = -U= -UV =V. 结果 得 


1 
以 二 一 一 外 ， 
ee 7 en 
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我 们 已 经 看 到 ,根据 托马斯 - 费 米 模型 ,复杂 原子 (2 很 大 ) 中 的 外 电子 主 
要 处 于 离 核 +~1 的 距离 处 0. 但 是 ,原子 的 很 多 性 质 主要 取决 于 原子 核 附近 的 
电子 密度 ;我 们 将 在 $72 和 $ 120 中 考虑 这 些 性 质 . 为 了 确定 这 个 密度 的 数量 
级 ,我们 来 追究 从 远 距离 (r ~1) 变 到 近 距 离 时 ,原子 内 电子 波 函 数 (7) 的 
变化 

在 +~1 的 区 域内 , 核 场 受到 其 余 电子 的 屏蔽 ,因而 势能 

U(r) ~ 一 ~l. 
这 个 场 内 电子 能 级 的 能 量 值 已 ~1. 在 电荷 为 Z 的 场 内 , 当 距 离 具 有 玻 尔 半径 的 
数量 级 -~ 元 时 , 核 场 可 以 看 成 是 未 屏蔽 的 :0 = -之 . 在 过 渡 区 域 /2 <<r <<1 


内 ,势能 1VI 已 比 电子 能 量 已 大 很 多 ,并且 条 件 
> 本 < 
drp dr AT 
(Pp 为 动量 ) 得 以 满足 ,因此 电子 的 运动 是 准 经 典 的 . 球 对 称 的 准 经 典 波 函 数 为 


] ] 1 
ICr) | ~ 一 一 ~ 一 一 二 ， 当 一 <<r <<1 时 . CAL 
ryp ri Z 


式 中 系数 的 数量 级 ( ~1) 是 由 r~1 时 y~1 的 波 函 数 “ 和 衔接” 条件 确定 的 . 
r~1/Z 时 ,根据 (71.1) 式 (把 VU= -2/r 代 入 式 中 ) 的 数量 级 , 即 得 近 核 处 
的 波 函 数 的 值 :@ 





y ( 志 ) -vZ， (71.2) 


根据 有 心力 场 内 的 波 函 数 一 般 性 质 ( 8$ 32), 当 距离 进一步 减 小 时 ,yw(r) 或 者 在 
数量 级 上 保持 为 常数 (对 s 电子 ) ,或 者 开始 减 小 ( 当 ! 关 0 时 ). 


J 在 这 一 节 内 ,我 们 采用 原子 单位 . 
四 为 了 求 出 此 式 中 的 系数 ( 当 r~1 区 域内 的 波 函 数 为 已 知 时 ), 尚 需 利用 r=1/2 区 域内 的 
(36;23) 我 . 
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电子 处 于 r< 了 区 域内 的 概率 为 
wi BI (Th. 


当然 ,(71.2),(71.3) 式 只 确定 了 这 些 量 随 Z 值 的 增 大 而 作出 的 系统 性 变 
化 ,并 没有 计 及 从 一 个 元 素 过 渡 到 下 一 个 元 素 时 的 非 系 统 性 变化 . 
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关于 电子 相对 论 性 相互 作用 的 公式 推导 ,属于 本 教程 下 一 卷 的 内 容 ( 见 第 
四 卷 , $33 和 $§ 83). 这 里 只 把 与 原子 谱 项 有 关 的 效应 做 一 些 一 般 介 绍 . 我 们 发 
现 ,原子 哈密 顿 量 中 的 相对 论 项 可 以 分 成 两 类 ,其 中 的 一 类 含有 粒子 目 旋 算 符 的 
线性 项 , 男 一 类 则 包含 它 的 二 次 项 . 前 一 类 相当 于 电子 轨道 运动 和 它 的 目 旋 间 的 
相互 作用 ( 称 为 自 旋 轨 道 作 用 ). 后 一 类 相当 于 电子 目 旋 间 的 相互 作用 ( 自 旋 - 
自 旋 作用 ). 这 两 类 相互 作用 ,相对 于 we 而 言 (电子 速度 与 光速 之 比 ) ,具有 相 
同 的 数量 级 (二 级 的 ) ;但 在 实际 上 , 自 旋 轨道 作用 在 重 原子 中 远 超 过 自 旋 - 自 
旋 作 用 . 这 是 因为 自 旋 轨道 作用 随 着 原子 序 Z 的 增 大 而 迅速 增 大 ,然而 目 旋 间 
作用 基本 上 不 依赖 于 Z( 见 后 ). 

自 旋 轨道 作用 的 算 符 形式 为 

WV (C70.1 


( > 是 对 原子 中 的 所 有 电子 求 和 ] , 式 中 的 5, 是 电子 自 旋 算 符 ,4, 是 某 种 “ 轨 


道 " 算 符 , 也 就 是 作用 在 坐标 函数 上 的 一 个 算 符 . 在 自 浴场 近似 中 ,4, 算 符 与 电 
子 轨道 角 动 量 算 符 7, 成 正比 ,此 时 可 把 WV 写成 


六 =Ya7 .8， (72.2) 
求 和 式 中 的 系数 可 以 通过 自治 场 中 的 电子 势能 U(r) 表 成 如 下 的 形式 : 
i dU(r) 
二 (72.3) 


” Dm eer. dr 

由 于 |V(r) | 随 r 的 增 大 而 减 小 ,所 有 的 w。> 0. 
把 相互 作用 (72. 1 ) 看 作 微 扰 时 ,为 了 计算 其 能 量 ,我 们 必须 把 它 对 未 扰 态 
求 平均 . 这 个 能 量 的 主要 贡献 此 时 来 自 近 核 区 ,对 电荷 为 Ze 的 核 ,这 个 区 域 的 距 


离 具有 玻 尔 半径 ( ~ 二 ) 的 数量 级 . 在 这 区 域内 , 核 场 几乎 不 受 屏蔽 ,因而 执 
能 为 
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于 是 





天 i Ve 
i 全 全 万? ， 
上 式 乘 以 核 附近 发 现 电 子 的 概率 w 即 得 a 的 平均 值 . 按照 (71.3)w ~2Z- ,因此 
最 后 求 得 电子 的 自 旋 轨 道 相互 作用 能 为 
| ic ) ~ 

这 就 是 说 , 它 和 原子 内 的 外 电子 的 基本 能 量 ( - me:/ 记 ) 相差 一 个 (Ze?/ic)? 因 
子 . 这 个 因子 随 着 原子 序 的 增长 而 迅速 增长 ,对 于 重 原子 达到 1 的 数量 级 . 

算 符 (72. 2) 对 电子 未 扰 态 的 具体 平均 是 分 两 步 进行 的 . 第 一 步 , 先 对 总 角 
动量 和 总 自 旋 的 绝对 值 给 定 为 工 和 8 但 其 方向 不 确定 的 那些 电子 态 求 平 均 .六 
经 过 这 样 的 平均 以 后 还 是 一 个 算 符 ,但 是 这 个 算 符 现在 不 是 通过 单个 电子 的 算 
符 表达 出 来 ,只 能 通过 标志 整个 原子 的 算 符 表达 出 来 . 这 些 算 符 就 是 到 和 4. 我 
们 把 经 过 平均 以 后 的 自 旋 轨道 作用 算 符 记 作 V. 它 对 5 呈 线 性 ,具有 下 列 形式 : 

V, =AS .LL, (72.4) 

式 中 的 4 是 标志 所 给 (未 分 裂 ) 谱 项 的 一 个 常数 , 亦 即 依赖 于 S$ 和 工 但 和 原子 总 
角 动 量 J 无 关 的 一 个 常数 @. 

为 了 算出 简 并 能 级 (具有 给 定 的 S 和 工 值 ) 的 分 裂 值 ,必须 求解 算 符 (72.4) 
的 矩阵 元 所 组 成 的 久 期 方程 . 但 在 目前 情况 下 ,我 们 早已 知道 了 使 Vy 和 矩阵 呈 对 
角形 式 的 正确 零 级 近似 波 函 数 . 这 就 是 总 角 动 量 J 具有 定 值 的 状态 波 函 数 . 对 这 
样 的 态 求 平均 ,相当 于 把 S: 工 算 符 换 成 它 的 本 征 值 ,根据 普遍 公式 (31.2) ,这 
个 本 征 值 等 于 

Es $=5[J(J+1) -L(L+1)-S(S+1)]. 


由 于 工 和 S 值 对 一 个 多 重 线 的 各 个 组 分 讲 来 都 是 一 样 的 ,我 们 所 关心 的 又 只 是 
它们 的 相对 位 置 , 因 此 ,可 把 多 重 分 裂 的 能 量 写成 以 下 形式 : 


AJ(J+1), (72.5) 


QD 为 了 和 弄 清 这 个 算 符 的 含义 ,我 们 注意 到 ,量子 力学 中 的 平均 化 相当 于 取 某 个 合适 的 对 角 和 矩阵 元 . 
部 分 平均 化 相当 于 取 一 组 矩阵 元 ,这 些 矩 阵 元 对 描述 系统 状态 的 一 部 分 量子 数 讲 来 是 对 角 的 .例如 ,在 目 
前 情形 下 , 算 符 (72.2) 的 平均 相当 于 构造 一 个 矩阵 , 它 由 矩阵 元 (nM'aM's | Vy InMiMs) 所 组 成 ,其 中 
Mr,MNH 和 Ms ,M's 具有 各 种 可 能 的 数值 ,但 对 其 余 量子 数 (我 们 用 n 代表 这 组 量子 数 ) 则 是 对 角 的 . 与 此 


相应 ,(72.4) 中 的 S 和 工 算 符 可 以 看 作 和 矩阵 (M's | S Ms) 和 (《M', |L |M,) ,其 矩阵 元 已 由 (27. 13 ) 式 给 
出 . 在 以 后 的 某 些 处 理 中 ,同样 需要 这 种 分 步 平均 化 的 手段 . 
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两 个 相 邻 组 分 (量子 数 为 和 J-1 的 组 分 ) 的 间距 因而 为 
AE, )., =AJ, (726 
这 个 公式 称 为 朗 德 间距 定 则 (1923). 

常数 4 可 以 是 正 的 ,也 可 以 是 负 的 .4 >0 时 ,多 重 能 级 的 最 低 组 分 具有 最 小 
的 7 了 值 , 即 =1L -SI1; 这 样 的 多 重 线 称 为 正 多 重 线 . 如 果 4 <0, 多 重 线 的 最 低 组 
分 则 为 /=L+5 的 能 级 ;这 样 的 多 重 线 称 为 倒 多 重 线 . 

如 果 一 个 原子 只 有 一 个 未 满 沉 层 , 对 这 种 原子 的 基态 讲 来 ,容易 确定 4 的 
符号 . 如 果 这 个 未 满 壳 层 中 所 装 的 电子 数 没 有 超过 一 半 , 则 按 洪 德 定 则 ( § 67)， 
其 中 所 装 的 n 个 电子 的 自 旋 相互 平行 ,使 得 总 自 旋 具 有 最 大 可 能 值 $ = wx2. 把 
s。= S/n 代入 (72.2) 并 把 a,( 对 同一 壳 层 内 的 所 有 电子 讲 来 ,a 是 相同 的 ) 移 到 
求 和 号 外 , 即 得 

区 = 55 . 工 ， 
亦 即 4 = ao/2$ > 0. 如 果 该 壳 层 填充 过 半 , 则 在 (72.2) 式 中 事先 加 进 一 个 对 空位 
(未 满 壳 层 中 的 空 穴 ) 求 和 之 项 ,随即 把 它 减 去 . 由 于 满 壳 层 的 V, =0, 结 果 使 六 
算 符 具有 只 对 空 穴 求 和 的 形式 
六 =- ao7 8， 
原子 的 总 自 旋 和 总 轨道 角 动量 变 成 S= - 》$, 和 工 = - >》 1. 再 用 以 前 的 方 


法 , 即 得 4 = -av28S, 即 4<0. 

根据 以 上 的 分 析 ,对 于 只 含 一 个 未 满 壳 层 的 原子 讲 来 ,可 以 得 出 一 个 简单 的 
规则 ,用 以 给 出 该 原子 的 基态 J 值 . 如 果 这 个 未 满 壳 层 中 的 电子 数 没 有 超过 该 壳 
层 所 能 容纳 的 最 大 电子 数 的 一 半 , 则 J= 1L - $1; 如 果 该 壳 层 超过 了 半 满 . 则 了 = 
L+S. 

我 们 早已 指出 过 , 自 旋 - 自 旋 作用 不 同 于 自 旋 轨道 作用 , 它 基本 上 不 依赖 于 
Z. 它 是 电子 间 的 一 种 直接 作用 ,显然 不 会 包含 核 场 . 

对 自 旋 - 自 旋 作用 算 符 求 平均 ,与 (72.4) 式 相 类 似 ,得 到 的 表 式 将 是 $ 的 
二 次 式 . 5 和 (5 . 工 )* 都 是 5 的 二 次 式 . 前 者 的 本 征 值 与 J 无 关 , 不 会 给 出 谱 项 
的 分 裂 . 因此 ,可 把 它 略 去 ,而 写成 

Vs =B(S .LL)’. (72.7) 

其 中 的 B 是 一 个 常数 . 这 个 算 符 的 本 征 值 中 含有 与 J 无 关 的 项 , 以 及 与 
J(J+1) 成 正比 的 项 ,最 后 ,还 有 与 (J+1)? 成 正比 的 一 项 . 其 中 的 第 一 项 并 不 
引起 分 裂 , 我 们 不 感 兴趣 ;第 二 项 可 以 包括 在 (72.5) 式 内 ,只 是 改变 了 一 下 常数 
4. 最 后 ,第 三 项 给 出 的 能 量 为 
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$ 66 一 $67 中 讨论 的 原子 能 级 构造 方案 ,是 以 下 列 假 定 为 基础 的 , 即 把 电 
于 的 轨道 角 动 量 相 加 成 为 原子 的 总 轨道 角 动 量 工 ,并 把 它们 的 自 旋 相 加 成 为 总 
目 旋 .我 们 早已 指出 过 ,这 种 做 法 ,只 有 当 相对 论 效应 很 小 时 才 是 合理 的 ;更 确 
切 地 说 ,精细 结构 的 间距 必须 远 小 于 工 和 $ 值 不 同 的 那些 能 级 之 间 的 间距 . 这 样 
的 近似 , 称 为 罗素 - 桑 德 斯 情形 由 ,也 称 为 “ZLS 耦合 ”. 

但 在 实际 上 ,这 种 近似 的 适用 范围 是 有 限 的 . 轻 原子 的 能 级 是 按 LS 耦合 排 
列 的 ,但 当 原子 序 增 大 时 ,原子 中 的 相对 论 相 互 作用 增强 起 来 ,罗素 - 桑 德 斯 近 
似 就 变 得 不 适用 也 . 还 应 注意 的 是 ,这 种 近似 特别 不 适用 于 高 激发 的 能 级 ,此 
时 ,原子 中 的 一 个 电子 处 于 nn 值 很 大 的 态 中 ,从 而 基本 上 远离 原子 核 ( 8$ 68). 这 
个 电子 和 其 它 运 动 电子 间 的 静电 作用 比较 弱 ; 可 是 , “原子 实 ” 中 的 相对 论 相互 
作用 并 不 因此 减 小 . 

在 相反 的 极端 情形 下 ,相对 论 作 用 远 超过 静电 作用 (更 精确 地 说 , 远 超 过 依 
赖 于 工 和 5 的 那 部 分 能 量 ). 这 个 时 候 , 我 们 不 能 把 轨道 角 动量 和 自 旋 分 开 来 处 
理 , 因 为 它们 不 再 守恒 . 每 个 单 电 子 用 它 的 总 角 动 量 j 来 标志 ,由 j 相 加 成 为 原子 
的 总 角 动 量 /. 原子 能 级 的 这 种 构造 方式 称 为 “ 方 挑 合 ”. 实际 上 ,我 们 并 没有 在 
纯 态 中 碰 到 过 方 耦合 ,但 是 介 于 LS 和 方 耦合 之 间 的 各 种 耦合 方式 , 曾 在 极 重 原 
子 的 能 级 中 观测 到 岛 . 

还 有 一 种 独特 的 耦合 方式 , 曾 在 某 些 高 激发 态 中 观测 到 . 此 时 的 “原子 实 ” 
仍 可 处 于 罗素 - 桑 德 斯 态 中 ,也 就 是 以 L 和 5 值 为 标志 的 态 中 ,但 是 它 与 高 激发 
电子 间 的 耦合 则 是 六 型 的 ;其 原因 仍 是 由 于 这 个 电子 的 静电 作用 比较 弱 . 

氢 原 子 能 级 的 精细 结构 具有 某 些 特殊 性 . 它 将 在 本 教程 的 第 四 卷 中 作出 精 
确 计算 (第 四 卷 ,$34). 这 里 只 须 指出 ,当主 量子 数 n 给 定 后 ,能 量 只 与 电子 的 
忆 角 动量 /有 关 . 因此 , 它 的 能 级 简 并 度 并 没有 完全 消除 掉 ; 对 一 个 具有 给 定 n 
和 j 值 的 能 级 讲 来 ,就 有 轨道 角 动 量 为 1=j +1/2 的 两 个 态 (除非 j 值 等 于 n- 


二 ,这 是 给 定 后 的 最 大 j 值 ). 例如 ,n=3 的 能 级 分 裂 成 为 三 个 能 级 ,其 中 的 
;4 ,P4 态 属于 一 个 能 级 ,ps 和 d; 态 属于 另 一 个 能 级 ,ds 则 属于 第 三 个 能 级 


DD H.N.Russell,F. A.Saunders,1925. 

@ 但 是 必须 指出 ,尽管 描述 这 个 耦合 方式 的 定量 公式 不 适用 了 ,但 按 这 种 耦合 方案 给 出 的 能 级 分 
类 ,对 较 重 的 原子 特别 是 对 它 的 那些 最 低 态 (包括 基态 ) 而 言 , 仍 可 能 有 意义 . 

G) 关于 各 种 耦合 方案 及 其 定量 方面 的 问题 , 详 见 下 书 :E. TU. Condon , G. H. Shortley; The Theory of 
Atomic Spectra, Cambridge University Press, 1935. 
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元 系 按 原子 序 的 递增 次 序 排列 以 后 ,呈现 出 性 质 上 的 周期 性 变化 ,要 阐明 
这 种 变化 的 本 质 , 必 须 研究 原子 的 各 个 电子 壳 层 逐步 被 填充 时 的 特点 . 周期 系 的 
理论 是 由 玻 尔 包 提 出 的 . 

从 一 个 原子 过 渡 到 下 一 个 原子 时 ,电荷 增加 1, 并 有 一 个 电子 添 人 壳 层 中 . 
急 想 起 来 ,每 个 相继 添 入 的 电子 , 它 的 结合 能 似 应 随 原 子 序 的 增 大 而 单调 地 递 
增 . 但 实际 变化 却 完全 不 是 这 样 . 

基态 氧 原 子 中 ,只 有 一 个 处 于 1s 态 的 电子 .下 一 个 元 素 氨 的 原子 中 ,添加 了 
为 一 个 1s 电子 ,可 是 氨 原 子 内 每 个 1s 电子 的 结合 能 要 比 氧 原子 内 的 电子 结合 
能 大 很 多 . 这 是 一 种 自然 的 结果 ,因为 氧 原子 内 电子 所 处 的 电场 不 同 于 添加 到 
He 离子 内 的 一 个 电子 所 处 的 电场 . 这 两 个 电场 在 远 距 处 近似 地 相同 ,但 在 近 核 
处 ,Z =2 的 He “离子 的 电场 则 比 Z =1 的 氢 核 场 强 得 多 . 在 锂 原子 (Z =3) 中 ,第 
三 个 电子 只 能 填 人 2s 态 , 因 为 1* 态 中 不 可 能 同时 存在 比 两 个 多 的 电子 . 对 一 个 
给 定 的 Z 值 而 言 ,2s 能 级 高 于 1s 能 级 ;但 这 两 个 能 级 都 随 核 电荷 的 增加 而 下 降 . 
但 从 2Z =2 过 渡 到 2Z =3 时 ,前 一 种 效应 是 主要 的 ,所 以 Li 原子 中 第 三 个 电子 的 
持 合 能 远 小 于 氮 原 子 中 电子 的 结合 能 . 再 往 下 ,从 Be(Z =4) 原子 到 Ne(Z = 10) 
原子 , 先 填 人 一 个 2s 电子 ,再 陆续 填 人 6 个 2p 电子 . 这 些 电 子 的 结合 能 ,由 于 核 
电 人 的 增 大 而 平均 地 增 大 . 再 下 一 个 电子 的 添 人 , 轮 到 Na(Z =11) 原子 , 它 只 能 
填 到 3s 态 , 由 于 这 个 填 人 更 高 壳 层 内 的 效应 要 大 于 核电 荷 增 大 的 效应 ,所 以 结 
合 能 再 次 显著 地 下 降 . 

电子 元 层 的 上 述 填 充 图 像 反 映 了 各 元 素 构成 的 整个 系列 的 特征 . 全 部 电子 
态 可 以 分 成 若干 个 依次 被 填充 的 组 , 当 每 组 中 的 各 态 依次 被 填充 时 ,结合 能 平均 
地 增 大 ,但 当 轮 到 下 一 组 的 态 开始 被 填充 时 ,结合 能 又 显著 地 下 降 . 

24 年 用 光谱 学 数据 绘 出 的 元 素 电 离 势 ; 这 些 电离 势 确定 了 一 个 元 素 过 渡 
到 下 一 个 元 素 时 所 填 人 电子 的 结合 能 . 

各 种 不 同 的 态 按 下 列 方式 分 成 若干 个 依次 被 填充 的 组 : 


QD 下. HH. MenHnenees ,18069. 
©@ N. Bohr ,1922. 


Z 06 $8 08 9L 0L 59 09 $5 05 St 0 SE 08 SC 0¢ SI 
Nn 
到 5) qa >| 
3 RE E 
\ IL oH PR 8 1 3 ) 9 [V 
\ 1 0 SO C 人 0 O 
| MM 廿 hd pp ,NA Dap 
| qd ci - ny and PT od ag IS gr 
| odd jd sO 从 BT 本 hs pg No5 © I 
1 / O_O Oo ¥ 
1 nv 1 pD aS , S 
小 SV uz A 
es 3H | d 
! fa 
区 3x Li 
机 总 
十 
手 


。 262 


Ol 


SC 


$73 门 捷 列 夫 元 素 周 期 系 . 253 . 


2s ,2p…pp 8 个 电子 

3s ,3pp 8 个 电子 

4 3 nn nl (73.1) 
$s,4d ,Sp “18 个 电子 

0s ,4f,3d,0p… “0 由 学 

7s,0d,5f.: 


第 一 组 被 H 和 He 填充 完毕 ;第 二 组 和 第 三 组 的 填充 相当 于 周期 表 中 的 前 两 个 
( 短 ) 周 期 ,每 个 周期 含有 8 个 元 素 . 随后 是 两 个 长 周期 ,每 个 周期 含有 18 个 元 
素 ,还 有 一 个 包括 黎 土 元 素 在 内 的 长 周期 , 共 含 32 个 元 素 . 最 后 一 组 的 态 对 自然 
界 的 现 有 元 素 (以 及 人 造 的 超 铀 元 素 ) 讲 来 还 未 被 填 满 

为 了 理解 每 组 的 态 被 陆续 填充 时 元 素性 质 上 的 变化 ,指出 d 和 f 态 不 同 
于 s 和 p 态 的 下 列 特性 是 十 分 重要 的 . 对 重 原 子 内 的 一 个 电子 讲 来 ,有 心力 场 
(由 静电 场 及 离心 场 相 加 而 成 ) 的 有 效 势 能 曲线 ,在 原点 附近 有 一 个 急剧 的 近 
乎 垂直 的 下 降 , 降 到 某 一 很 次 的 极 小 值 后 ,再 回升 起 来 ,然后 渐 近 地 趋 于 零 . 对 
于 s 态 和 Pp 态 , 这 些 曲 线 的 上 升 部 分 彼此 徘 得 很 近 . 这 就 表明 ,这 些 态 中 的 电 
子 与 原子 核 的 距离 差不多 相等 . 反之 ,d 态 特 别 是 f 态 的 曲线 要 癌 左 移 得 很 多 ; 
这 些 曲 线 所 确定 的 “经 典 通 区 ”, 比 具有 同一 电子 总 能 量 的 各 s 态 和 pp 态 更 为 
靠近 原子 核 . 换 句 话说 ,d 态 和 f 态 的 电子 ,大 体 上 要 比 s 态 和 Pp 态 的 电子 更 加 
靠近 原子 核 . 

原子 的 许多 性 质 ( 包 括 元 素 的 化 学 性 质 , 见 $81) 主 要 取决 于 电子 壳 层 的 外 
壳 层 . 从 这 一 点 讲 来 ,d 态 和 f 态 的 上 述 特点 是 非常 重要 的 . 例如 , 当 4f 态 开始 填 
充 时 ( 见 下 面 的 稀土 元 素 ) ,新 添 人 的 电子 要 比 先 填 人 的 电子 更 加 靠近 原子 核 ， 
结果 ,使 这 些 新 添 电 子 对 元 素 的 化 学 性 质 差 不 多 不 发 生 影响 ,所 有 的 稀土 元 素 就 
有 十 分 相似 的 化 学 性 质 . 

含有 闭合 d 充 层 和 闭合 上 这 层 (或 者 完全 不 含 这 些 况 层 ) 的 元 素 , 称 为 主 族 
元 素 ;d 和 上 态 正 在 填充 中 的 元 素 称 为 过 渡 族 元 素 . 我 们 最 好 把 这 两 族 元 素 分 开 

先 考 虑 主 族 元 素 . 氧 和 氟 具 有 下 列 基 态 

Nile Ss SS 

(化 学 符号 左下 角 的 数字 代表 原子 序 ). 其 余 主 族 元 素 的 电子 组 态 见 表 3. 
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表 3 主 族 元 素 中 原子 的 电子 组 态 
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每 个 原子 的 闭合 充 层 见 表 中 该 行 及 以 上 各 行 的 右 端 . 它 的 未 满 却 层 的 电子 
组 态 见 同 列 之 首 ,这 些 态 中 电子 的 主 量子 数 见 同行 的 左 端 . 整个 原子 的 基态 见 表 
底 . 例如 , 铝 原子 的 电子 组 态 为 1s 2s 2p 3s 3p P,，. 

基态 原子 的 地 和 $ 值 可 按 洪 德 定 则 ( $67) 确 定 ( 电 子 的 组 态 为 已 知 ) ,J 值 
则 按 $72 中 指出 的 规则 确定 . 

惰性 气体 的 原子 (He,Ne,Ar,Kr,Xe,Rn) 在 表 中 占有 特殊 的 地 位 :每 个 原子 
正好 是 把 (73. 1) 中 列举 的 一 个 组 态 完全 填 满 . 它们 的 电子 组 态 具 有 蜡 常 的 稳定 
性 (它们 的 电离 势 在 其 所 属 的 系 内 都 是 最 大 的 ). 这 就 产生 了 这 些 元 素 的 化 学 
惰性 . 

我 们 看 到 , 主 族 元 素 中 不 同 态 的 填充 次 序 是 极 有 规则 的 :对 每 一 个 主 量子 数 
n 而 言 , 总 是 先 填 s 态 再 填 p 态 . 这 些 元 素 的 离子 的 电子 组 态 也 是 很 有 规则 的 
(直到 把 d 或 上 壳 层 中 的 电子 电离 掉 为 止 ) :每 个 离子 具有 和 前 一 个 原子 相应 的 
组 态 . 例如 ,Mg 离子 具有 Na 原子 的 组 态 ,Mg “离子 具有 Ne 原子 的 组 态 . 

现在 来 考虑 过 渡 族 元 素 . 3d,4d,5d 完 层 正在 填充 中 的 元 素 分 别称 为 铁 族 ， 
馈 族 和 铂 族 元 素 . 表 4 中 列 出 了 这 几 族 元 素 的 电子 组 态 及 原子 谱 项 ,它们 是 从 光 
谱 学 数据 得 知 的 . 由 表 4 可 知 ,d 壳 层 的 填充 要 比 主 族 元 素 中 s 和 op 充 层 的 填充 
不 规则 得 很 多 . 表 中 有 一 个 主要 特征 是 s 态 和 d 态 间 的 “竞争 "现象 . 这 表现 于 下 
列 事实 , 当 p 增加 时 ,往往 不 按 正 规 次 序 填 成 drs 组 态 ,而 出 现 4 ”s 型 或 d?“ 型 
的 组 态 . 例如 , 铁 族 元 素 中 ,Cr 原子 的 组 态 是 3d 4s 而 不 是 3d 4s ;在 含有 8 个 d 
电子 的 Ni 之 后 ,立刻 是 d 党 层 被 完全 填 满 的 Cu 原子 ( 铜 原子 因此 放 在 主 族 
中 ). 这 样 的 不 规则 性 也 能 在 离子 的 谱 项 中 观察 到 :这 些 离子 的 电子 组 态 ,一 般 
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讲 来 ,与 前 一 个 原子 的 组 态 并 不 完全 一 致 . 例如 ,V -离子 具有 3d: 的 组 态 ( 不 是 
Ti 原子 的 3d 4s 组 态 ) ;Fe ”离子 具有 3d'4s 的 组 态 ( 不 是 Mn 原子 的 3d;4s* 组 
态 ). 我 们 可 以 指出 ,在 晶体 及 溶液 中 所 有 自然 状态 的 离子 ,它们 的 未 满 壳 层 中 
只 含 d 电 子 (不 含 s 或 pp 电子). 例如 ,晶体 或 溶液 中 找到 的 铁 离子 只 有 Fe* +* 和 
Fe**” ,它们 的 组 态 分 别 为 3d "和 3d. 

表 4 铁 族 ， i 
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类 似 的 情况 也 出 现在 41 壳 层 的 填充 中 ,这些 元 素 称 为 稀土 族 元 素 ( 表 5 ) 吕 . 
4f 元 层 的 填充 也 是 不 太 规 则 的 ,其 特点 是 4f,5d 和 6s 态 间 的 “竞争 ”. 


QD 有 些 化 学 书 上 往往 把 Lu 也 算 在 稀土 元 素 内 . 但 这 是 不 正确 的 ,由 于 Lu 中 的 4f 壳 层 已 被 填 满 ; 因 
此 必须 按 表 4 所 示 放 在 铂 族 内 . 
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表 5 稀土 族 元 素 中 原子 的 电子 组 态 

i 
4f5d6s” | 4f°6s’ | 4f6s” | 4f6s? | 4f66s2 | 4P6s? 
1,,, Hs ~、 

4f 5d6s” bed > 4f''6s’ a pe 

H's | 本 


最 后 一 族 过 渡 元 素 是 从 钢 开 始 的 . 与 稀土 族 元 素 相 类 似 , 钢 族 元 素 填 充 着 
6d 和 5f 序 层 ( 表 6). 
作为 本 节 的 结束 ,我 们 来 讨论 一 下 托马斯 - 费 米 方法 的 一 个 有 趣 应 用 . 我 们 
看 到 ,p 元 层 中 的 电子 首先 出 现在 第 五 号 元 素 B( 硼 ) 中 ,d 电子 首先 出 现在 Z = 
21 的 Se( 钳 ) 中 ,f 电 子 首先 出 现在 Z=58 的 Ce( 锅 ) 中 .这些 Z 值 可 用 托马斯 - 
费 米 方法 预言 出 来 ,其 法 如 下 . 
表 6 钢 族 元 素 中 原子 的 电子 组 态 


6d7s” 6d27s” | 5 下 6d78 |5f6d7s’ 下 
Di， Ki,, L,,,, S72 


复杂 原子 内 轨道 角 动 量 为 ! 的 电子 是 以 下 列 有 效 势能 运动 的 中 : 


1 2 
[tt 
2 
第 一 项 是 托马斯 - 费 米 势 p(r) 所 描述 的 电场 中 的 势能 . 第 二 项 是 离心 能 ,因为 
运动 是 准 经 典 的 ， 所 以 其 中 的 41+1) 已 改 为 (1+ 方 ) . 由 于 原子 中 的 电子 总 能 


量 是 负 的 ,如 果 U,(r) 对 所 有 的 r 讲 来 都 有 U1,(r) >0(Z 和 1 为 给 定 ) ,那么 该 原 
子 中 显然 不 可 能 存在 具有 所 给 1 值 的 电子 . 如 果 固 定 1 值 而 变 Z, 我 们 发 现 , 当 2 
值 足够 小 时 ,实际 上 到 处 都 有 U,(r) >0. 当 Z 值 增 大 达到 某 一 值 时 ,U = U(r7) 
曲线 开始 和 横 轴 相 接 触 ;2 值 再 大 时 ,就 会 出 现 VU,(r) <0 的 区 域 . 因此 具有 给 定 
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U(r = 二 部 人 名 


中 和 $70 一 样 ,我 们 采用 原子 单位 . 


8$874 X 射线 谱 项 . 257. 
1 值 的 电子 首次 在 原子 中 出 现时 所 需 的 Z 值 ,是 由 VU,(7) 曲线 与 横 轴 相 切 的 条 件 
确定 的 ,也 就 是 由 以 下 两 式 确定 的 : 


U(r) = -p+—— 2 =0, 
1 
4 
了 a 


把 (70.6) 式 的 势 代入 上 式 , 得 下 列 方程 : 


2 





| (C73. 2) 
273XY (x) —xy(% i” Se 
Re 过 
第 一 式 的 两 边 除 以 第 二 式 的 两 边 , 即 得 * 的 方程 式 
CE 
X(%) % 
然后 ,用 (73.2) 的 第 一 式 求 Z. 数值 计算 后 ,得 
Z =0.155(21+1) ， 
这 个 式 子 表 出 了 具有 给 定 ! 值 的 电子 首次 在 原子 中 出 现时 的 Z 值 ; 其 误差 约 10% 
如 果 把 系数 0. 155 改 成 0. 17 ,可 得 很 精确 的 结 采 : 
Z=0.17(217+1) ， (73.3) 
1=1,2,3 时 ,上 式 四 侈 五 人 取 最 近 整 数值 后 , 即 得 正确 值 5,21,58.71=4 时 ， 
(73.3) 式 给 出 Z =124; 这 表明 g 电子 要 在 第 124 号 元 素 中 才能 首次 出 现 . 


$74 X 射线 谱 项 


原子 中 内 电子 的 结合 能 如 此 之 大 ,以 致 当 这 样 一 个 内 电子 跃迁 到 未 满 的 外 
壳 层 中 (或 脱离 原子 ) 时 ,这 个 受 激 原子 (或 离子 ) 相对 子 电 离 来 讲 将 处 于 力学 上 
的 不 稳定 状态 ,伴随 着 这 种 电离 ,将 发 生 电 子 壳 层 的 重建 并 形成 稳定 的 离子 . 但 
由 于 原子 中 电子 间 的 相互 作用 比较 弱 , 产 生 这 种 跃迁 的 概率 比较 小 ,因而 激发 态 
的 寿命 7 比较 长 . 由 于 能 级 “宽度 "jz 比较 小 ( 见 $44) ,我 们 就 有 理由 把 具有 
受 激 内 电子 的 原子 能 量 , 看 作 该 原子 的 一 些 “ 准 定 态 ” 离 散 能 级 . 这 些 能 级 称 为 
X 射线 谱 项 山 . 


9» 


@ ”这 个 名 称 的 来 源 , 是 由 于 这 些 能 级 间 的 跃迁 引起 该 原子 发 射出 X 射线 . 
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X 射线 谱 项 的 分 类 ,主要 根据 移 去 电子 的 那个 封闭 壳 层 ,也 就 是 形成 “ 空 
和 从 的 那个 电子 壳 层 而 定 . 至 于 这 个 电子 究竟 移 到 了 哪 一 个 外 壳 层 ,这 对 原子 的 
能 量 几 乎 没有 什么 影响 ,因而 是 不 重要 的 . 

填 满 某 一 壳 层 的 一 组 电子 ,它们 的 总 角 动 量 等 于 零 . 去 掉 一 个 电子 以 后 ,这 


个 这 层 获得 某 一 角 动 量 j. 对 (n,1) 这 层 讲 来 , 角 动 量 j 显然 可 取 1+ 二 两 个 值 . 因 


此 ,所 得 的 能 级 可 以 记 作 1s,, ,2s1s2p1s ,2p3s，… ,其 中 的 j 值 是 作为 下 标 附 记 在 
指示 空 穴 所 在 的 字母 下 的 . 但 在 习惯 上 ,常用 以 下 的 专门 记号 代表 这 些 能 级 

loos byas Zhims psgs Sas 3 SByms das Bde yu 

K Ls Ls M ， M MI M M v… 
n =4,5,6 的 能 级 相应 地 用 N,0,P 等 字母 标记 之 . 

! 值 相同 的 那些 能 级 彼此 靠 得 很 近 ( 用 同一 大 写字 母 标记 之 ) , 而 与 不 同 
1 值 的 那些 能 级 远离 . 其 原因 在 于 这 些 内 电子 离 核 相 对 来 说 较 近 ,电子 所 处 的 场 
老 不 多 是 未 屏蔽 的 核 场 . 与 此 相应 ,它们 的 态 是 “类 氢 " 态 ,它们 的 能 量 在 一 级 近 
似 中 等 于 -2 /2n (用 原子 单位 ) ,也 就 是 只 和 n 有关. 考虑 了 相对 论 效应 以 后 ,) 
值 不 同 的 谱 项 就 彼此 分 开 ( 参 阅 $72 关于 氢 原 子 能 级 精细 结构 的 讨论 ) ,例如 ， 
Li ,La 与 La 分 开 ;Mi ,Mi 与 Mn ,My 分 开 . 这 样 的 一 对 能 级 称 为 相对 论 双 线 . ) 
值 相 同 ! 值 不 同 的 谱 项 (例如 Li 和 Lr ,Mi 和 Mi ) ,它们 的 分 裂 是 由 于 内 电子 所 
处 的 场 已 与 核 库 仑 场 有 所 不 同 ,也 就 是 这 时 计 及 了 该 电子 与 其 它 电 子 的 相互 作 
用 . 这 样 的 一 对 能 级 称 为 屏蔽 双 线 . 其 余 电子 在 核 附 近 产 生 的 势 是 电子 “类 和 氢 ” 
能 量 的 主要 修正 项 , 它 与 Z ”成 正比 [ 见 (70.8)]. 但 由 于 这 个 修正 项 既 和 无 
关 , 也 和 17 无 关 , 它 并 不 影响 到 能 级 间距 . 因此 ,能 级 差 的 主要 修正 项 来 自 一 个 电 
于 与 其 邻近 电子 间 的 相互 作用 . 由 于 内 电子 间 的 间距 > ~ 1ZZ( 在 电荷 为 2 的 场 
内 的 玻 尔 半径 ) ,上 述 作 用 的 能 量 为 ~ 1/r ~ 2Z. 考虑 了 这 个 修正 后 ,在 同样 的 精 
度 内 ,可 以 把 X 射线 谱 项 的 能 量 写作 - (2Z - 5) /2m ,其 中 的 86=6(n,7) 是 一 个 
比 4 小 很 多 的 量 ,可 看 作 核电 荷 的 屏蔽 值 . 

除了 电子 沈 层 内 一 个 “ 空 穴 ”" 的 X 射线 谱 项 外 ,也 可 能 存在 两 个 和 三 个 “ 空 
人 六” 的 谱 项 . 由 于 内 电子 的 自 旋 轨 道 作 用 很 强 , 故 空 穴 的 相互 耦合 为 记 耦合 . 

X 射线 谱 项 的 宽度 取决 于 重建 电子 壳 层 从 而 填充 该 空 穴 的 各 种 可 能 过 程 的 
总 概率 . 在 重 原子 中 ,最 重要 的 过 程 是 空 穴 从 所 给 壳 层 跃迁 到 更 高 壳 层 (也 就 是 
电子 相反 的 跃迁 ) ,从 而 辐射 出 X 射线 光量 子 的 过 程 . 这 种 “辐射 ”跃迁 的 概率 
(及 其 所 对 应 的 那 部 分 能 级 宽度 ) 随 着 原子 序 的 增 大 而 极 快 地 增长 ( 约 正比 于 
2 ) ,但 对 给 定 的 Z 则 随 跃 迁 能 级 的 增高 而 减 小 . 

对 于 较 轻 原子 (和 较 高 能 级 ) ,无 辐射 路 迁 占有 重要 的 甚至 优势 的 地 位 ,此 
时 空 欠 被 更 高 能 量 的 电子 所 填补 , 它 所 释放 的 能 量 ,可 以 把 原子 中 的 另 一 个 内 电 
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了 和 剥离 出 去 ( 称 为 俄 歇 效应 ) ,此 过 程 的 结果 ,使 该 原子 处 于 具有 两 个 空 穴 的 态 
中 . 这 个 过 程 的 概率 及 其 所 贡献 的 那 部 分 能 级 宽度 ,在 一 级 近似 (相对 于 1/2Z) 下 
与 原子 序 无 关山 (参阅 例题 ). 


习 题 


当 原 子 序 足够 大 时 , 求 X 射线 谱 项 的 俄 软 宽度 依赖 于 原子 序 的 极限 定律 . 
解 : 俄 软 跃 迁 概率 与 下 列 答 阵 元 的 平方 成 正比 : 
M = J yw Vy ydV, dV,, 

其 中 的 由, 和 W'iW', 是 参与 跃迁 过 程 的 那 两 个 电子 的 初 末 态 波 六 数 ,而 =e/ 
rz 是 它们 的 相互 作用 能 量 . 当 Z 足够 大 时 ,内 电子 的 波 函 数 可 看 成 类 和 毛 波 函数 ， 
并 可 略 去 其 余 电子 对 核 场 的 屏蔽 (在 原子 内 部 对 积分 式 有 MM 有 贡献 的 那个 区 域 
内 ,电离 电子 的 波 函 数 也 是 类 所 的 ). 如 果 把 所 有 的 量 表 成 库仑 单位 (常数 w = 
Ze , 见 8$36) 后 ,再 进行 计算 , 则 在 积分 式 M 内 依赖 于 Z 的 唯一 量 是 了 = 1/ Tris 
因而 M~17Z2Z. 跃迁 概率 以 及 能 级 的 俄 软 宽度 AE 将 和 2Z 成 正比 . 化 回 到 通常 
单位 制 (能 量 的 库 仓 单位 是 .Z me /所 ) 中 ,可 知 AE 与 Z 无 关 . 


$75 多 极 算 


经 典 理 论 中 ,多 粒子 系统 的 电学 性 质 是 用 它 的 各 种 不 同 量 级 的 多 极 矩 描述 
的 ,这 些 多 极 矩 通过 各 个 粒子 的 坐标 及 电荷 表达 出 来 . 量子 理论 中 ,这 些 量 的 定 
义 在 形式 上 和 经 典 定 义 相同 ,但 是 现在 必须 把 它们 看 作 算 符 . 

第 一 个 多 极 矩 是 偶 极 矩 ,其 定义 为 下 列 矢 量 : 


d= 2 er 
式 中 对 所 有 粒子 求 和 ,为 简洁 计 , 略 去 了 代表 粒子 编号 数 的 下 标 . 这 个 算 符 的 和 矩 
阵 , 和 任 一 极 矢 量 的 矩阵 一 样 ( 见 $30), 只 有 宇 称 相 异 的 状态 之 间 的 跃迁 矩阵 
元 才 不 等 于 零 . 所 有 的 对 角 和 矩阵 元 因而 都 等 于 零 . 换 句 话说 , 任 一 多 粒子 系统 
〈 例 如 一 个 原子 ) 的 偶 极 抢 ,在 定 态 中 的 平均 值 都 等 于 零 @. 
对 ! 为 奇数 的 所 有 2 极 矩 讲 来 ,以 上 结论 显然 也 是 成 立 的 . 这 种 多 极 矩 的 各 
个 分 量 是 坐标 的 ! 次 ( 奇 次 ) 多 项 式 ,它们 和 一 个 极 矢 量 的 分 量 一 样 , 当 坐 标 反 演 


J 山 举例 来 说 ,K 能 级 的 俄 软 宽度 约 为 1 eV ,更 高 能 级 的 俄 软 宽度 可 达 ~ 10 eV. 

四 为 避免 误解 起 见 ,我 们 着 重 指出 ,这 里 所 指 的 是 封闭 的 多 粒子 系统 ,或 在 球 对 称 外 电场 中 的 多 粒 
于 系统 ,举例 来 说 ,如 果 把 原子 核 看 作 是 “固定 ”的 ,那么 ,上 述 论 断 对 原子 中 的 多 电子 系统 讲 来 是 成 立 的 ， 
但 对 分 子 中 的 多 电子 系统 讲 来 并 不 成 立 . 

我 们 还 假定 ,除了 总 角 动 量 的 方向 简 并 以 外 ,不 存在 其 它 的 附加 (“偶然 " ) 能 级 简 并 . 否则 就 会 构造 
出 没有 确定 宇 称 的 定 态 波 函 数 ,它们 的 偶 极 矩 对 角 和 矩阵 元 不 一 定 等 于 零 . 
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时 ,要 变 一 个 符号 . 因而 适用 同样 的 字 称 选择 定 则 . 
系统 的 四 极 矩 定义 为 下 列 对 称 张 量 ; 
Qi = 了 e(3xjxX 一 6 广 )， (231) 
它 的 对 角 项 之 和 等 于 零 . 要 计算 四 极 矩 在 系统 (譬如 说 原子 ) 某 态 中 的 值 ， 
(75. 1) 式 的 算 符 需要 对 相应 的 波 函 数 求 平均 . 这 种 平均 最 好 分 两 步 进行 (参考 
% 
我 们 用 0 代表 对 总 角 动 量 给 定 为 / 值 (但 不 是 对 它 的 分 量 值 M,) 的 各 个 电 
子 态 求 平均 后 所 得 的 四 极 矩 算 符 . 
这 个 平均 后 的 算 符 ,必须 能 用 描述 整个 原子 状态 的 物理 量 算 符 表达 出 来 ,这 
样 的 算 符 只 有 “矢量 "J. 因此 0, 必 呈 下 列 形式 : 
~ 30 Sn 
Qu = -1 (1 edd) (C23.2.) 
括号 内 的 表 式 是 这 样 构成 的 ,使 它 对 称 于 下 标 i 和 名 并 且 缩 并 后 等 于 零 ; 关 于 系 
数 0 的 含义 留 在 以 后 说 明 . 式 中 的 各 个 j, 算 符 , 应 该 理解 成 为 我 们 所 熟知 的 名 
个 J 矩阵 ($27 和 $54) , 它 是 由 M, 值 不 同 的 各 个 态 构 成 的 . 算 符 六 当然 可 用 它 
的 本 征 值 J(J+1) 来 代替 . 
由 于 角 动 量 了 的 三 个 分 量 不 能 同时 具有 定 值 , 对 张 量 0, 的 各 个 分 量 讲 来 情 
况 也 是 这 样 . 对 于 0. 分量 ,我们 有 
A 30 yp 并 
Me 天 人 = pr )， 
在 大 =J(J+1) 和 了 =1M 的 态 中 ,0O. 
$0 
0, = 2 - i 77+1)]. (75.3) 


当 M, =J 时 ( 当 角 动量 “完全 " 沿 = 轴 方 向 时 ) ,我 们 得 0. = 0; 这 个 0 通常 简称 
为 四 极 矩 . 

1=0 时 ,所 有 的 角 动量 矩阵 元 等 于 零 ,因此 (75.2) 式 的 算 符 也 等 于 零 . 这 个 
算 符 当 J = 时 也 恒 等 于 零 . 这 是 因为 凡是 ] = 十 的 角 动 量 分 量 矩 阵 都 等 于 
(55.7) 式 的 泡 利 逢 阵 . 把 它们 代入 (75. 2) 式 直接 相 乘 后 即 能 证 明 这 一 点 

上 述 情况 不 是 偶然 的 ,而 是 下 列 普遍 规则 的 一 个 特例 :2' 极 矩 张 量 (7 为 个 
数 ) 只 对 系统 总 角 动量 


1 
J>=31 (75.4) 


的 态 才 不 等 于 零 . 2 极 矩 张 量 是 一 个 ! 秩 不 可 约 张 量 ( 见 《 场 论 》 ,$41), 条 件 
《75.4) 来 目 这 种 张 量 的 矩阵 元 的 角 动 量 选择 定 则 , 亦 即 其 对 角 和 矩阵 元 不 等 于 零 
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的 条 件 ( $ 107). 我 们 早已 指出 , 宇 称 选 择 定 则 要 求 1 必须 是 偶数 . 

应 该 注意 的 是 , 电 多 极 矩 都 是 一 些 “ 轨 道 " 量 ;它们 的 算 符 中 不 含 自 旋 算 符 . 
因此 ,如 能 略 去 自 旋 轨道 作用 ,使 得 过 和 $ 分 别 守恒 ,那么 ,多 极 矩 矩阵 元 所 服从 
的 选择 定 则 ,对 量子 数 工 以 及 对 量子 数 J 讲 来 都 是 一 样 的 . 


习 是 


. 在 原子 能 级 的 不 同 精细 结构 组 分 中 ( 即 在 了 和 8 值 已 定 而 J 值 不 同 的 各 
ty 求 其 四 极 矩 算 符 之 间 的 关系 . 
解 : 在 给 定 工 和 3 值 的 态 中 ,四 极 矩 算 符 作 为 纯粹 的 “轨道 ” 量 只 依赖 于 算 
符 工 ,因此 仍 可 用 (75.2) 式 表 出 ,但 应 把 了 改 为 L( 但 具有 不 同 的 0 常数 ). 这 个 
算 符 再 对 具有 给 定 J 值 的 态 求 平均 后 , 即 得 (75.2) 式 的 算 符 : 








» 30 a 
Ur | hs HT+1) | 二 
3 入 从 入 入 2 
-gar + bh | (1) 


需要 求 出 系数 0 与 0, 的 关系 . 为 此 我 们 把 (1) 式 左 乘 了 同时 右 乘 六 (并 对 1 
和 上 开 求 和 ) ,并 把 对 角 算 符 化 成 本 征 值 . 此 时 ,有 
Th 二 帮 天 二 大生 
按 (31.4J 或 . 清 
2 .也 =J(J+1) +L(L+1)-S(S+1). 
利用 下 列 公 式 : 
ml sh, i 


mm 3» 


.2 八 人 


再 用 类 似 于 $29 例题 中 的 做 法 ,可 把 来 积 j [Lj 化 成 
Db a 
同 理 有 
dd CY J sr 
结果 可 从 (1) 式 求 出 下 列 关 系 : 


Ts Lo) -27(7J+I)ZCZ+I) 
ak (J+1)(27+3)L(2L = 1) 


例如 ,S=1/2 时 ,由 上 式 得 出 
J = 工 + 本 时 ， Qi =Ci， 


(2) 


(3) 
es (DL-1)(2L #3) 
a (2 
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2. 一 电子 (电荷 为 - |e|) ,其 轨道 角 动 量 为 1, 试 把 这 电子 的 四 极 矩 用 电子 
到 中 心 的 距离 的 方 均值 表示 出 来 . 
解 : 我 们 必须 把 下 式 
人 继 _ = = |e Ir(3cos0-1)= -|e Ir (3n 1) 
对 角 动 量 给 定 为 I、 投 影 值 为 m =1 的 态 求 平均 .其 中 角 因 子 的 平均 值 可 按 §$ 29 
例题 所 得 的 公式 直接 求 出 (该 式 中 的 1 应 改 为 1) ,结果 得 


2 2 
Val (4) 


这 个 量 的 符号 与 电子 电荷 的 符号 相反 ,这 是 必然 的 :因为 角 动 量 沿 z 轴 方 向 


的 粒子 主要 运动 于 z=0 平面 的 附近 ,从 而 有 cos28 0 < 173. 
对 于 JE 点 1 的 电子 5 用 【37J 公 得 








(5) 


3 试 求 基 态 原 子 的 四 极 矩 ,该 原子 满 壳 层 外 共有 了 个 电子 全 都 处 于 轨道 角 
动量 为 1 的 等 效 态 中 . 
解 : 由 于 满 充 层 的 总 四 极 矩 等 于 零 ,该 原子 的 四 极 矩 算 符 为 : 
大 = 3 |e 加 
A 
式 中 对 所 有 vw 个 外 电子 求 和 [其 中 应 用 了 (4) 式 ]. 
先 假定 v<21+1, 也 就 是 该 完 层 半 满 或 不 到 半 满 .根据 洪 德 定 则 ($67), 此 
时 vv 个 电子 的 自 旋 全 都 平行 (因而 S =v/2). 这 表明 原子 的 自 旋 波 子 数 是 对 称 
的 ,因此 坐标 波 函 数 对 这 些 电子 而 言 是 反对 称 的 . 由 此 可 见 , 所 有 的 电子 必须 具 
有 不 同 的 m 值 ,于 是 最 大 可 能 的 Mi 值 (以 及 和 它 相等 的 区 值 ) 等 于 


Ud 
L=(M)wa= DY m=3v(2-v+1). 


m=l-v+!] 


> ihr hh- Su + 6,], 


所 求 的 0, 就 是 MM, = 工时 的 0, 本 征 值 . 因此 有 
6lelr : > ‘il 
QT >, [wD]. 
把 求 和 式 算 出 后 , 即 得 
0 = 2 2 本 
” (21-1)(27+3) 
最 后 ,再 用 (2) 式 把 O, 变 换 到 0.. 
当 原 子 的 外 党 层 超过 半 满 时 ,把 电子 换 成 “ 空 穴 ” 加 以 考虑 ,就 可 以 化 回 到 
以 上 的 情况 ;结果 仍 得 (6) 式 ,但 需 改 变 符号 (“ 室 穴 ”的 电荷 为 + |e|) ,此 时 式 
中 的 vy 不 再 是 电子 数 , 而 是 该 这 层 中 的 空位 数 . 


lelr. (G6) 
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如 有 果 把 原子 放 人 外 电场 中 , 它 的 能 级 会 有 所 改变 ; 这 种 现象 称 为 斯 塔 克 
效应 . 

处 于 均匀 外 电场 中 的 原子 ,是 轴 对 称 场 ( 核 场 加 上 外 场 ) 中 的 一 个 多 电子 系 
统 , 因 此 严格 讲 来 ,原子 的 总 角 动 量 不 再 守恒 ;只 有 总 角 动 量 J 沿 外场 方 向 的 投 
影 Wi 才 是 守恒 的 . M, 值 不 同 的 态 , 将 具有 不 同 的 能 量 , 亦 即 外 电场 解除 了 对 角 
动量 空间 方向 的 简 并 性 . 但 是 ,这 种 解除 并 不 完全 ,M, 值 只 差 一 个 符号 的 两 个 态 
仍然 简 并 . 实际 上 ,均匀 外 电场 中 的 原子 ,对 通过 对 称 轴 的 任 一 平面 讲 来 ,具有 反 
射 对 称 性 (这 个 对 称 轴 就 是 通过 原子 核 而 平行 于 外 场 方 向 的 轴 , 我 们 在 以 后 把 
它 取 作 z 轴 ). 因 此 ,通过 这 样 的 相互 反射 而 得 到 的 两 个 态 , 一 定 具 有 相同 的 能 
量 .可 是 ,对 通过 某 轴 的 一 个 平面 反射 以 后 ,相对 于 该 轴 的 角 动 量 就 要 改变 符号 
( 绕 此 轴 的 正 旋 转 方向 变 成 负 旋 转 方向 ). 

我 们 假定 外 电场 足够 弱 , 它 所 产生 的 附加 能 量 远 小 于 该 原子 的 能 级 间距 , 包 
括 精 细 结 构 的 间距 . 此 时 ,我 们 就 可 用 $38 和 $39 中 所 讲 的 微 扰 论 去 计算 外 申 
场 中 的 能 级 移动 . 这 里 的 微 扰 算 符 就 是 电子 系统 处 于 均匀 电场 多 中 的 能 量 , 它 等 
于 

Fr= -4.8=- 踊 (76.15 

式 中 的 d 就 是 该 系统 的 偶 极 矩 . 在 零 级 近似 下 ,能 级 是 简 并 的 (对 总 角 动 量 的 方 
问 而 言 ) ;但 在 目前 情形 下 ,这 种 简 并 性 并 不 重要 ,我 们 在 应 用 微 扰 论 时 ,可 以 把 
它 当 作 非 简 并 能 级 来 处 理 . 这 是 因为 d.( 和 任 一 矢量 的 z 分 量 一 样 ) 的 矩阵 中 只 
有 M, 值 不 变 的 那些 跃迁 和 矩阵 元 才 不 等 于 零 ( 见 $29), 所 以 M,) 值 不 同 的 态 , 在 
微 扰 论 的 应 用 中 是 彼此 独立 的 . 

一 级 近似 下 的 能 级 移动 由 微 扰 项 的 相应 对 角 和 矩阵 元 所 确定 . 但 是 偶 极 矩 的 
所 有 对 角 和 矩阵 元 全 都 等 于 零 ( 8$75). 所 以 电场 中 的 能 级 位 移 是 场 量 的 二 次 效 
应 吧 

既然 是 场 的 二 次 效应 ,能 级 五 ,的 位 移 AE, 必 呈 下 列 形式 : 


有 大 三 -Fa (76.2) 
式 中 的 ax 是 二 秩 对 称 张 量 ;把 场 的 方向 取 作 z 轴 方 向 , 即 得 


AE, = -Fo 8 (76.3) 


山 氢 原 子 是 一 个 例外 , 它 的 斯 塔 克 效 应 与 场 成 线性 关系 ( 见 下 节 ). 处 于 高 激发 态 的 其 它 元 素 的 原 
子 ( 因 而 是 类 氢 的 , 见 $68) ,在 足够 强 的 电场 中 与 氢 原 子 的 情形 类 似 . 
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* 也 就 是 外 场 中 的 原子 极 化 张 量 :把 一 般 公式 (11. 16) 中 的 参量 和 A 取 作 切 


分 量 , 并 令 该 式 中 的 万 = 有, -及 d,, 我 们 得 到 原子 在 电场 中 的 感 生 偶 极 矩 的 平均 
值 : 





0 
zi 5 多 ， 
把 (76.2) 式 代入 ,得 
d™ =a g. (76.4) 
极 化 率 必须 用 微 扰 论 的 一 般 规则 算出 . 按照 二 级 近似 公式 (38. 10) ,我 们 有 
2 i (di) 、 (76.5) 


. 


和 Mj, 有关 . 它 与 Mr 的 关 
系 可 表 成 一 般 公式 . 对 各 种 不 同 的 Wi 值 而 言 ,ax 的 数值 可 看 作 下 列 算 符 的 本 
征 值 : 


bt = tp, (jt hj = ), (76.6) 


这 是 依赖 于 矢量 J 的 两 秩 对 称 张 量 的 最 一 般 形式 (参考 $75). 按 (76. 3) 和 
(76.6) ,我 们 有 


AB, = -38° {a,+28, [M2 -5717+1) | } / (76.7) 
上 式 对 所 有 的 Wi 值 求 和 后 , 曲 括 号 内 的 第 二 项 等 于 零 , 所 以 第 一 项 等 于 分 
裂 能 级 的 “重心 ”移动 量 . 此 外 ,按照 (76.7) 式 ,J = 二 的 能 级 并 不 分 裂 ,与 克拉 末 


定理 ( $$ 60) 一致. 

如 有 林原 子 处 于 非 均 匀 外 场 中 (此 场 在 原子 太 度 范围 内 变化 很 小 ) ,由 于 原子 
的 四 极 和 矩 作 用 ,会 产生 一 个 与 场 量 成 线性 关系 的 能 级 分 裂 效应 . 系统 与 场 之 间 的 
四 极 矩 作用 算 符 ,与 四 极 和 矩 能 量 的 经 典 表 式 (《 场 论 》,$42) 具 有 相同 的 形式 : 


+: 0 op 
6 9x， A LO 


式 中 的 9 是 电场 的 势 , 微 商 取 在 原子 位 置 处 . 
习 题 


. 试 求 多 重 能 级 各 组 分 的 斯 塔 克 分 裂 与 ] 的 关系 . 

此 题 的 求解 最 好 改变 一 下 微 扰 次 序 ; 先 考虑 没有 精细 结构 的 能 级 的 斯 塔 
克 分 裂 , 然 后 再 引进 自 旋 轨道 作用 . 由 于 原子 的 自 旋 不 和 外 电场 作用 ,对 轨道 角 
动量 给 定 为 也 的 能 级 讲 来 ,其 斯 塔 克 分 裂 可 由 (76.2) 式 确定 ,但 是 式 中 的 C@ 应 
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该 通过 算 符 工 表 出 ,正如 (76.6) 式 的 @, 通 过 算 符 了 表 出 一 样 . 
Qi = a6 +6 (LL 并 Lk, $6 】 8 


各 处 的 指标 nn 都 已 略 去 . 引入 自 旋 轨 道 作用 后 的 原子 态 应 该 用 总 角 动 量 ] 标志 . 
把 算 符 Gi 对 具有 菜 一 给 定 ] 值 的 各 态 求 平均 (但 不 对 其 分 量 M, 求 平均 ) ,这 与 
$75 例题 1 中 所 作 的 平均 ,在 形式 上 完全 一 样 . 结果 又 回 到 (76.6) 和 (76.7) 式 ， 
式 中 的 a,B 常数 可 通过 a,b 常数 表 成 : : 
3(7 并)[2(7 并) -1] -2J(7+1)Z(Z+I) 
JJ+1)(2J-1)(2J+3) 

上 艺 确 定 了 分 裂 值 与 了 的 关系 (当然 不 是 与 也 和 8 的 关系 江 和 8 是 未 分 裂 谱 项 
的 标志 ,常数 a 和 bb 也 和 它们 有 关 ). 


2. 试 求 双 重 能 级 { 自 旋 S= 了 ] 在 任意 ( 非 弱 ) 电场 中 的 分 季 . 


解 : 如 果 分 裂 值 不 小 于 双重 组 分 之 间 的 间距 ,那么 电场 的 微 扰 与 自 旋 轨道 作 
用 必须 同时 加 以 考虑 , 亦 即 微 扰 算 符 为 以 下 两 项 之 和 


4 lyg? 2 
V=A§.L-3% {a +26 [E L(y | | 


a=a, B=b 


[参考 (72.4) 和 上 题 ]. 略 去 与 分 有 裂 无 关 的 常数 项 ,这 个 算 符 可 改写 成 「[ 见 
(29.11) ] 


PALS, +87, +28.£] 5g", 
对 每 个 给 定 的 有 三 MM) 值 ,这 个 算 符 的 本 征 值 由 久 期 方程 的 根 所 确定 ,该 方程 由 
这 个 算 符 相 对 于 1M,M,》= | MF 二-， = 诸 态 的 矩阵 元 所 组 成 . 按 (27. 12 ) 式 
我 们 有 


《WwW- 序 本 | ?| - 王 村》= 多 (人 全) 
(M+ 广 ,- 广 |V M+ 广 ,- oe FA (M+ ) -532(W+ 症 ) ， 
《ML- 亏 汉 vi m+ - 广 》= 闻 (LZ+M+3) (5-M+7 


故 能 级 移动 4( 见 $39. 例题 1 ) 为 

(1) 
式 中 略 去 了 对 双重 能 级 的 各 个 分 裂 组 分 全 都 相同 的 项 . 这 个 公式 ( 根 号 前 带 有 
正 负 号 ) 适 用 于 所 有 | 于 | < 二 -六 的 能 级 , 当 |M| =L+ 少 时 只 有 一 个 1M,M,) 态 ， 
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此 时 的 能 级 移动 由 相应 的 对 角 矩 阵 元 给 出 , 即 
] 本 
AB= (4+05 ) (2+ 却 ) -2 (I jp | (2) 
这 个 结果 等 于 根 号 前 只 取 一 种 符号 的 (1 ) 式 . 
3. 试 求 轴 对 称 电场 中 能 级 的 四 极 短 分 裂 册 . 


解 :在 对 称 于 z 轴 的 场 内 ,我 们 有 


其 余 的 二 级 导数 都 等 于 零 . 四 极 短 能 量 算 符 (76.8) 变 成 
a 
0) a 

把 算 符 换 成 它们 的 本 征 值 , 便 得 能 级 移动 


EE _3M? 
AE =a F727 17+1) -3M]. 


4. 计算 基态 氨 原 子 的 极 化 率 . 
解 :由 于 s 态 的 球 对 称 性 , 极 化 张 量 是 一 个 标量 (a = a6 ) 按 (76. 5) ,我 
们 有 
2 Ex | 
人 
电子 的 偶 极 矩 为 d =ez,E, 为 基态 能 量 . 我 们 按 下 列 定义 引入 辅助 算 符 b 
db 
di” 


ne 
天 


式 中 的 由 是 电子 质量 . 则 有 ， = 可 (可 -E,) bo 和 








2ime” 2i 
全 > zorbio = oe (2zb ) oo: (1) 
F 


计算 此 式 时 ,只 需 知道 b 作用 于 (7) 波 函数 后 的 结果 . 
根据 (9.2) 式 ， 
mdb, im, pr 和 
和 2 » Cb bH) wo, 
把 和 函数 记 作 5(r)Wo ,注意 到 由 满足 方程 yy。= Eoy。 ,其 中 


可 有 
万 = -一 -V +U(r), 
2m 


中 ”这 个 问题 对 任意 场 而 言 , 见 $ 103 ,例题 6. 
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我 们 得 b(r) 的 微分 方程 
AA Vo VO =izws, 


用 b=f(r)cos 6 代入 (0 是 球 坐 标 系 中 的 极 角 ,而 z =recos 0) ,二 让 化 总 
pyle 
a Ww 
上 去 之 解 必 须 满 足 产 *"0 和 rr 一 ww 时 fj, 为 有 限 的 条 件 . 
对 于 基态 氨 原 子 ,yj -二 _ /as) ,as = 扩 /me: 是 下 水 半径 . 满足 上 述 
看 


条 件 的 (2) 式 之 解 为 /= -iras (a + 按 (1) 式 现在 可 得 @ 


Q = rfeos 0) 0 gt rj )oo = a 
5. 在 力 程 为 a 的 势 阱 中 ,计算 一 个 束缚 s 态 电子 的 极 化 率 , 已 知 ak <<1 而 
K = M2m1lE61/ 上 ,EE, 为 电子 结合 能 . 
解 : 根 据 条 件 ak <<1, 我 们 在 计算 ( 动 )m 给 阵 元 时 ,可 以 略 去 阱 内 区 域 , 而 
在 整个 空间 采用 阱 外 区 的 下 列 波 函数 : 


四 多- 
人 7 
(上 式 的 归 一 化 也 采用 了 条 件 ak <<1, 见 8$133). 例题 4 中 的 (2) 式 现在 变 成 
了 本 
2 r 


上 式 满足 边界 条 件 之 解 为 f= -ir /2k. 用 上 题 (1) 式 ,算出 
__me 
4 kc 





CO 
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氢 原 子 能 级 不 同 于 其 它 原子 的 能 级 , 它 在 均匀 电场 中 的 分 裂 与 场 强 成 正比 
(线性 斯 塔 克 效 应 ). 这 是 由 于 和 氧 原子 谱 项 中 存在 着 偶然 简 并 ,! 值 不 同 (对 一 个 
给 定 的 主 量 子 数 n 而 言 ) 的 态 具 有 相同 的 能 量 . 这 些 态 之 间 的 偶 极 和 矩 跃 迁 矩 阵 
元 并 不 等 于 零 ,因此 即使 在 一 级 近似 下 由 久 期 方程 得 出 的 能 级 移动 也 不 为 零 @. 

为 计算 方便 计 , 最 好 选取 这 样 一 组 未 扰 波 函 数 ,使 得 微 扰 矩阵 对 每 组 相互 简 


QD 这 个 结果 在 877 中 将 用 不 同 的 方法 导出 . 
@ 以 下 的 计算 中 ,不 考虑 所 原子 能 级 的 精细 结构 . 因此 所 加 的 电场 虽然 不 能 太 强 (使 得 微 扰 论 能 够 
应 用 ) ,但 也 不 能 太 弱 ,使 得 斯 塔 克 分 裂 能 大 于 精细 结构 . 相反 的 情况 见 第 四 卷 , $ 52 ,例题 . 
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并 的 态 是 对 角 的 .我 们 发 现 ,只 要 把 氢 原 子 在 抛物 坐标 内 进行 量子 化 就 能 做 到 这 
一 点 . 抛物 坐标 中 的 氧 原 子 定 态 波 函数 y, ,已 由 (37.15) (37. 16) 给 出 . 

微 扰 算 符 D( 电 场 罗 中 的 电子 能 量 ) 为 吗 = 史上- 9) /2; 该 电场 沿 正 z 轴 方 
向 ,电子 所 受 的 力 则 沿 负 z 轴 方向 . 我 们 只 对 能 量 不 改变 ( 即 主 量子 数 n 不 改 变 ) 
的 那些 njnymn'in'm' 跃 迁 矩 阵 元 感 兴趣 . 容易 证 明 , 其 中 只 有 以 下 的 对 角 和 所 
阵 元 不 等 于 零 ( 式 中 已 作 替代 := np ,9 =np;): 


f ye Beav = 过 厂矿 三 -站 wmPaedtan= 


洪 oo oo 
= | | 0 77.1) 
4 Jo Jo 


这 个 微 扰 矩阵 ,对 量子 数 m 讲 来 ,显然 是 对 角 的 ,由 于 n 相同 nn 不 同 的 函数 
的 相互 正 交 性 ( 见 后 ) , 它 对 量子 数 n, ,ns 讲 来 也 是 对 角 的 . (77. 1) 式 中 对 do, 和 
dp; 的 积分 可 以 分 开 ; 积 分 式 的 具体 计算 见 本 书 数学 附录 5 积分 式 (f. 6)]. 经 
过 简单 计算 以 后 , 求 得 能 级 的 一 级 近似 修正 值 为 

Be = n, 一 7 ). 人 
在 通常 单位 制 中 , 即 为 


2 
ye = Fn(n, -n,)|e|lS e 


» 
me 





分 裂 能 级 的 两 个 极端 组 分 相当 于 n, =n -1,n, =0, 以 及 n, =0,n, =n -1. 这 两 个 
极端 组 分 间 的 间距 按 (77.2) 式 等 于 
SEE 
这 就 是 说 ,斯 塔 克 效 应 的 能 级 总 分 裂 大 致 和 z 成 正比 . 能 级 的 分 裂 随 着 主 量子 
数 的 增 大 而 增 大 ,这 是 十 分 自然 的 :电子 离 原 子 核 愈 远 ,原子 的 偶 极 矩 就 愈 大 . 
线性 效应 的 存在 ,表明 未 扰 态 中 的 原子 具有 偶 极 矩 ,其 平均 值 等 于 


&, 三 -n(n, 一 7 ). 077 3 


这 个 式 子 与 下 列 事实 相 一 致 ;由 抛物 量子 数 所 确定 的 态 中 ,原子 的 电荷 分 布 对 
z=0 的 平面 是 不 对 称 的 ( 见 $37). 例如 m >n, 时 ,电子 主要 是 在 z>0 的 一 边 ， 
因此 该 原子 的 偶 极 和 矩 与 外 场 相 反 ( 电 子 寓 负电). 

上 节 中 已 经 讲 过 ,一 个 均匀 电场 不 能 把 简 并 性 完全 解除 : 它 总 是 留 下 双重 简 
并 . 这 两 个 简 并 态 ,其 角 动 量 沿 电 场 方 向 的 分 量具 有 不 同 的 符号 (目前 情况 下 ， 


中 本 节 中 采用 原子 单位 . 
@@ 这 个 结果 是 由 K. Schwarzschild 和 P. Epstein 用 旧 量 子 论 得 到 (1916) ,以 后 由 W. Pauli 和 下. 
Schrodinger 用 量子 力学 得 到 (1926 ). 
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这 两 个 态 的 角 动 量 投影 等 于 +m). 但 是 从 (77.2) 式 可 以 看 出 , 氧 原子 的 线性 斯 
拉克 效应 中 , 连 我 们 所 讲 的 那 种 简 并 度 也 还 没有 达到 :能 级 移动 值 (和 1L1 一 72 
为 给 定 ) 与 m 及 nn, 无 关 . 在 二 级 近似 中 , 简 并 度 将 得 到 进一步 的 解除 ,特别 是 对 
nm =m 的 那些 态 讲 来 线性 斯 塔 克 效应 根本 不 存在 ,这 个 时 候 ,二 次 效应 的 计算 是 
更 加 需要 的 . 

应 用 通常 的 微 扰 论 公 式 计算 二 次 效应 很 不 方便 ,因为 这 个 算法 需要 涉及 一 
个 复杂 形式 的 无 穷 级 数 的 求 和 . 我 们 改 用 下 列 稍 加 修改 后 的 方法 . 

均匀 电场 中 的 所 原子 薛 定 廖 方程 旦 下 列 形式 

(Fv +E+ 一 -到 )w=0. 

它 和 2&=0 的 方程 式 一 样 ,可 以 在 抛物 坐标 中 分 离 变 量 . 把 $ 37 中 的 (37.7) 式 代 
人 上 式 , 得 到 以 下 两 个 方程 : 


df Mm 2 
| [a jf' = -Bf 

dj 11 ca ( ) 
二 二] [人 41 jf = B,f; J 
B! +B, = 


上 式 和 (37. 8) 式 的 差别 ,在 于 多 出 了 含有 多 的 项 . 我 们 把 以 上 两 式 中 的 能 量 E 
看 作 具 有 某 一 给 定 值 的 一 个 参量 ,把 B, 和 B, 看 作 式 左 相 应 算 符 的 本 征 值 ;容易 
证 明 ,这 两 个 算 符 都 是 自 斩 的 . 从 以 上 两 式 解 出 的 B, 和 pB, 是 和 多 的 函数 , 然 
后 ,根据 条 件 B, +B, =1 得 出 EE 和 光 的 关系 . 

作为 (77.4) 式 的 近似 解 , 我 们 可 以 把 含有 有史 的 项 看 作 微 扰 项 . 在 零 级 近似 
下 (名 =0) ,上 式 有 下 列 熟 知 的 解 : 


=ef, a(te), F=f (me), C77. 3 
其 中 的 ,函数 和 (37.16) 式 相同 ,能 量 已 经 换 成 下 列 参 量 ， 
Ss WY = (7 60) 
相应 的 B, 和 pB, 值 为 [根据 (37. 12) 式 ,该 式 中 的 nn 须 以 1/e 代替 ] 
Bo nt es, p= (md tl pi 


作为 任意 自 思 算 符 的 一 套 本 征 函 数 ,s 值 给 定 以 后 n 值 不 同 的 那些 /函数 ,都 是 
彼此 正 交 的 ; 这 一 事实 ,我 们 在 以 前 讨论 线性 效应 的 时 候 早已 利用 过 . 在 
(77.5) 式 中 ,那些 函数 已 按 下 列 条 件 归 一 化 ; 
| fag=1, [ fan=L. 
PB 和 Bs 的 一 级 修正 值 是 由 微 护 项 的 对 角 甜 阵 元 确定 的 ， 
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下 1 
BT | Be, B= | da 
计算 后 ,得 出 
Bi 142 


把 上 式 中 的 n, 换 成 n, 并 改变 符号 后 , 即 得 60) 的 表 式 . 
根据 微 扰 论 的 一 般 公式 ,在 二 级 近似 中 ,我 们 有 : 
a EV 
8 1 之 Br (mm) = Rm) 


(# ) ,wm 矩阵 元 中 出 现 的 积分 在 数学 附录 $f 中 有 所 计算 . 不 等 于 零 的 矩阵 元 只 有 
LE 和 = (GE ee -二 (2m 二 |m|) Vni(n +lml), 


二 = es = 三 /mm 一 十) Ri tlml)(n 1m] = 
2 


前 式 分 母 中 的 差 值 为 





( 67 +6n |m|+m’ +6n, +3|m| + 这). 


B.C) = Cn =e(n -ni1). 
结果 算得 


2 多 - 
pP = -Es( Im| +2n, +1) ， 


[4m +17(2|m|n, +2n7 + |m| + Zh 18]; 
上 式 中 的 nn 改 为 n, 后 ,可 得 B 的 表 式 . 把 所 得 的 这 些 表 式 一 起 代入 关系 式 
B, +B, =1 中 , 即 得 下 列 方程 : 


oo 2 
en [17 +51(n, —-n,) -9m’ +19] + 
© 





.ee 
+ -= 7) 一 江天 


用 逐步 近似 法 求解 上 式 , 可 得 能 量 = -本 ez 的 二 级 近似 式 ,结果 如 下 : 
ed 
i 
2 
16 
式 右 第 二 项 就 是 熟知 的 线性 斯 塔 克 效应 ,第 三 项 就 是 所 求 的 二 次 效应 @, 第 三 项 
永远 是 负 的 ,也 就 是 说 ,二 次 效应 总 是 使 谱 项 下 移 . (77. 8) 式 对 叱 微 商 后 ,可 得 


起 三 + En(n, -nm) - 


nm [17m -3(n, -n,)’: -9m’ +19], (77.8) 





DD G.Wentzel,lI. Waller,P. Epstein ,1926. 
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偶 极 矩 的 平均 值 ; 对 n, =n, 的 那些 态 讲 来 , 它 等 于 
d= -9m +19) 包 [77. 9 


因此 基态 氢 原 子 (” =1,m =0) 的 极 化 率 为 9/2( 也 可 参见 8$76 ,例题 4). 
所 原子 谱 项 的 能 量 绝对 值 随 着 主 量子 数 ”的 增 大 而 很 快 地 增 大 ,而 斯 塔 克 
分 裂 也 随 之 增 大 . 因此 , 当 外 电场 足够 强 的 时 候 , 高 激发 能 级 的 斯 塔 克 分 裂 可 以 
和 该 能 级 本 身 的 能 量 值 差不多 大 小 ,以 致 微 扰 论 无 法 应 用 @ ,研究 这 个 问题 是 很 
有 趣 的 . 为 此 可 以 利用 这 样 的 事实 ,n 值 很 大 的 态 都 是 准 经 典 的 . 
作 下 列 替换 : 
,Ns (77 .10) 
可 以 把 (77.4) 式 化 成 以 下 形式 : 
dx E i 页 -= 这 
3 
d 2 E 0 
I + 人 dm + 4 jx =0; 
每 一 个 这 样 的 方程 ,在 形式 上 等 同 于 一 个 一 维 的 薛 定 刘 方程 ,粒子 的 总 能 量 相当 


于 地 ,而 势能 分 别 相当 于 下 列 函 数 : 





rll 











Bi | GE 
Lf 2 人 
J (77. 12) 
U Bb = E | 
Ma gg 


图 25 和 图 26 分 别 表明 这 两 个 函数 的 大 致 形状 (m >1). 根据 玻 尔 - 案 末 菲 
量子 化 规则 (48.2) ,我 们 有 : 


U U, 


| 
rm 
| 





@ 微 扰 论 用 于 高 能 级 的 要 求 ,是 微 扰 项 小 于 该 能 级 本 身 的 能 量 值 (电子 的 结合 能 ) ,而 不 是 小 于 能 
级 之 间 的 间距 . 因为 在 准 经 典 情形 下 ( 它 恰好 和 高 激发 态 相 对 应 ) ,只 要 外 场所 给 的 力 小 于 未 扰 系统 中 作 
用 于 粒子 上 的 力 ,就 可 以 算 作 小 的 微 扰 ; 这 个 条 件 和 上 述 条 件 等 价 . 
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| 2[4 -ue | | n+ )= 
[v2| -Ul(n) dn = | (m+ Tr. 


式 中 的 n, 和 nn, 都 是 整数 D. 这 两 个 式 子 隐 含 地 确定 了 参量 B, ,B, 和 的 关系 . 再 
加 上 关系 式 B, +B, =1, 就 能 给 出 电场 中 移动 能 级 的 能 量 值 . (77. 13 ) 式 中 的 积 
分 可 以 化 成 一 些 椭圆 积分 ;这 些 方程 式 只 能 用 数值 方法 求解 . 

音 电 场 中 的 斯 塔 克 效 应 由 于 另 一 现象 而 复杂 化 ,这 就 是 原子 在 外 电场 中 的 
电离 现象 2. 电子 在 外 场 中 的 势能 受 , 当 z 一 - w 时, 可取 任意 大 的 负 值 . 该 电子 
在 原子 内 的 势能 加 上 受 以 后 ,结果 使 电子 的 运动 区 域 增 大 (该 电子 的 总 能 量 E 
是 负 的 ) ,除了 原子 的 内 部 区 域 以 外 ,还 包括 沿 阳极 方向 的 远离 原子 核 的 区 域 . 
这 两 个 区 域 被 一 个 势 又 所 隔 开 , 势 又 的 宽度 随 着 多 的 增 大 而 递减 . 然而 在 量子 
力学 中 ,粒子 穿 透 势 又 的 概率 并 不 等 于 零 . 在 目前 情形 下 ,电子 穿 过 势 又 从 原子 
内 部 逸 出 的 现象 ,就 是 该 原子 的 电离 过 程 . 弱电 场 中 的 这 种 电离 概率 小 得 几乎 等 
于 等 . 但 是 这 个 概率 将 随 用 的 增 大 而 指数 式 地 增 大 ,在 足够 强 的 电场 中 就 不 可 
忽视 





入 


习 题 


. 试 求 所 原子 (基态 ) 在 多 <<1( 在 通常 单位 制 中 为 加 <<m |el57/ 拉 ) 的 电 
本 

解 :在 抛物 坐标 中 “ 沿 刀 坐标 轴 ” 有 一 个 势 垒 (图 26) ;电子 沿 z 一 一 0 方向 

从 原子 中 被 “ 拉 出 ” ,相当 于 它 进 入 了 7 值 很 大 的 区 域 .为 了 求 出 电离 概率 ,必须 

研究 值 很 大 时 (以 及 EE 值 很 小 时 ) 波 函数 的 形式 (下 面 将 看 到 ,在 求人 选 出 电子 

总 概率 流量 的 积分 式 时 ,小 的 专 值 是 重要 的 ). 基态 电子 的 波 函 数 ( 无 外 场 时 ) 为 

Wy =e ED/YT, (1) 


@ 详细 的 研究 表明 ,把 Vi 和 Us, 中 的 m? -1 改 成 m? 后 ,可 得 更 精确 的 结果 . 这 样 一 来 ,整数 和 n， 
就 等 于 抛物 量子 数 . 

@) C.Lanczos,1931. 

G) 这 一 现象 提供 了 一 个 例证 ,说 明 小 的 微 扰 为 什么 有 可 能 改变 能 谱 的 性 质 . 即使 是 一 个 弱 的 电场 
,也 足以 产生 一 个 势 全 和 一 个 远离 原子 核 的 电子 经 典 运动 区 . 严格 讲 来 ,其 结果 是 使 电子 的 运动 成 为 无 
限 运动 ,从 而 使 能 谱 由 离散 变 成 连续 . 但 是 ,用 微 扰 论 方法 求 得 的 形式 解 仍 有 它 的 物理 意义 :这 样 给 出 的 
能 级 是 属于 这 样 的 一 些 态 ,这 些 态 虽 然 不 完全 是 定 态 ,但 “差不多 ”都 是 定 态 . 处 于 这 样 的 一 个 态 中 的 原 
子 ,将 在 很 长 时 间 内 维持 在 这 个 态 中 . 

可 是 ,用 微 扰 论 计算 能 级 的 斯 塔 克 分 裂 时 ,所 得 的 级 数 并 不 是 严格 收敛 的 , 它 只 是 一 个 渐 近 级 数 :从 
该 级 数 的 某 一 项 开始 ( 微 扰 愈 小 ,此 项 出 现 得 您 晚 ) ,其 后 的 项 不 是 减 小 而 是 增 大 . 

”本题 采 用 原子 单位 . 
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当 有 人 外场 存在 时 ,在 我 们 感 兴趣 的 区 域内 小 和 的 关系 可 以 看 作 和 (1) 式 相同 ， 
至 于 它 和 的 关系 由 下 列 方程 确定 . 


Oy i 
竺 < 外 人 4 入 人 Ss 
| 人 n |x 0 (2) 
] ] 
[= -二 ,m=0,Bs = 地 的 (77.11) 第 二 式 ] ,其 中 x=YTy. 令 砚 为 术 的 菜 个 


值 ( 在 势 又 内) ,满足 1 <<n。<<1/ 区 , 当 m 宇 Wo 时 , 波 函 数 是 准 经 典 的 . 另 一 方面 ， 
由 于 (2) 式 呈 一 维 薛 定 谓 方 程 的 形式 ,我 们 可 以 应 用 (50.2) 式 . 作为 边界 条 件 , 光 
在 也 = Mo 处 应 该 变 成 (1) 式 的 波 函 数 ,我 们 就 得 到 势 全 之 外 的 下 列表 式 . 


ss ( -所 2 qd + in | 





其 中 
Sn 
和 





我 们 只 对 平方 lx1 感 兴趣 ,因此 指数 宕 的 虚 部 并 不 重要 . 令 为 方程 p(n) =0 
的 根 ,我 们 有 
;| | 了 
Ix! | -#-2 plan -mm (3) 
7 >>1 时 ,我 们 在 上 式 指数 前 的 系数 中 令 
] ] ; 
[pa | a， Py EN 1 
指数 项 中 必须 保留 P(7) 展 式 的 下 一 项 : 


了 "dy 
= 人 | 
TT VEn-l | 加 | | 
其 中 7 一 17 区 ,积分 后 (7 多 与 1] 相 比 可 略 去 ) 可 得 
2 4 区 
i 
x| TE VEn-!l | s | 
通过 垂直 于 z 轴 的 一 个 平面 的 总 概率 流量 ( 即 欲 求 的 电离 概率 w) 为 
w= | |W | v.27pdp, 
0 


p 为 该 平面 内 的 圆柱 半径 . 对 于 大 的 刀 ( 以 及 小 的 ) 我们 可 令 


1 
dp =d Vén ~ 二 对 
并 把 下 列 电子 速度 代入 ， 


(4) 


a | 
Se 3 元 七 | = gs 
2) 0 7 
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我 们 有 
w= | xpPn Vm -idé, 
故 最 后 得 
w= exp | -元 ] 区 


通常 的 单位 制 时 , 则 得 
玫 
Eh 3 Sh’ 
2. 求 短 程 力 势 阱 中 的 一 个 束缚 s 态 电 子 被 电场 拉 出 的 概率 . 假定 电场 很 
弱 , 满 足 |e| 多 << 所/m, 其 中 k= V2mlE1/ 上 ,EE 为 阱 中 电子 的 结合 能 ,m 为 电 
子 质量 中 . 
解 : 和 例题 1 一 样 ,对 于 弱电 场 ,重要 的 是 远 距离 (kr >>1) 的 情况 . 阱 中 电 
子 的 束缚 态 波 函数 (无 电场 多 在 该 处 具有 渐 近 式 


_AVK -we 
. 
式 中 及 是 一 个 与 势 阱 形状 有 关 的 无 量 岗 常数 四 ,用 抛物 坐标 时 ， 
] 
= 
在 7 >>t 区 内 波 函 数 具 有 下 列 形式 : 
~ oxp | -x(é+)], (6) 


下 面 求 解 时 质量 、 长 度 和 时 间 的 单位 分 别 取 m， 二 和 


(6) 式 是 去 函数 和 了 函数 的 乘积 . 当 有 电场 存在 时 ,和 的 关系 可 以 取 作 
与 (6) 式 相同 (参见 例题 1). 为 了 求 出 内 和 刀 的 关系 ,我 们 采用 抛物 坐标 中 的 薛 
定语 方程 . 与 库仑 场 情 形 不 一 样 , 势 阱 之 场 衰减 很 快 , 因 此 对 本 题 至 为 重要 的 远 
距离 处 此 场 可 以 忽略 . 于 是 薛 定 请 方程 分 离 变 量 后 又 得 (77. 11) 式 ,在 该 式 中 现 
在 必须 令 已 = -本 和 四 =0, 且 其 分 离 参 量 现 在 满足 条 件 
Bi + = 0. 
参量 应 取 了 了 [使 得 当 区 很 小 时 小 ~e “能 够 大 致 满足 (77.11) 式 的 第 一 个 方 


QD IO.H.lemkos,T. ®. Ipykapes,1964 
@ 例如 , 当 势 阱 半径 a 很 小 ,以 致 满足 ak <<1 时 , 则 有 4=1ZV2T; 见 8$133. 
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4 -二 是 涩 的 函数 ,满足 下 列 方程 ， 


9x OE 
一 生境 ( er X=wW Vn. 


和 (2) 式 一 样 解 此 方程 ,(3) 式 改 成 
2 44 |po | 
M| = 一 一 一 -ex 


0 


p( -5-2 人 lpltn-m)， 


其 中 





其 次 ,(4) 式 改 成 


最 后 ,(5) 式 改 成 


用 通常 单位 制 时 ,得 





| ( - 2 让 Ac 
hik 3m|lelZ 
3. 求 热 阱 中 的 一 个 电子 受 均 匀 可 变 电 场 多 = Bocos wt 作用 后 ,脱出 阱 外 的 
概率 ( 求 出 指数 式 精 度 即 可 ) ,假定 电场 的 频率 和 振幅 满足 下 列 条 件 : 
hw <<|E|, |elS << eR/m. 
其 中 k= V2m|E|/h, |E| 为 阱 中 电子 的 结合 能 (I. B. Kengpmm ,1964)@. 
解 : 按 所 述 条 件 , 脱 出 概率 w 是 一 个 指数 式 小 量 .为 了 仅仅 算出 它 的 指数 宕 
(不 要 求 算出 指数 因子 前 的 系数 ) ,只 需 考 虑 沿 外 场 方 向 (z 轴 方 向 ) 的 一 维 运动 
就 足够 了 . 


SR 
为 方便 计 , 电 场 最 好 用 一 个 失势 (不 是 标 势 )4 =4 = - sin wt 来 描写 . 则 
阱 外 区 的 电子 哈密 顿 量 为 [ 见 (111.3) 趟 ] 





式 中 不 含 荆 采用 下 列 无 量 纲 的 变量 和 参量 : 


中 这 可 作为 一 个 例子 ,说明 带 单位 负电 荷 的 一 个 离子 被 强 光 所 电离 的 情况 ;这 里 的 势 阱 是 由 电子 
有 i 中 性 原子 实 相 互 作用 而 产生 的 ,条 件 jiw << | | 保证 了 电磁 波 的 场 可 作 经 典 处 理 . 
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2 多 
r= i D-2Dw_ ho pe ms 


可 把 薛 定 请 方程 写成 下 列 形式 : 

1 .dw fa 让. 

PE (+ pn gr ) V, 
其 边界 条 件 为 , 解 豆 (7,T) 当 7 一 0 时 应 该 等 于 未 受 扰 的 阱 内 电子 波 函 数 ( 具 有 
能 量 思 = = |E|Iy): 





1 一 0 时 ,We". (7 ) 

由 于 问题 是 准 经 典 的 ,我 们 令 具 有 指数 式 精度 的 解 要 呈 更 =exp(iSs) 形 式 ， 

5(m,T) 是 经 典 作 用 量 . 由 于 哈密 顿 量 与 坐标 9 无关, 沿 经 典 轨 道 的 广义 动量 
PpP, =P 是 守恒 量 . 故 


SE =*| H(p,T')dr’ +np +A, H(p,r7) =4 (p+ sin Or | ， (8) 


式 中 4 和 7o 是 常数 . 根据 作为 坐标 函数 的 作用 量 的 含义 ( 见 ( 力 学 》, 8$43) ,p 必 
须 取 轨道 在 7 时 刻 位 于 点 的 值 , 亦 即 把 p 作为 nn 和 7 的 函数 由 运动 方程 9S/ gp 
= 人 常数 确定 : 
「 (9) 

70 op 
式 中 的 常数 选 得 使 7T=7。 时 m=0.(8) 式 和 (9) 式 给 出 了 作用 量 , 它 是 7。 和 A 这 
两 个 常数 的 函数 .为 了 获得 满足 (7) 式 条 件 的 解 (与 求 出 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 的 
通 解 一 样 ; 见 《 力 学 》, $47 附注 ) ,我 们 必须 把 4 看 作 是 Ti 的 函数 ,而 7。 作为 坐 
标 和 时 间 的 函数 ,由 下 式 定 义 : 

05 

pe 0 (10) 


显然 有 4(ro) =7T0; 故 当 F=0 和 T=7T 时 ,我 们 有 5S=7,, 亦 即 S=7, 这 和 条 件 
(7) 完 全 一 致 . 此 时 (10) 式 变 成 
H(p,To} 1 =0., (11) 

(9) 式 和 (11) 式 一 起 确定 了 ro(7,T) 和 P(7,T) 函 数 ,从 而 [把 它们 代入 (8) 式 
后 ] 确 定 了 波 函 数 更 (7,7)， 

所 求 概 率 w 与 沿 z 轴 的 流 密 度 成 正比 .在 经 典 通 区 内 , 它 等 于 w | 更 | . 经 典 
通 区 开始 总 的 坐标 值 , 等 于 Im S 不 再 增长 时 的 点 .在 该 点 处 (9Im S/9m), =0, 由 
于 93/9m =P, 得 Im p =0; 再 根据 (9) 式 和 (11) 式 我 们 可 得 Re p =0. 根 据 这 一 条 
件 5 我 们 可 以 求 出 To 入 ,把 p=0 代 入 (11) 臣 后 ,各 


2 
' 
zsin (270 = 一 上， 





从 而 有 
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RE 0 _ V2amlElo 
CT =iarsinh ys Y= FF 四 到 
“时 间 ”ro 为 唐 数 这 一 点 说 明了 这 个 过 程 是 经 典 不 可 能 的 . 


最 后 得 

"~exp1 -2m[ | 全 ee 
式 中 的 7 可取 任意 实数 值 ;积分 的 虚 部 不 受 影响 . 上 式 积 出 后 , 
Ee 


f(y) ] ， jn (nh jy A (12) 


Ww ~ exp{ - 
es 


fy) ~37, (Y <<1) 


f(y) ~In 2y -7 (y >>1) 
y 一 0 时 w 的 极限 值 ,相当 于 粒子 被 恒定 场 拉 出 阱 外 的 概率 . 
(12) 式 只 当 指 数 圭 很 大 时 才能 应 用 .为 此 ,在 任何 情况 下 必须 具有 fiw << 
IE| 的 条 件 . 


第 十 一 章 
双 原子 分 子 


8$78 ” 双 原 子 分 子 的 电子 谱 项 


在 分 子 理论 中 ,原子 核 质 量 远 大 于 电子 质量 这 一 事实 起 着 重要 的 作用 . 由 于 
这 种 质量 差别 ,分 子 中 原子 核 的 运动 速度 远 小 于 电子 速度 . 这 就 有 可 能 把 电子 的 
运动 看 作 是 电子 在 相隔 一 定 距离 的 一 些 固定 原子 核 之 间 的 运动 . 对 这 样 一 种 系 
统 求 出 的 能 级 VU, ,就 称 为 分 子 的 电子 谱 项 . 电子 谱 项 与 原子 能 级 ( 它 是 一 组 数 
值 ) 不 同 , 它 不 是 一 组 数值 而 是 以 分 子 中 各 个 原子 核 间距 离 为 参量 的 一 个 函数 . 
VU, 中 还 包含 原子 核 之 间 相 互 作用 的 静电 能 量 ,所 以 以 ,实质 上 就 是 当 诸 固定 的 原 
子 核 具有 给 定 排列 时 的 分 子 总 能 量 . 

我 们 先 从 类 型 最 人 简单 的 分 子 一 一 双 原 子 分 子 考虑 起 , 它 可 以 供 我 们 进行 最 
完备 的 理论 研究 . 双 原 子 分 子 的 电子 谱 项 只 是 核 距 "这 一 个 参量 的 函数 . 

原子 谱 项 是 按 总 轨道 角 动 量 世 的 数值 加 以 分 类 的 ,这 是 原子 谱 项 分 类 工作 
中 的 一 个 首要 原则 .但 在 分 子 中 并 不 存在 电子 总 轨道 角 动 量 的 守恒 律 ,因为 多 个 
原子 核 的 电场 并 不 是 一 个 有 心力 场 . 

可 是 在 双 原 子 分 子 中 ,电场 对 两 个 原子 核 的 连 线 而 言 具 有 轴 对 称 性 . 由 于 轨 
道 角 动量 沿 该 轴 的 分 量 是 一 个 守重 量 , 我 们 可 按 该 分 量 的 各 种 数值 对 分 子 的 电 
子 谱 项 进行 分 类 . 治 分 子 轴 的 总 轨道 角 动 量 分 量 ,其 绝对 值 习 惯 上 记 作 4;4 的 
取 值 0,1,2,…,4 值 不 同 的 各 个 谱 项 通常 用 大 写 的 希腊 字母 加 以 区 别 , 这 些 希 
腊 字 母 与 L 值 不 同 的 原子 谱 项 所 用 的 各 个 拉丁 字母 相对 应 .例如 A=0,1,2 时 
分 别称 为 > ,I 和 A 谱 项 . 较 大 的 4 值 通常 可 不 考虑 . 

其 次 ,分 子 的 每 个 电子 态 是 由 该 分 子 中 所 有 电子 的 总 自 旋 $ 加 以 标志 的 .如 
果 5 不 等 于 零 , 对 总 自 旋 的 空间 方向 而 言 就 有 2S +1 重 简 并 山 . 和 原子 的 情形 一 


QD 在 这 里 我 们 略 去 了 来 自 相 对 论 作用 的 精细 结构 ( 见 后 面 $ 83 和 § 84). 
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样 ,数值 25 + 1 称 为 该 谱 项 的 多 重度 ,并 把 它 标 记 在 该 谱 项 字母 的 左上 角 ,例如 
I 代表 A =1,5 =1 的 谱 项 . 

分 子 的 对 称 性 除了 能 绕 对 称 轴 旋 转 任意 角度 以 外 ,还 可 以 对 通过 对 称 轴 的 
任 一 平面 进行 反射 ,如果 我 们 施行 这 样 的 一 次 反射 ,分子 的 能 量 保持 不 变 . 可 是 ， 
反射 以 后 所 得 的 态 并 不 完全 等 同 于 原来 的 态 . 因为 ,对 通过 分 子 轴 的 一 个 平面 进 
行 一 次 反射 后 , 沿 该 轴 的 角 动 量 ( 它 是 一 个 轴 矢 量 ) 要 变 号 . 于 是 我 们 得 出 结论 ， 
A 值 不 等 于 零 的 所 有 电子 谱 项 都 是 双重 简 并 的 :每 个 能 量 值 对 应 两 个 态 , 这 两 个 
态 中 轨道 角 动 量 沿 分 子 轴 的 投影 方向 是 相反 的 .在 4=0 的 情形 中 ,分 子 态 对 反 
射 完 全 不 变 , 因 此 守 谱 项 并 不 简 并 ,反射 的 结果 二 谱 项 的 波 函 数 只 是 改变 了 一 个 
常数 倍 . 由 于 对 同一 平面 的 两 次 反射 等 于 一 个 恒 等 变换 ,这 个 常数 只 能 是 +1. 因 
此 我 们 有 必要 把 波 防 数 反 射 后 保持 不 变 的 于 谱 项 与 波 函 数 反 射 后 变 号 的 > 谱 项 
区 分 开 来 ; 前 者 记 作 2” ,后 者 记 作 过 . 

如 果 分 子 是 由 两 个 相同 原子 组 成 的 ,就 会 出 现 一 种 新 的 对 称 性 ,使 它 的 电子 
谱 项 多 出 一 个 标记 . 原子 核 全 同 的 一 个 双 原 子 分 子 ,在 原子 核 联 线 的 中 点 处 具有 
一 个 对 称 中 心 D( 我 们 把 它 取 作 原点 ). 因而 哈密 顿 量 对 分 子 中 所 有 电子 坐标 的 
同时 变 号 ( 原子 核 坐 标 不 变 号 ) 保持 不 变 . 由 于 上 述 变 换算 符 包 也 和 总 轨道 角 动 
量 算 符 相对 易 ,我 们 就 有 可 能 把 具有 给 定 A 值 的 谱 项 按 其 宇 称 分 类 :电子 坐标 
变 号 时 , 偶 态 ( 记 作 g) 的 波 函 数 保 持 不 变 , 奇 态 ( 记 作 z) 的 波 函 数 改 变 符 号 , 代 
表 宇 称 的 下 标 w 和 g 按 惯例 放 在 谱 项 字母 的 右 下 角 ,例如 开 , ,IL ,等 等 . 

下 面 是 一 个 经 验 事 实 , 绝 大 多 数 具 有 化 学 稳定 性 的 双 原 子 分 子 的 电子 基态 
是 完全 对 称 的 :电子 波 函 数 对 分 子 的 所 有 对 称 变换 一 律 保持 不 变 . 绝 大 多 数 情 形 
下 基态 的 总 自 旋 5 还 等 于 零 . 换 句 话说, 分子 的 基 项 为 > ,如 果 该 分 子 由 两 个 
相同 原子 所 组 成 , 则 为 >*. 这 些 规则 的 例外 有 0, 分 子 ( 基 项 为 >。) 和 NO 分 
子 ( 基 项 为 "II). 


习 题 
对 于 H; 离子 的 电子 谱 项 的 薛 定 请 方程 ,试用 椭圆 坐标 分 离 其 变量 . 
解 : 在 两 个 静止 质子 的 电场 中 , 单 电子 的 薛 定 谓 方 程 为 (采用 原子 单位 ) 
2 ES hh 
V y+2 (已 + 下 人 jw=0, 
桶 圆 坐 标 E,m 由 下 式 定 义 : 
@ 还 有 一 个 对 称 面 , 即 分 子 轴 的 垂直 平分 面 . 但 是 这 个 对 称 元 素 无 需 单独 考虑 ,有 了 对 称 中 心 和 对 


称 轴 后 就 能 自动 给 出 这 个 对 称 面 . 
@ 不 要 和 分 子 中 所 有 粒子 坐标 的 同时 反 演 混 消 起 来 (参考 § 86). 
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Re Fy =— 


= — , ] 过 过 ? -1<n<!1l. 
t 了 gy 页 上 三 o n 








第 三 个 坐标 p 就 是 绕 两 核 连 线 的 转角 ,R 是 两 核 的 间距 ( 见 《4 力学》 ,$48). 这 个 
坐标 系 中 的 拉 普 拉 斯 算 符 为 


4 9 2 0 0 
a | ge 
a ei 


zx 1 9 
人 | RE I) (1 -7) op 





今 
Ww =X(E)Y(n)e”, 
我 们 得 下 列 丰 和 了 的 方程 





dj._1\ 1 ppp? .i 
| 9 + (FERE +2RE +4 BD 
所 [ (1 -7) 守 < )7=。 
d77 dm 2 1-”n | 


式 中 4 是 分 离 参 量 . 
每 个 电子 谱 项 E(R) 由 三 个 量子 数 描述 :4 以 及 两 个 “ 椭 国 量子 数 ”ns 和 n，， 
后 者 确定 了 函数 羡 () 和 了 Y() 的 零点 数目 . 
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双 原 子 分 子 中 的 电子 谱 项 作为 核 距 > 的 函数 可 以 用 能 量 对 7 的 作 图 法 表 
出 ,考察 代表 不 同 谱 项 的 不 同 曲线 的 相交 问题 颇 有 意义 . 

设 U,(r) 和 U,(7) 是 两 个 不 同 的 电子 谱 项 . 如 果 它 们 相交 于 某 一 点 ,那么 函 
数 U, 和 U, 在 该 点 附近 就 会 有 接近 值 . 为 了 判断 怎样 才能 相交 ,最 好 对 问题 进行 
以 下 的 处 理 . 我 们 考虑 一 个 7 点 ,该 点 处 的 Ui,(r) 和 U,(7) 函数 值 十 分 接近 (我 
们 记 作 E, 和 E,) 但 是 并 不 相等 ,现在 来 看 一 下 该 点 位 移 一 个 很 短 的 距离 gr 后 能 
不 能 使 U, 和 U, 值 变 得 相等 . 能 量 E, 和 EE, 是 核 距 为 m 的 场 内 多 电子 系统 哈密 顿 
量 入 的 两 个 本 征 值 . 如 果 使 距离 ,增加 57, 哈 密 顿 量变 成 有 +V, 其 中 的 = 
Or 。 aH, /or 是 一 个 小 的 改正 ,函数 Z, 和 U, 在 70 + Or 点 的 值 可 看 作 这 个 新 哈密 顿 
量 的 本 征 值 . 这 个 观点 使 我 们 可 以 用 微 扰 论 求 出 U,(r) 和 UV, (7) 谱 项 在 7。+6r 
点 的 值 ,站 看 成 算 符 及 的 一 个 微 扰 . 

可 是 ,通常 的 微 扰 论 方法 在 这 里 并 不 适用 ,因为 未 微 扰 问题 中 的 能 量 本 征 值 
有 和 已 十 分 接近 ,其 差 值 一般 讲 来 并 不 远大 于 微 扰 量 ,条 件 (38.9) 式 并 不 满足 . 
由 于 差 值 书 -无 趋 于 零 时 变 成 有 简 并 的 本 征 值 情形 ,我 们 自然 可 试用 类 似 于 
$ 39 中 的 方法 去 解决 具有 相近 本 征 值 的 问题 . 

设 ,,w, 是 未 微 扰 算 符 包 的 两 个 本 征 函数 ,属于 能 量 5,,E,. 我 们 不 用 内 和 
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;而 用 下 列 线性 组 合作 为 零 级 近似 
J =e +ce,y,. (79;1) 
把 上 式 代 入 受 微 扰 方程 
(H,+V)y=Ey (79.2) 
.得 到 
ol VB 40 (EB, + By, =0, 
对 上 式 分 别 左 乘 yr 和 ,积分 后 得 到 两 个 代数 方程 
ol(b, th =E)e, Vs =0 
oi Fe (ER FR, | 


由 于 算 符 V 是 自 纯 的 ,矩阵 元 Vi 和 及 ,是 实数 并 且 了 ,= V2. 以 上 两 式 的 相 容 条 
件 为 


(79.3) 





J AT 态 ， 
= 
Ws E,; +V,,—-E 
因而 
Ek = (EB, + 竺 Wi 书记 2】 洗 
] 
本 (2 -上 , FW Va 二 [Vs 记 (79.4) 





上 式 给 出 了 欲求 的 一 级 近似 能 量 本 征 值 . 

如 果 在 r。+ 6r 处 这 两 个 谱 项 的 能 量 值 相等 , ( 即 谱 项 相交 ) ,这 就 意味 着 
(79.4) 式 给 出 的 两 个 E 值 相等 .为 此 必须 令 (79.4) 根 号 中 的 表 式 等 于 零 . 由 于 
它 是 两 个 平方 项 之 和 , 故 谱 项 存在 交点 的 条 件 是 : 

A Vs = (79.5) 
可 是 ,可 供 我 们 支配 的 决定 微 扰 V 的 只 有 一 个 任意 参量 ,即位 移 量 8r. 因此 
(79.5) 的 两 个 方程 一 般 讲 来 不 能 同时 满足 (假定 wy ,加 已 选 成 实 函数 , 故 了 ,也 
是 实 的 ). 

但 也 有 可 能 碰 到 Vi, 矩阵 元 恒 等 于 零 的 情形 ,此 时 (79.5) 只 留 下 一 个 方程 ， 
适当 选择 gr 可 使 该 方程 得 到 满足 . 这 种 情形 总 是 发 生 在 所 考虑 的 两 个 谱 项 具有 
不 同 对 称 性 的 时 候 . 这 里 所 讲 的 对 称 性 是 指 所 有 可 能 的 对 称 形 式 : 绕 轴 转 动 , 对 
平面 的 反射 , 反 演 ,也 指 电子 的 对 换 . 在 双 原子 分 子 中 ,这 意味 着 所 指 的 是 具有 不 
同 4 值 ,不 同 宇 称 或 不 同 多 重度 的 谱 项 ,或 者 是 指 (对 玉 谱 项 而 言 ) 3+ 和 7 了- 
谱 项 . 

上 述 论断 的 成 立 , 在 于 微 扰 算 符 ( 和 哈密 顿 量 本 身 一 样 ) 与 分 子 的 所 有 对 称 
算 符 相 对 易 , 包 括 沿 轴 的 角 动 量 算 符 ,反射 和 反 演 算 符 以 及 电子 的 对 换算 符 . 
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$29 和 $30 中 曾经 证 明 ,对 于 一 个 与 角 动 量 及 反 演 算 符 都 对 易 的 标量 算 符 
言 , 它 的 非 零 矩阵 元 只 有 角 动 量 和 宇 称 都 相同 的 状态 之 间 的 跃迁 矩阵 元 . 
一 般 情形 下 , 当 所 对 易 的 算 符 为 任意 的 对 称 算 符 时 ,这 个 证 明 仍 能 成 立 . 我 
们 不 在 这 里 重复 这 个 证 明 , 因 为 $97 中 将 在 群 论 基础 上 给 出 另 一 个 普遍 
证 明 . 
因此 我 们 得 到 这 样 的 结论 , 双 原 子 分 子 中 只 有 对 称 性 不 同 的 谱 项 才能 相交 ， 
对 称 性 相同 的 谱 项 是 不 能 相交 的 (E. Wigner,J. von Neumann ,1929). 如 果 在 某 种 
近似 计算 的 结果 中 ,我 们 得 到 了 对 称 性 相同 的 两 个 相 
交 详 项 ,那么 在 下 一 级 的 近似 计算 中 它们 就 会 分 开 , 如 


图 27 的 实 线 所 示 . 2 
应 该 强调 的 是 ,这 个 结论 不 只 是 对 双 原 子 分 子 成 


立 , 而 且 征 量子 力学 的 一 个 普遍 定理 :只 要 哈密 顿 量 中 ee 


U(r) 


含有 某 个 参量 从 而 它 的 本 征 值 是 该 参量 的 函数 时 ,这 r 
个 结论 即 能 成 立 . 

采用 和 群 论 的 术语 ( 见 $ 96) , 谱 项 有 可 能 相交 的 一 图 27 
般 条 件 是 ,这 两 个 谱 项 应 该 分 属于 系统 哈密 顿 量 对 称 群 的 两 个 不 同 的 不 可 约 
表示 @. 


多 原子 分 子 中 ,电子 谱 项 不 是 一 个 参量 而 是 若干 个 参量 的 函数 ,这 些 参量 就 
是 各 个 核 距 . 令 * 为 独立 核 距 数 .在 具有 WVN 个 (N >2) 原 子 的 分 子 中 , 当 原 子 核 可 
任意 排列 时 ,这 个 数 s=3N -6. 从 几何 学 的 观点 看 来 ,每 个 UV,(r,,…,r,) 谱 项 是 
s+1 维 空间 中 的 一 个 曲面 ,这 些 曲 面 的 交 区 可 以 有 不 同 的 维 数 , 从 0 维 ( 交 于 一 


点 ) 到 s -1 维 .除了 微 扰 V 现 在 不 是 由 一 个 参量 而 是 由 个 参量 Sr ,… ,5r 所 确 
定 的 以 外 ,上 面 所 作 的 推导 全 部 有 效 . 即使 是 两 个 参量 ,(79.5) 中 的 两 个 方程 式 
一 般 讲 来 总 能 得 到 满足 . 因此 得 出 这 样 的 结论 :多 原子 分 子 中 任意 两 个 谱 项 都 有 
可 能 相交 . 如 果 这 两 个 谱 项 具有 相同 的 对 称 性 , 则 其 交 区 由 (79. 5) 式 的 两 个 条 
件 所 确定 ,从 而 这 个 交 区 是 * -2 维 的 . 如 果 这 两 个 谱 项 具有 不 同 的 对 称 性 ， 
(79.5) 式 中 只 留 下 一 个 条 件 ,这 个 交 区 是 s -1 维 的 . 

例如 s =2 时 , 谱 项 可 表 为 三 维 坐标 系 中 的 曲面 . 当 谱 项 的 对 称 性 不 同时 ,这 
些 曲 面 的 交 线 是 一 条 直线 (s -1 =1) ,而 当 对 称 性 相同 时 , 则 交 于 一 点 (* -2 = 


@ 这 个 规则 的 表 观 例外 是 Hz 离子 的 电子 谱 项 . 它们 由 角 动 量 分 量 A 以 及 两 个 椭圆 量子 数 和 
m 来 描述 ( 见 $78 ,例题 ) ,由 于 这 些 量子 数 分 别 与 不 同 变量 的 函数 相 联 系 ,这 就 无 法 阻止 4 值 相同 而 n 
和 n, 值 不 同 的 两 个 E(R) 谱 项 相交 ,即使 这 些 谱 项 对 旋转 和 反射 具有 相同 的 对 称 性 ,但 实际 上 ,该 系统 的 
蔷 定 记 方 程 中 变量 的 可 分 离 性 ,说 明了 它 的 哈密 顿 量 尚 有 来 自 几何 性 质 以 外 的 更 高 对 称 性 ,相对 于 这 个 
完整 对 称 群 而 言 ,ns 和 n, 值 不 同 的 态 具 有 不 同 的 对 称 类 型 . 
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0) .在 后 一 种 情形 下 ,不 难 判 明 交 点 附近 的 曲面 形状 . 谱 项 
交点 附近 的 能 量 值 是 由 (79.4) 式 给 出 的 . 该 式 中 的 矩阵 元 
,Vs, ,Vs 是 位 移 Sr ,6r, 的 线性 函数 ,因而 也 是 距离 7, ,r, 本 
吴 的 线性 函数 . 由 解析 几何 知道 ,这 样 的 一 个 方程 确定 了 一 
个 椭圆 锥 面 . 因此 这 两 个 谱 项 在 交点 附近 可 以 表 成 任意 放 
置 的 一 个 双 椭 圆锥 面 ( 图 28). 
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当 我 们 增 大 双 原 子 分 子 内 原子 核 间 的 距离 时 ,其 极限 是 两 个 孤立 原子 (或 
离子 ). 因此 就 产生 了 分 子 的 电子 谱 项 与 分 开 后 所 得 的 原子 态 之 间 的 对 应 关系 
问题 (上 . Wigner,E. Witmer,1928 ). 这 种 关系 并 不 是 单 值 的 :如 果 把 两 个 给 定 态 
的 原子 靠拢 起 来 ,所 得 的 分 子 可 以 具有 各 种 不 同 的 电子 态 . 

我 们 先 假定 该 分 子 是 由 两 个 不 同 原子 组 成 的 . 设 孤 立 原子 分 别处 于 轨道 角 
动量 为 L , 疡 自 旋 为 S, ,$: 的 态 中 ,并 令 厂 > 慷 . 角 动 量 沿 原子 核 连 线 的 投影 值 可 
最 晤 三 = 一 瑟 二 1 和 膨 = = 五 ,一 古 41 5 瑟 . 和 下 + M, 的 绝对 值 
确定 了 这 两 个 原子 靠拢 后 所 得 的 4 值 . 把 M 和 M, 的 各 种 可 能 值 相 加 起 来 ,我 们 
发 现 所 得 的 各 种 A = 1M, + M, 1 值 的 次 数 如 下 . 

SL 于 人 2 
7 二 五 1 下 次 ， 





7 一 也 2(27 +1) 次 ， 
L-L,-1 2(2L, +1) 次 ， 
1 2(2L, +1) 次 ， 
0 21 本 1 祖 ; 
我 们 记得 ,4 关 0 的 谱 项 都 是 双重 简 并 的 ,4 =0 的 谱 项 都 是 无 简 并 的 , 因 
此 有 : 
A = 上 + 工 ,的 谱 项 共 1 个 ， 
A =L +L, 一 1 的 谱 项 共 2 个 ， 


4 = - 工 的 谱 项 共 2L, +1 个 ， COO 
A=L -上 -1 的 谱 项 共 2L, +1 个 ， 


4 =0 的 谱 项 共 2L, +1 个 ; 
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一 共有 (2L, +1)(2L, +1) 个 谱 项 ,它们 的 A 值 从 0 到 工 + 无 . 

两 个 原子 的 自 旋 5, ,5, 按 角 动 量 相 加 的 一 般 规则 组 合成 为 分 子 的 总 自 旋 ,给 
出 下 列 各 个 可 能 的 5 值 : 

Ss 4 ,9 于 =] 13 三 训 上 (C80.2) 
把 每 个 S$ 值 和 (80.1) 中 的 各 个 4 值 组 合 起 来 , 即 得 所 合成 的 分 子 中 所 有 可 能 谱 
项 的 完整 的 清单 . 

对 于 立 谱 项 ,还 有 一 个 符号 问题 . 这 个 问题 是 很 易 解决 的 ,只 需 注 意 到 当 
r 一 oo 时 ,分子 波 函数 可 以 表 成 两 个 原子 波 函 数 的 乘积 (或 乘积 之 和 ).4 =0 的 角 
动量 既 可 以 从 不 等 于 零 但 有 M, = - M, 的 两 个 原子 角 动 量 相 加 而 成 ,也 可 以 从 
M, = M, =0 的 两 个 原子 角 动 量 相 加 而 成 . 我 们 用 yy) 沙包 代表 第 一 个 和 第 二 个 
原子 的 波 函 数 . 当 M= |M,|= |M,| 关 0 时 ,可 作 以 下 的 对 称 乘积 和 反对 称 乘积 : 

y= Yn ty mp, 

y= Ym mb 
对 竖 直 平 面 ( 即 通 过 分 子 轴 的 一 个 平面 ) 的 反射 使 角 动 量 的 轴 向 投影 变 号 ,从 而 
使 yw ,ww 分 别 变 成 yw ,yw, 以 及 反之 . 此 时 函数 光 ' 保 持 不 变 而 yw- 变 一 符 
号 ,前 者 对 应 于 ' 谱 项 ,后 者 对 应 于 于 谱 项 . 因此 对 于 每 个 MN 值 ,得 到 一 个 
> ' 谱 项 和 一 个 谱 项 . 由 于 MM 可 以 取 工 个 不 同 的 值 (M =1,…,L,), 总 共有 
L, 个 +* 谱 项 和 工 个 二 谱 项 . 

另 一 方面 , 若 Mi = M, =0, 分 子 波 函 数 的 形式 为 y=ytny 人 .为 了 判明 光 (” 
函数 对 竖 直 平面 的 反射 所 具有 的 性 质 , 我 们 选取 一 个 坐标 系 , 它 的 原点 在 第 一 个 
原子 的 中 心 , 它 的 z 轴 沿 着 分 子 轴 . 我 们 注意 到 ,对 xz 竖 直 平面 内 的 反射 ,等 价 
于 对 原点 反 演 后 再 绕 y 轴 旋 转 180°. yo “函数 经 过 反 演 后 要 乘 以 P,P, = +1 是 
第 一 个 原子 的 所 给 态 的 宇 称 . 其 次 ,无 限 小 旋转 算 符 作用 于 波 函 数 后 所 得 的 结果 
(从 而 任 一 有 限 大 旋转 的 结果 ) ,完全 由 该 原子 的 总 轨道 角 动 量 所 决定 .因此 只 
须 考 虑 轨道 角 动 量 为 !( 同时 角 动 量 的 z 分 量 m =0) 的 一 个 单 电 子 原子 这 一 特殊 
情形 就 足够 了 . 把 结果 中 的 1 换 成 L, 即 得 对 于 任意 原子 的 解 .m =0 的 电子 波 函 
数 的 角 部 除了 一 个 常 系 数 外 等 于 P,(cos 9)[ 见 (28.8)]. 绕 y 轴 旋转 180° 相 当 
于 x 一 -x,y 一),z 一 -z 的 变换 ,或 者 相当 于 球 坐 标 中 一 7,9 一 mn -0,p 一 nT -9 
的 变换 . 此 时 有 cos 6 一 -cos 09, 而 P,( cos 9) 函数 则 乘 以 ( -1) 

由 此 得 出 结论 ,对 竖 直 平面 内 反射 的 结果 ,yw 函数 要 乘 以 ( -1)“P,. 同 理 
wo” 要 乘 以 ( -1)“P,, 因 而 y=yt "yw" 波 函 数 要 乘 以 ( -1)"*%PP,. 谱 项 为 
> "或 二 ,要 看 这 个 因子 等 于 +1 还 是 -1 而 定 . 

总 结 所 得 结果 ,我 们 发 现 ,( -1)“*%PiP, = +1 时 在 总 数 为 2L, +1 个 的 二 
谱 项 (每 个 具有 适当 的 多 重度 ) 中 ,共有 忆 +1 个 了 * 谱 项 和 闫 个 工 - 谱 项 ， 
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(=1) "PP 三 ~] 时 出 反 之 
现在 考虑 两 个 相同 原子 所 组 成 的 分 子 . 把 原子 的 自 旋 和 轨道 角 动 量 组 合成 
为 分 子 的 总 S$S 和 A 的 规则 , 仍 和 不 同 原子 构成 分 子 时 的 情形 相同 . 所 不 同 的 是 
谐 项 具有 奇偶 性 . 在 这 里 必须 区 分 两 种 情况 ,要 看 这 两 个 被 结合 原子 是 处 于 相同 
状态 还 是 处 于 不 同 状态 . 
如 林 这 两 个 原子 处 于 不 同 状 态 卫 , 它 的 谱 项 总 数 要 比 不 同 原子 的 情形 大 一 
音 . 实际 上 ,对 原点 ( 即 分 子 轴 的 平分 点 ) 的 反射 使 得 两 个 原子 的 状态 相互 对 换 . 
把 分 子 波 函 数 相对 于 原子 态 的 对 换 进 行 对 称 化 或 反对 称 化 以 后 ,可 得 两 个 谱 项 
(具有 相同 的 A 和 $) ,其 中 的 一 个 是 偶 的 另 一 个 是 奇 的 . 因此 总 起 来 说 ,有 数目 
相同 的 偶 谱 项 和 奇 谱 项 . 
为 一 方面 ,如 果 这 两 个 原子 处 于 相同 状态 , 则 其 总 态 数 仍 和 具有 不 同 原子 的 
分 子 相同 . 至 于 这 些 态 的 宇 称 问题 ,研究 后 @( 这 个 研究 由 于 太 繁 ,不 在 这 里 给 
出 ) 得 到 下 列 结果 : 
议 NN, ,NN 为 具有 给 定 A 和 5 值 的 奇偶 谱 项 数 . 则 . 
4 奇数 时 ,N=WN,; 
4 偶数 和 5 偶数 (5S = 了 二 
4 偶数 和 5S 奇数 (S=1,3,…) 时 ,N,=N,+1. 
最 后 ,在 > 谱 项 中 还 应 区 分 +* 和 立 -. 此 时 有 ， 
5 偶数 时 ,N; =N, +1=Z+l， 
5 奇数 时 ,N” = 人 N +1=L+1; 
其 中 的 石 = 已 = 歼 所 有 Y* 谱 项 的 宇 称 为 (~-1)*, 所 有 并 - 谱 项 的 宇 称 
(1 
除了 以 上 考虑 过 的 分 子 谱 项 与 rw 时 的 原子 谱 项 间 的 关系 问题 以 外 ,我 
们 还 可 以 提出 分 子 谱 项 与 一 "0 时 亦 即 两 个 原子 核 合 成 一 点 时 的 “复合 原子 ” 谱 
项 间 的 关系 (例如 H, 分 子 谱 项 与 He 原子 谱 项 间 的 关系 ). 我 们 不 难 导出 以 下 的 
规则 . 从 上 自 旋 为 $ 轨道 角 动 量 为 工 宇 称 为 己 的 一 个 “复合 ”原子 谱 项 出 发 ,把 其 
组 成 原子 分 开 后 ,可 得 自 旋 为 $ 角 动 量 的 轴 分 量 值 为 A =0,1,…,L 的 各 个 分 子 
谱 项 ,每 个 4 值 有 一 个 谱 项 . 分 子 谱 项 的 宇 称 则 和 原子 谱 项 的 宇 称 相同 (P= +1 
时 为 g,P= -1 时 为 w).A =0 的 分 子 谱 项 当 ( -1)2P= +1 时 为 3 “ 谱 项 , 当 
(=1) "P= -1 时 为 谱 项 . 


”特别 是 ,我 们 可 以 讨论 一 个 中 性 原子 和 一 个 电离 原子 的 结合 . 
@ 参考 E. Wigner,E. Witmer. Zs.f{. Physik ,$1 ,859 ,1928. 
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习 题 


1. 试 求 基态 原子 结合 而 成 的 H, ,N, ,0O,,C]L 分 子 的 各 种 可 能 谱 项 . 

解 :根据 以 上 给 出 的 规则 ,可 得 下 列 可 能 谱 项 : 

分 子 (两 产子 让 于 有 态 J 万 瑟瑟 3 

分 了 十 拓 于 处 于 入 Di rs Dy 

CL 分 卫 ( 丙 奈 村 蚊 于 了) I I A 
I A 


7 We 3 “本 3 

u 3» 4 六 全 wu? 9 

中 分 节 ( 两 大 于 处 于 了 了 才 Ya 全 
ee “和 "Hs “A 了 有 D0， 
i 


谱 项 符号 前 的 数字 代表 该 类 谱 项 的 出 现 次 数 ,如 果 这 个 数 超过 1 的 话 . 

2. 同上 题 ,但 分 子 为 HC1,C0. 

解 :不 同 原子 结合 时 , 态 的 宇 称 也 很 重要 . 按 (31.6) 式 可 知 可 ,0,C 原子 的 
基态 都 是 偶 的 ,而 C1 原子 的 基态 是 奇 的 (这 些 原子 的 电子 组 态 见 表 3). 根据 以 
上 所 给 规则 可 得 : 

HQ 从 竺 《 黄 厌 子 处 于 PP] ”1 

CO 从 于 两 属 地 多吉 PY I 
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原子 相互 结合 成 为 分 子 的 性 质 是 用 原子 价 概念 描述 的 . 每 种 原子 具有 一 定 
的 原子 价 , 当 原 子 结合 时 ,它们 的 原子 价 必须 相互 匹配 , 亦 即 原子 的 每 个 价 键 必 
须 有 为 一 原子 的 一 个 价 键 和 它 相 配 . 例如 甲烷 分 子 CH 中 ,四 价 碳 原 子 的 四 个 价 
键 和 四 个 单价 氧 原子 的 价 键 相 匹配 . 在 对 原子 价 作 出 物理 诠释 时 ,我 们 从 两 个 氨 
原子 结合 成 H, 分 子 这 一 最 简单 的 例子 开始 . 

考虑 两 个 处 于 基态 ("5) 的 氨 原 子 . 当 它们 接近 时 ,最终 系 统 可 以 处 于 二 
或 ,分子 态 中 . 单项 对 应 于 反对 称 的 自 旋 波 函 数 , 三 重 项 对 应 于 对 称 的 自 旋 
波 函 数 . 反之 ,坐标 波 函 数 对 并 谱 项 是 对 称 的 ,对 > 谱 项 则 是 反对 称 的 . 显然 ， 
H, 分 子 的 基 项 只 能 是 二 谱 项 . 实际 上 ,反对 称 的 波 函 数 g(r ,r,)(r, 和 7r, 是 两 个 
电子 的 矢 径 ) 总 是 具有 节点 (因为 r, =r, 时 它 等 于 零 ), 因 此 它 不 可 能 是 该 系统 
的 最 低 态 . 

数值 计算 表明 ,电子 谱 项 确 有 一 个 很 深 的 极 小 值 ,相当 于 形成 一 个 稳定 
的 H, 分 子 . 在 二 态 中 ,能 量 VU(7) 随 着 原子 核 间 距 的 增 大 而 递减 ,相当 于 这 两 个 
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所 原子 的 相互 排斥 册 ( 图 29). 

因此 在 基态 中 , 氢 分 子 的 总 自 旋 S$ = 0. 我们 
发 现 , 差 不 多 所 有 由 主 族 元 素 组 成 的 化 学 性 质 稳 
定 的 化 合 物 的 分 子 都 具有 这 种 性 质 . 在 无 机 分 子 
中 ,例外 的 有 双 原 子 分 子 0; (基态 为 :了 ) 和 NO 
(基态 为 ) 以 及 三 原子 分 子 NO,, C10, (总 自 旋 


S = 二 ). 过 渡 族 元 素 具 有 特殊 的 性 质 ,我 们 将 在 


讨论 了 主 族 元 素 的 原子 价 性 质 以 后 再 去 讨论 它 . 
原子 相互 结合 的 性 质 因 而 和 它们 的 自 旋 有 关 
(W. Heitler, H. London ,1927 ). 进行 结合 时 ,原子 
的 目 旋 相 互 抵消 . 我 们 最 好 用 一 个 整数 , 即 原 子 自 图 29 
旋 的 两 倍 , 作 为 原子 结合 能 力 的 定量 标志 . 这 个 整 
数 束 等 于 该 原子 的 化 学 价 . 在 此 我 们 必须 记 住 ,同一 原子 可 以 具有 不 同 的 原子 
价 ,要 看 它 处 于 哪个 态 中 . 
让 我 们 用 这 个 观点 看 一 下 周期 表 中 的 主 族 元 素 . 第 一 族 元 素 ( 表 3 的 第 一 


列 , 碱 金属 族 ) 的 正常 态 中 自 旋 为 $= 地, 因而 它们 的 原子 价 等 于 1. 只 有 把 满 过 


层 中 的 电子 激发 出 来 以 后 才能 得 到 自 旋 值 较 高 的 激发 态 . 但 这 种 激发 态 高 到 这 
样 的 地 步 , 以 致 激发 原子 无 法 组 成 稳定 的 分 子 . @ 

第 二 族 元 素 ( 表 3 第 二 列 ,碱土 金属 族 ) 的 原子 在 正常 态 具 有 5 =0 的 自 旋 . 
因而 这 些 原 子 处 于 正常 态 时 不 能 组 成 化 合 物 . 但 有 一 个 激发 态 比较 接近 于 基态 ， 
它 的 组 态 不 是 s 而 是 未 满 壳 层 中 的 sp 组 态 ,具有 总 自 旋 $ = 1. 处 于 这 种 态 中 的 
原子 是 2 价 的 ,这 是 第 二 族 元 素 的 主 原 子 价 . 


第 三 族 元 素 的 正常 态 具有 电子 组 态 sp 并 且 自 旋 =. 但 把 封闭 壳 层 中 


的 一 个 电子 激发 以 后 ,可 以 得 到 一 个 激发 态 , 它 具有 组 态 sp* 并 具有 自 旋 8 = 
3/2 ,这 个 态 接近 于 正常 态 . 因 此 这 一 族 元 素 可 以 有 3 价 和 1 价 . 此 族 的 前 两 个 元 
素 ( 硼 、 铝 ) 只 表现 为 3 价 元 素 . 随 着 原子 序 的 增 大 ,原子 价 为 1 的 趋势 就 逐渐 显 
示 出 来 , 铬 元 素 表 现 为 3 价 和 1 价 的 机 会 相等 (例如 在 化 合 物 TICl 和 TICl, 中). 
这 是 因为 对 前 几 个 元 素 讲 来 ,三 价 化 合 物 中 的 结合 能 大 于 单价 化 合 物 中 的 结合 





山 ”我 们 在 这 里 不 讨论 原子 间 的 范 德 瓦 尔 斯 引力 ( 见 $ 89). 这 个 力 的 存在 使 得 ? 开 谱 项 的 U(r) 曲线 
《在 远 距 处 ) 具 有 一 个 极 小 值 . 但 是 这 个 极 小 值 与 曲线 的 极 小 值 相 比 是 很 浅 的 ,在 图 29 所 示 的 尺寸 中 
这 个 极 小 值 无 法 表 出 . 

双 关于 Cu,Ag,Au 元素, 见 本 节 末 . 
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能 ,它们 之 间 的 差 值 超过 了 该 六 原子 的 激发 能 量 . 

第 四 族 元 素 中 ,基态 具有 组 态 sp , 自 旋 等 于 1, 它 的 邻近 激发 态 具 有 组 态 
sp’ 而 自 旋 等 于 2. 这 些 态 相当 于 2 5 价 . 它 和 第 三 族 一 样 ,前 两 个 元 素 ( 碳 ， 
硅 ) 主要 表现 为 高 原子 价 ( 例 如 CO 等 为 例外 ) , 随 着 原子 序 的 增 大 而 显示 出 低 价 
趋势 . 

第 五 族 元 素 的 原子 中 ,基态 具有 组 态 sp , 自 旋 为 $=3/2, 所 以 相应 的 原子 
价 等 于 3. 只 有 把 其 中 的 一 个 电子 激发 到 主 量子 数 更 高 的 这 层 中 才能 得 到 自 旋 
更 高 的 激发 态 . 这 些 态 中 最 邻近 的 态 具 有 组 态 s p's' 并 且 自 旋 S=5/2( 我 们 习惯 
地 用 s' 代 表 电 子 的 一 个 s 态 , 它 的 主 量子 数 要 比 前 一 个 s 态 大 1). 这 个 态 的 激发 
能 量 虽然 比较 高 ,但 是 这 样 的 激发 原子 仍 能 组 成 稳定 的 化 合 物 . 因此 第 五 族 元 素 
表现 为 3 价 和 5 价 ( 例 如 和 氮 在 NH, 中 为 3 价 在 HNO, 中 为 5 价 ). 

第 六 族 的 元 素 中 ,基态 (组 态 为 sp’) 的 自 旋 等 于 1, 因 而 原子 是 2 价 的 . 激 
发 一 个 p 电子 后 得 到 自 旋 为 2 的 sp s' 态 ,再 激发 一 个 s 电子 后 得 到 自 旋 为 3 的 
sp’s'p' 态 . 处 于 这 两 种 激发 态 中 的 原子 都 能 组 成 稳定 分 子 ,因而 表现 出 4 价 和 
6 价 . 第 六 族 中 的 第 一 个 元 素 ( 氧 ) 只 表现 为 2 价 ,后 面 的 一 些 元 素 把 高 原子 价 也 
表现 出 来 (例如 硫 在 H,S,SO, ,SO; 中 分 别 为 2,4,6 价 ). 


第 七 族 ( 亢 素 族 ) 中 ,基态 ( 组 态 s*p’, 自 旋 5 = 二 ) 原子 是 单价 的 . 但 是 以 下 的 


激发 态 可 以 形成 稳定 化 合 物 ,这 些 激发 态 的 组 态 分 别 为 s p's’,s p s'p' ,sp s'p”， 
自 旋 分 别 为 3/2,5/2,7/2, 因 此 原子 价 为 3,5 ,7. 此 族 的 第 一 个 元 素 ( 气 ) 总 是 单 
价 的 ,但 是 以 后 的 元 素 还 表现 出 高 原子 价 ( 例 如 氯 在 HCl, HC10,,HC10,,HCI10,， 
中 分 别 为 1,3,5,7 价 ). 

最 后 是 惰性 气体 族 元 素 的 原子 ,其 基态 是 完全 封闭 的 壳 层 (因而 自 旋 $ = 
0) ,它们 的 激发 能 量 非常 高 . 因此 原子 价 等 于 零 , 这 些 元 素 在 化 学 上 是 惰性 的 外 . 

以 上 所 作 的 论述 需要 给 予 如 下 总 的 说 明 . 当 我 们 讲 到 分 子 中 的 一 个 原子 具 
有 某 一 激发 态 的 原子 价 时 ,并 不 意味 着 把 这 个 原子 拉 到 远 距 离 处 以 后 一 定 能 得 
到 一 个 激发 原子 . 它 只 是 意味 着 这 个 分 子 中 的 电荷 密度 分 布 在 该 原子 的 原子 核 
附近 接近 于 一 个 孤立 激发 原子 的 电荷 密度 分 布 .但 当 原 子 核 之 间 的 距离 增 大 时 ， 
这 种 电荷 密度 分 布 很 有 可 能 趋 于 非 激发 原子 的 情形 . 


@ 其 中 某 些 元 素 仍 能 与 气 和 和 氧 结 合成 稳定 化 合 物 .它们 的 原子 价 可 能 与 封闭 充 层 的 最 外 层 中 的 电 
子 跃 迁 到 能 量 较 近 的 未 满 f 态 或 d 态 中 有 关 . 

还 可 以 提 及 惰性 气体 原子 与 该 元 素 的 激发 原子 相互 作用 时 所 产生 的 相 吸 效应 . 这 种 效应 来 自 处 于 不 
同 状态 的 相同 原子 靠拢 时 可 能 态 数 的 加 倍 ( 见 $80). 在 这 里 ,激发 态 在 两 个 原子 之 间 的 交替 跃迁 作用 代 
替 了 产生 通常 原子 价 的 交换 作用 . He, 分 子 就 是 这 种 分 子 的 一 个 例子 . 由 两 个 相同 原子 所 组 成 的 电离 分 


子 中 也 出 现 这 种 类 型 的 化 学 键 ( 例 如 H2 ). 
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当 原子 结合 成 为 分 子 时 ,原子 中 的 封闭 电子 壳 层 改变 得 很 少 . 可 是 未 满 壳 层 
中 的 电子 密度 分 布 可 能 会 有 很 大 的 改变 . 在 表现 得 最 明显 的 异 极 键 情形 下 ,所 有 
的 价 电子 都 从 原来 的 原子 跑 到 了 另 一 个 原子 ,以 致 我 们 可 以 把 这 个 分 子 说 成 是 
由 电荷 (以 。 为 单位 ) 等 于 其 原子 价 的 离子 所 组 成 . 第 一 族 的 元 素 是 正 电 性 的 : 
它们 在 异 极 化 合 物 中 失去 电子 而 构成 正 的 离子 . 当 我 们 转向 随后 的 几 族 时 ,元素 
的 正 电 性 逐渐 不 明显 并 转变 为 负电 性 ,并 在 第 七 族 元 素 中 达到 最 高 程度 . 关于 异 
极 性 问题 ,我 们 需要 和 分 子 中 的 激发 原子 一 样 作出 同样 的 说 明 . 如 果 一 个 分 子 是 
异 极 性 的 , 它 并 不 意味 着 原子 拉 开 后 一 定 能 得 到 两 个 离子 . 例如 ,对 CsF 分 子 我 
们 的 确 可 以 得 到 Cs* 和 下 - 离子 . 但 对 NaF 分 子 所 得 的 却 是 Na 和 下 的 中 性 原子 
(因为 氟 的 电子 亲 和 势 大 于 饮 的 电离 势 而 小 于 钠 的 电离 势 ). 

相反 的 极端 情形 是 同 极 键 , 同 极 分 子 中 的 各 个 原子 平均 说 来 保持 为 中 性 . 同 
极 分 子 不 同 于 异 极 分 子 , 它 并 没有 显著 的 偶 极 矩 . 异 极 型 和 同 极 型 的 区 别 完全 是 
定性 的 ,任何 中 间 类 型 都 有 可 能 出 现 . 

现在 来 讲 过 渡 族 元 素 . 甸 族 和 铂 族 在 原子 价 的 性 质 方面 与 主 族 元 素 极为 相 
似 . 唯一 不 同 的 是 ,由 于 原子 内 的 d 电子 处 于 较 深 的 位 置 ,它们 和 分 子 中 的 其 它 
原子 的 作用 很 弱 . 结果 使 这 些 元 素 的 化 合 物 中 常常 出 现 “ 不 饱和 ”的 化 合 物 , 它 
们 的 分 子 具 有 不 等 于 零 的 自 旋 ( 实 际 上 都 不 超过 1/2). 每 一 种 元 素 都 可 以 呈现 
出 好 几 种 原子 价 , 这 些 原子 价 之 间 的 差 值 可 以 等 于 1, 不 像 主 族 元 素 那样 只 能 相 
差 2( 主 族 元 素 的 原子 价 改 变 是 由 于 电子 的 激发 ,这 些 激发 电子 的 自 旋 原 来 是 成 = 
对 抵消 的 ,因此 激发 以 后 有 一 对 电子 的 自 旋 同 时 获得 释放 ). 

稀土 族 元 素 是 以 存在 未 满 f 电 子 壳 层 为 特征 的 . 这 些 f 电 子 处 于 比 d 电子 更 
深 的 位 置 , 因 而 它们 并 不 参与 原子 价 . 所 以 稀土 族 元 素 的 原子 价 只 由 未 满 沉 层 中 
的 s 和 p 电子 所 决定 0. 但 是 必须 注意 , 当 原 子 受 激 以 后 f 电 子 有 可 能 转 信 s 和 
态 ,使 原子 价 增 加 1. 因此 稀土 族 元 素 所 表现 的 原子 价 其 差 值 也 等 于 1( 实 际 上 它 
们 都 是 三 价 和 四 价 的 ). 

钢 族 元 素 占有 特殊 的 地 位 . 钢 和 针 不 含 f 电 子 , 参 与 它们 原子 价 的 是 d 电 
子 , 因 此 它们 的 化 学 性 质 不 像 稀 土 元 素 而 像 铝 族 和 铂 族 元 素 . 至 于 铀 , 虽 在 基态 
中 有 f 电 子 , 但 在 化 合 物 中 也 没有 f 电子 . 最 后 , Np,Pu,Am,Cm 原子 的 化 合 物 中 
虽 有 f 电 子 , 但 是 参与 原子 价 的 电子 仍 为 s 和 d 电子 . 在 这 种 意义 下 ,它们 都 是 
类 铀 的 .“ 未 配对 ”的 s 和 d 电子 的 最 大 数目 分 别 等 于 1 和 5, 所 以 钢 族 元 素 的 最 
高 原子 价 等 于 6, 而 稀土 族 元 素 的 最 高 原子 价 ( 有 s 和 p 电子 参与 的 原子 价 ) 等 
让 3 二 本 


(D 某 些 稀土 族 原子 的 未 满 沉 层 中 存在 着 d 电子 ,这 种 电子 并 不 重要 ,因为 这 些 原子 参与 化 合 物 时 
实际 上 总 是 处 于 没有 d 电子 的 激发 态 . 
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铁 族 元 素 ,就 它们 的 原子 价 性 质 来 说 , 介 于 稀土 元 素 与 包 族 铂 族 元 素 之 间 . 
这 些 原子 中 的 d 电子 处 于 比较 深 的 位 置 ,在 许多 化 合 物 中 它们 对 原子 价 键 没有 
贡献 . 因此 在 这 样 的 化 合 物 中 , 铁 族 元 素 类 似 于 稀土 元 素 . 在 这 一 类 化 合 物 中 ,有 
离子 型 的 化 合 物 (例如 FeCl ,FeCl, ) ,其 中 的 金属 原子 是 一 个 阳离子 . 和 稀土 元 
素 一 样 ,这 些 化 合 物 中 的 铁 族 元 素 可 以 有 好 几 种 原子 价 . 

铁 族 元 素 的 另 一 类 化 合 物 称 为 络 合 物 ,这 类 化 合 物 的 特点 是 分 子 中 的 过 渡 
族 元 素 不 是 一 个 简单 的 离子 而 是 一 个 复合 离子 中 的 一 部 分 (例如 KMn0, 中 的 
Mn0, -离子 ,K,Fe(CN)。 中 的 Fe(CN)。 -~ -离子 ). 这 类 复合 离子 中 的 原子 要 
比 简单 离子 型 化 合 物 中 的 原子 挨 得 更 近 , 在 原子 中 d 电子 也 参与 了 价 键 . 因此 络 
合 物 中 的 铁 族 元 素 类 似 于 铝 族 和 铂 族 . 

最 后 必须 提 一 下 铜 , 银 , 金 等 元 素 ,它们 在 $73 中 放 在 主 族 元 素 内 ,但 在 某 
些 化 合 物 中 它们 类 似 于 过 渡 族 元 素 . 这 些 元 素 中 ,由 于 d 壳 层 的 电子 可 以 跃迁 到 
能 量 相 近 的 p 壳 层 (例如 铜 中 的 3d 电子 跃迁 到 4p) ,原子 价 可 以 超过 1. 在 这 样 
的 化 合 物 中 ,原子 具有 未 满 d 壳 层 因 而 类 似 于 过 渡 族 : 铜 类 似 于 铁 族 元 素 , 银 和 
金 类 似 于 钻 族 和 铂 族 . 


习 题 
基态 毛 原 子 和 H ”离子 结合 成 电离 分 子 H, , 试 求 核 距 尺 远大 于 玻 尔 半径 时 
H; 的 电子 谱 项 (JI. [1. JaHmray,1961 ;C. Herring,1961) 
解 :本 题 形式 上 类 似 于 $50 题 3, 在 这 里 对 原子 核 连 线 具 有 和 轴 对 称 性 的 两 个 
三 维 势 也 (围绕 两 个 核 ) 代 赫 了 两 个 一 维 势 阱 . E。 = - 能 级 @( 气 原子 的 基态 
能 级 ) 分 裂 成 为 U,(R) 和 U,(R) 两 个 能 级 ("5 . 谱 项 和 "5* 谱 项 ) ,相应 的 电子 
波 函 数 为 
1 
/2 
] 


它们 对 称 和 反对 称 于 平分 原子 核 连 线 的 x=0 平 面 (两 核 在 x 轴 上 的 x= + 了 及 


W(X y,2) = [Wo Cw, yy,2) + ( "WV |] 


点 ] .其 中 的 Wo(%,y,z) 是 一 个 势 阶 中 的 电子 波 函 数 . 与 $50 题 3 的 做 法 完全 类 
似 , 可 得 
QD 关于 H, 分 子 的 相应 问题 , 见 I. II. Top'pkoB, JI. II. Ilumaesckuti ,本 AH CCCP. 1963. T. 151. C. 822 ; 


C. Herring, M. Flicker. Physical Review. 134A ,362 ,1964( 第 二 篇 文章 改正 了 第 一 篇 的 计算 错误 ). 
@@ 本 题 采 用 原子 单位 . 
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0 
UR) -B=F | wdydz (CT 
式 中 的 积分 是 对 x=0 平面 进行 的 Q. 
取 浮 数 ( 设 绕 核 ] 运动 ,该 核 在 % = 了 及 处 ] 的 形式 为 


(#8 
DT 2 2) 
y P= ( 

其 中 的 a 是 一 个 缓 变 函 数 ( 对 和 毛 原 子 ,a =1). 内 函数 必须 满足 下 列 薛 定 请 方程 

| Ea 

二 vw ( -二 - 南 + 二 + 二 jw=0， @) 
r| 和 7, 是 电子 离 核 1 和 核 2 的 距离 . 这 个 方程 中 的 电子 总 能 量 等 于 

| 


鸣 一 二 


因为 ,本身 含有 原子 核 的 库仑 排斥 能 1/R. 
由 于 Wo 函数 离开 x 轴 时 很 快 衰减 ,只 有 远 小 于 尺 的 yx 和 z 区 域 对 积分 式 
(1) 才 是 重要 的 . 当 y,z <<R 时 ,把 (2) 代 入 (3) 得 


0a a 
OX 


三 和 





a 
可 站 十 % A 


式 中 略 去 了 组 变 函 数 4 的 二 阶 导数 并 已 令 二 广 RR+x. 上 式 中 x 一 了 R( 即 在 术 
1 邻 区 ) 时 等 于 1 的 解 为 


这 时 (1) 式 给 出 
和 e ondn= 2 , 
TE J R/2 
分 裂 量 为 @ 
U,-U,= -4Re " . (4) 


在 足够 远 的 距离 处 ,这 个 表示 式 指 数 式 地 衰减 到 小 于 HH 原子 与 H’' 离子 偶 
极 矩 相互 作用 的 二 级 近似 效应 . 由 于 基态 和 氮 原 子 的 极 化 率 等 于 9/2[ 见 
(77.9)], 而 H'!' 离 子 的 场 为 多 =1/R? ,相应 的 相互 作用 能 等 于 -9/(4R*), 计 及 
此 式 后 得 


@ 注意 所 求 的 效应 取决 于 这 样 的 距离 范围 ,在 此 范围 内 电子 以 同样 方式 和 两 核 作 用 
@， 按 前 引文 献 , H, 分 子 的 相应 结果 为 VU - U, = -1. 64R52e -24， 
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9 
pp (过 
仅 当 RR=10.8 时 第 二 项 才能 与 第 一 项 差不多 .我 们 还 要 指出 ,U, 谱 项 在 R= 
12.6 处 具有 一 个 极 小 值 , 它 等 于 -5.8 x10 “原子 单位 ( -1.6x10 eV)&. 
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正如 本 章 初 所 指出 的 , 核 质量 与 电子 质量 的 巨大 差别 ,使 我 们 有 可 能 把 确定 
分 子 能 级 的 问题 分 成 两 个 部 分 . 我 们 先 求 原子 核 为 静止 时 的 多 电子 系统 的 能 级 ， 
作为 核 距 的 函数 (电子 谱 项 ). 然后 可 以 考虑 对 一 个 给 定 电子 态 而 言 的 核 运动 ， 
这 相当 于 把 核 看 作 是 按 U,(r) 规 律 相互 作用 着 的 一 组 粒子 ,U, 是 相应 的 电子 谱 
项 . 分 子 的 运动 是 由 整体 平 动 以 及 原子 核 绕 质心 的 运动 合成 的 . 我 们 对 整体 平 动 
当然 不 感 兴趣 ,可 把 质心 看 作 是 固定 的 . 

为 讨论 方便 计 , 我 们 首先 考虑 分 子 总 自 旋 5 为 零 的 电子 谱 项 (单项 ). 
按 U(7) 规 律 作用 着 的 两 体 (两 个 核 ) 相 对 运动 问题 可 以 化 成 质量 为 M( 两 粒子 
的 折合 质量 ) 的 一 个 单 粒子 在 一 有 心力 场 U(7) 中 的 运动 . U(r) 束 是 所 考虑 电子 
谱 项 的 能 量 . 有 心力 场 Q(r) 中 的 运动 问题 又 可 以 化 成 势 场 中 的 一 维 运动 问题 ， 
该 势 场 的 有 效能 量 等 于 U(7) 与 离心 能 之 和 . 

我 们 令 K 为 分 子 的 总 角 动 量 , 它 由 电子 的 轨道 角 动 量 工 和 原子 核 的 转动 角 
动量 相 加 而 成 . 于 是 原子 核 的 离心 能 算 符 可 写成 





i 
e 


B(ry(K -LE)’. 
我 们 引用 了 双 原 子 分 子 理论 中 习 用 的 记号 : 
i 
B(rY sor (82.1) 


这 个 算 符 对 电子 态 (r 为 给 定 ) 平 均 以 后 ,所 得 的 离心 能 是 > 的 函数 , 它 出 现 于 有 
效 势 能 U.(7) 的 表 式 中 : 

U(r) =U(r) +B(r)(K-L), (82.2) 
式 中 的 横 线 代表 上 述 平均 . 

我 们 来 算出 对 某 个 态 的 平均 值 ,该 态 中 分 子 的 总 角 动 量 平方 具有 定 值 K = 
K(K+1)( 式 中 天 为 整数 ) ,同时 电子 角 动 量 沿 分 子 轴 (z 轴 ) 的 分 量具 有 定 值 
L. =A. 展开 (82.2) 式 的 括号 ,我 们 有 

Ar Ut EB(r RK +1y -2B(r)L EBtryL’, X82.3) 
最 后 一 项 不 含量 子 数 天 而 只 与 电子 态 有 关 , 它 可 以 合并 到 能 量 U(7) 中 去 . 我 们 


Q@) 这 个 极 小 值 来 自 范 德 瓦 尔 斯 力 , 它 和 稳定 离子 Hz 的 基态 谱 项 U,(R) 的 极 小 值 相 比 是 极 浅 的 : 
后 一 个 极 小 值 为 -0.6 原子 单位 ( -16.3 eV) ,位 于 R=2.0 处 . 


$82 双 原 子 分 子 单 重 谱 项 的 振动 和 转动 结构 “293 . 
i 


来 证 明 这 一 点 对 其 前 一 项 也 是 成 立 的 . 

$ 27 末 表 明 ,如 果 角 动量 沿 某 轴 的 分 量具 有 定 值 , 则 角 动 量 矢 量 的 平均 值 
也 沿 该 轴 . 如 令 n 为 沿 z 轴 的 单位 矢量 , 则 有 工 =An. 经 典 力学 中 , 双 粒 子 (例如 
原子 核 ) 系 统 的 转动 角 动 量 为 r xp, 其 中 r=rn 是 双 粒 子 之 间 的 径 和 撩 ,p 是 相对 
运动 的 动量 . 这 个 角 动 量 垂直 于 n. 量子 力学 中 ,这 一 点 对 原子 核 的 转动 角 动量 
算 符 同样 成 立 : 
(并 -三 ) .n=0, 或 尺 . n= 上 .n. 这 两 个 算 符 相 等 ,它们 的 本 征 值 当然 也 相等 ， 


又 轩 于 五 "了 = ui 我们 有 
K.|n=A, ( 82.4) 


因此 (82.3) 式 的 最 后 第 二 项 为 L.K=n. KA =A?, 它 与 XK 无 关 . 重新 定义 U(7) 
函数 ,可 把 有 效 势能 最 后 写成 


Uri(r) =V(Cr) +B(r)K(K+1). [2 
由 公式 K, = A 可 知 , 给 定 4 值 后 ,量子 数 天 的 取 值 只 能 是 
kA. (82.6) 


求解 具有 (82. 5 ) 式 势能 的 一 维 苹 定 读 方 程 ,可 得 一 组 能 级 . 我 们 把 这 些 能 
级 (具有 同一 天 值 的 能 级 ) 按 能 量 的 递增 次 序 加 以 编号 ,编号 数 为 w=0 1 5 
"=0 对 应 于 最 低能 级 . 由 此 可 见 , 核 运动 使 每 个 电子 谱 项 分 裂 成 为 一 组 能 级 ,用 
K 和 vw 两 个 量子 数 加 以 标志 . 

这 些 能 级 ( 对 一 个 给 定 的 电子 谱 项 ) 的 总 数 可 以 是 有 限 的 或 无 限 的 . 如 果 电 
子 态 是 这 样 的 , 即 当 "一 o 时 该 分 子 变 成 两 个 孤立 的 中 性 原子 ,那么 热能 Ur) 
[因而 还 有 Vx (Cr)] 在 r 一 o 时 要 比 1/r 趋 于 零 更 快 地 趋 于 某 一 极限 常数 值 
U(% ) (两 个 孤立 原子 能 量 之 和 , 见 § 89). 在 这 样 的 场 中 ,能 级 数 是 有 限 的 ( 见 
Y 18) ,全 管 在 实际 分 子 中 这 个 能 级 数 是 一 个 很 大 的 数值 . 这 些 能 级 是 这 样 分 布 
的 , 即 对 任 一 给 定 的 天 值 而 言 ,能 级 数 具 有 一 定 的 数值 (它们 的 v 值 不 同 ) , 当天 
增 大 时 具有 同一 天 值 的 能 级 数 减少 ,直到 某 一 天 值 根本 不 存在 能 级 为 目 . 

刃 一 方面 ,如 果 r 一 % 时 分 子 分 解 成 两 个 离子 , 则 在 远 距 离 处 ,U(r) - 
U( % ) 变 成 按 库仑 定律 ( ~1/r) 吸 引 的 离子 吸引 能 . 在 这 样 的 场 中 有 无 穷 多 个 能 
级 ,您 来 愈 密 地 挤 向 极限 值 VU( om ). 可 以 指出 ,对 大 多 数 基态 分 子 讲 来 都 属 于 前 
一 种 情形 ,只 有 相当 少数 的 分 子 当 原子 核 离 远 后 变 成 一 对 离子 . 

我 们 不 能 完整 地 算出 能 级 依赖 于 量子 数 的 一 般 表 式 . 这 样 的 计算 只 有 对 离 
基态 不 太 远 的 那些 低 激 发 态 才 是 可 能 的 @. 这 些 能 级 所 对 应 的 到 和 ， 量子 数 都 
很 小 . 实际 上 ,分 子 光谱 研究 中 经 常 考虑 的 也 就 是 这 些 能 级 ,因此 我 们 对 它们 特 
别 感 兴趣 . 


中 我 们 总 是 指 属于 同一 电子 谱 项 的 那些 能 级 . 
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低 激 发 态 中 的 核 运 动 可 以 看 成 平衡 位 置 附近 的 小 振动 . 据 此 我 们 可 以 把 
以 站 展 成 上 =r-r 的 震级 数 ,r。 等 于 V(r) 取 极 小 值 时 的 > 值 .由 于 7(r.) =0, 展 
到 二 次 项 为 止 时 我 们 有 


U(r)=U. + -Moié’, 

其 中 U. = U(7.) ,w。 是 振动 频率 . 

(82.5) 式 右边 第 二 项 (离心 能 ) 中 只 要 令 r=T。 就 足够 了 ,因为 该 项 中 已 经 
含有 小 量 K(K+1). 因而 有 

Ur(r) =U, +B.K(K+1) + Mog, (82.7) 

其 中 的 B. = 所 A/(2Mr.) = 如 /(27) 称 为 转动 常数 (1 = Mr 是 该 分 子 的 转动 惯量 ). 

(82.7) 式 的 前 两 项 都 是 常数 ,第 三 项 相当 于 一 维 谐振 子 . 因此 我 们 可 以 立 
刻写 出 所 求 的 能 级 : 


BE=U.+BK(K+1) +ho, (v+). (82.8) 
可 见 在 上 述 近似 下 ,能 级 由 三 个 独立 部 分 所 组 成 : 
E=E .+E.+E,, (82.9) 
第 一 项 k, =U 是 电子 能 量 ( 包 括 相 距 为 r=7. 的 原子 核 库仑 能 ) ,第 二 项 为 
BE =B RK EL, (82. 10) 
这 是 分 子 转动 由 的 转动 能 . 第 三 项 为 
B. = hw. (v+3)， (82.11) 


它 是 分 子 内 原子 核 的 振动 能 . 根据 定义 ,v 是 具有 给 定 天 值 的 那些 能 级 按 能 量 递 
增 次 序 加 以 编号 的 编号 数 , 称 为 振动 量子 数 . 

对 一 个 形状 给 定 的 势能 曲线 V(r) ,频率 w,. 和 wv 用 成 反比 . 因此 振动 能 级 间 
距 A, 和 1ZV 开 成 正比 . 转动 能 级 间距 AE, 的 分 母 中 含有 转动 惯量 1, 因 此 和 1/M 
成 正比 . 电子 能 级 及 其 间距 AE. 和 M 无 关 . 由 于 m/M(m 为 电子 质量 ) 在 双 原 子 


分 子 理论 中 是 一 个 小 参量 ,我 们 有 
AE >> AE SS>AE,, 6 


中 ”描述 双 原 子 分 子 (无 自 旋 ) 转 动 的 波 函 数 基本 上 和 一 个 对 称 陀螺 (§ 103 ) 相同 . 与 陀螺 不 同 之 处 
是 ,分 子 的 转动 只 需 用 定义 分 子 轴线 方向 的 两 个 角度 (ws=se,B=b) 来 描写 ,转动 波 函 数 与 (103. 8 ) 式 不 同 
之 处 在 于 量子 数 的 记号 并 且 少 了 一 个 erY/VY27 因 子 . 按 (82.4) 式 ,A 是 总 角 动 量 沿 分 子 轴 ($103 中 
的 上 《 轴 ) 的 分 量 ,我 们 必须 用 天,MH 和 A( 这 里 M=KK,) 代 替 J,M 和 上 .因此 


kK /2K+l1 OK 
Pl po OP = A grr DA Pui0). 
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上 式 给 出 颇 不 寻常 的 分 子 能 级 分 布 . 核 振 动 把 电子 谱 项 分 裂 成 为 一 组 相 靠 较 近 
的 能 级 . 这 些 能 级 又 由 于 分 子 的 转动 而 显示 出 精细 分 裂 @. 

下 一 级 近似 中 ,能 量 不 再 能 分 成 振动 和 转动 两 个 独立 部 分 ;出 现 了 同时 含有 
K 和 vw 的 转动 -振动 项 .计算 逐 级 近似 后 ,所 得 的 E 是 量子 数 K 和 vw 的 一 个 寡 级 
数 展 式 . 

我 们 将 在 这 里 计算 (82.8) 式 的 下 一 级 近似 . 为 此 ,我 们 必须 把 V(r) 展开 至 
上 的 四 次 寡 为 止 ( 参 考 8$ 38 中 的 非 谐振 子 问题 ). 同样 地 ,离心 能 也 要 展 至 所 项 . 
这 样 得 到 





2 
(Fy) SU + Mw?é’ 二 L 有 -aé + beé’ — 


2 


ik(K+1)€ (82. 13) 





EK(K+1)é+2 


现在 把 (82. 13) 中 的 最 后 ee 来 计算 对 (82. 8) 的 本 征 值 的 
改正 . 对 于 和 项 应 用 微 扰 论 MM 一 级 近似 就 够 了 ,但 对 & 和 & 项 一 定 要 计算 二 
级 近似 ,因为 & 和 的 对 角 和 矩阵 元 都 等 于 零 . 所 有 要 计算 的 矩阵 元 都 已 在 $ 23 
和 8$38 题 3 中 导出 . 所 得 的 结果 通常 表 成 下 列 形式 : 


2 
RB + hw, (? + -xjio (+ +B,K(K+1)-— 








-DEK(K#+1)’, (82.14) 
其 中 的 
| 
B,=B, ~a, (v+7 )=Bo -au (82.15) 
x。,B.,a.,D. 等 常数 与 (82. 13) 式 中 的 常数 有 以 下 关系 : 
六 _ 4B. 
D3 “一 
6B。/ ak [2 
ee 
a fiw. es 人/ MB. 
3 三 5 
i ) | -6]. 人 


四 作为 例子 ,下 面 给 出 几 个 分 子 的 UV. ,jw。 和 B. 值 (以 eV 为 单位 ) 


H， N， 0, 
= 机 本 7.5 5.2 
iw. 0. 54 0. 29 0. 20 


10” x B. 7 6 0. 25 0. 18 
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和 w,K 无 关 之 项 已 归 在 五 ,内 . 
习 题 
把 双 原 子 分 子 中 的 电子 运动 和 核 运 动 分 离开 来 , 试 确定 这 种 近似 的 准确 
程度 . 
解 :分 子 总 哈密 顿 量 可 写成 及 =T + 及 ,其 中 但 =P/2M 是 原子 核 相对 运动 
的 动能 算 符 (p = -ihi9/9r;r 是 连结 原子 核 的 径 矢 ;MM 是 折合 质量 ). 哈密 顿 量 


HH 中 包括 电子 的 动能 算 符 、 电 子 之 间 以 及 电子 与 原子 核 之 间 的 库仑 势能 和 原子 
核 之 间 的 库仑 能 @. 设 薛 定 谓 方 程 


Hy=(T.+H)y=Ey (1) 
之 解 的 形式 为 
y= > Xn(r)9,(g,7) C33 
其 中 的 通 数 组 p, (9,7) 是 下 列 方程 的 正 交 归 一 化 解 ， 
Hp Cur) = tr), Cor (3) 


q 代表 电子 坐标 全 体 ;U, (7) 是 哈密 顿 量 电 的 本 征 值 , 它 依赖 于 参量 7. 把 (2) 代 
入 (1) ,来 以 9,(g,r) 并 对 g 积分 ,和 


^2 


[+tV, + U(r) -ElX.(r)=- 有 Vi, + Ve, Xa (rT) ， (4) 





其 中 


1 


LL 
= WP “2,， Be = 本 17(P 和 
而 pin = | pi Ppsdq,(p)%。 是 对 电子 波 还 数 而 言 的 矩阵 元 ,对 角 元 p,, 由 于 对 称 


性 而 等 于 零 . 
电子 波 函 数 ,只 是 在 原子 尺度 内 变化 显著 ,它们 对 了 的 微 商 不 会 引进 大 的 
M/m 参量 (m 为 电子 质量 ). 因而 WV 与 U,(r) 相 比 小 m/M 倍 ,可 以 略 去 .如果 把 
(4) 式 右边 看 作 一 个 小 的 微 扰 ,， 则 零 级 近似 波 函 数 x,(r) 为 下 式 之 解 : 
[本 (5) 
上 式 描述 U,(r) 场 中 的 核 运动 (v 是 这 种 运动 的 量子 数 ). 微 扰 论 的 适用 条 件 是 


@ 哈密 顿 量 玉 取 的 是 分 子 质心 为 静止 的 坐标 系 ( 己 + P. =0,P, 是 两 个 核 的 总 动量 ,已 是 电子 总 动 
量 ). 其 中 没有 包含 质心 动能 P/2(Mi +M,) =Pn/2(Mi +M,). 与 电子 动能 相 比 ,这 一 项 确实 很 小 ,比例 
为 m/M. 
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(me 六 + mo)》| << |E,, -E,,|. 
不 等 式 的 右边 是 不 同 电子 谱 项 的 能 量 差 ,此 量 对 小 的 m/ 有 参量 而 言 为 零 级 . 式 
左边 含有 核 波 函 数 的 答 阵 元 . V', 中 含有 m/M 因子 , 它 确 是 很 小 .在 六 的 矩阵 元 
中 , 算 符 已 作用 于 Xu 函数 ,使 它 乘 上 了 一 个 核 动量 的 数量 级 的 量 . 如 果 原 子 核 作 


小 振动 ,其 动量 ~ VHMijiwm。; 由 于 频率 w. 和 V 了 成 反比 ,和 矩阵 元 (ma'1 访 1moy 为 
(m/M)”“ 数 量 级 . 


$83 多 重 谱 项 . 情形 a 


现在 来 研究 自 旋 $ 不 等 于 零 的 分 子 能 级 的 分 类 问题 . 在 零 级 近似 中 , 当 相 对 
论 效 应 完全 略 去 以 后 ,分子 和 任意 多 粒子 系统 一 样 , 它 的 能 量 与 自 旋 的 方向 无 关 
《此 目 旋 是 自由" 的) ,结果 使 能 级 具有 (2S + 1) 重 简 并 . 但 当 考虑 了 相对 论 效 
应 以 后 ,能 级 就 会 分 裂 ,从 而 使 能 量 成 为 自 旋 沿 分 子 轴 方 向 的 投影 值 的 函数 . 我 
们 将 把 分 子 中 的 相对 论 作 用 称 为 自 旋 - 轴 作 用 . 它 的 主要 部 分 ( 和 原子 的 情形 
一 样 ) 就 是 自 旋 和 电子 轨道 运动 间 的 相互 作用 @. 

分 子 能 级 的 性 质 及 其 分 类 ,明显 地 依赖 于 自 旋 轨道 作用 和 分 子 转动 两 者 的 
相对 重要 性 . 后 者 所 起 的 作用 可 以 拿 两 个 相 邻 转动 能 级 的 间距 作 标 志 . 与 此 相 
应 ,我 们 来 考虑 两 种 极端 情形 . 一 种 情形 是 自 旋 - 轴 作 用 的 能 量 大 于 转动 能 级 之 
间 的 能 量 差 , 另 一 种 情形 则 相反 . 第 一 种 情形 通常 称 为 情形 a( 或 a 型 耦合 ) ,第 
二 种 情形 称 为 情形 b. (FF. Hund ,1933). 

情形 a 最 为 常见 . 二 谱 项 是 一 个 例外 ,其 中 主要 属于 情形 ,因为 自 旋 - 轴 
作用 效应 对 这 种 谱 项 讲 来 是 很 小 的 ( 见 后 )@. 对 于 其 它 的 谱 项 讲 来 ,情形 有 时 
在 极 轻 的 分 子 中 见 到 ,因为 这 种 情形 下 的 自 旋 - 轴 作 用 比较 弱 ,而 转动 能 级 的 间 
距 比 较 大 (转动 惯量 比较 小 ). 

介 于 a 和 2 之 间 的 中 间 情 形 当然 也 是 可 能 的 . 还 必须 注意 到 ,同一 个 电子 态 
当 转 动量 子 数 改变 时 可 以 从 情形 a 连续 地 变 到 情形 5. 原因 在 于 , 相 邻 转动 能 级 
之 间 的 间距 是 随 着 转动 量子 数 的 增 大 而 增 大 的 ,因此 即使 在 较 低 转 动能 级 时 属 
于 情形 a, 但 当 转 动量 子 数 增 大 后 ,转动 能 级 间距 就 有 可 能 大 于 自 旋 - 轴 作 用 的 
耦合 能 量 ( 情形 5). 

情形 a 的 能 级 分 类 原则 上 与 自 旋 为 零 的 谱 项 分 类 没有 多 大 的 区 别 . 我 们 首 


〇 除了 自 旋 -轨道 作用 和 自 旋 - 自 旋 作 用 以 外 ,还 有 分 子 转动 与 电子 自 旋 及 轨道 运动 间 的 相互 作 
用 .但 是 这 一 部 分 的 作用 很 小 ,可 能 只 对 自 旋 5 = 本 的 谱 项 有 意义 ( 见 $ 84). 


@ 一 个 特殊 情形 是 0: 分 子 的 电子 基 项 (> 工 谱 项 ). 它 的 耦合 情况 介 于 c 型 和 型 之 间 ( 见 $ 84 题 
3 
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先 考 虑 原子 核 静 止 时 亦 即 完全 略 去 转动 时 的 电子 谱 项 . 除了 电子 轨道 角 动 量 的 
投影 值 4 以 外 ,现在 还 必须 考虑 总 自 旋 沿 分 子 轴 的 投影 值 ,我 们 用 王 代 表 这 个 
投影 量 山 , 它 的 取 值 为 S,S$ -1,…, -3$. 当 自 旋 和 轨道 角 动 量 在 分 子 轴 上 的 投影 
方 同一 致 时 ,我 们 令 汪 取 正 值 (注意 A 代表 轨道 自动 量 投影 值 的 绝对 值 ). A 和 
> 相 加 起 来 给 出 沿 分 子 轴 的 电子 总 角 动 量 : 

oe (83.1) 
它 的 取 值 为 4+$,4+S-1,…,4-3. 由 此 可 见 , 轨 道 角 动量 为 4 的 一 个 电子 谱 
项 分 裂 成 为 23 +1 个 具有 不 同 2 值 的 谱 项 ;和 原子 谱 项 的 情形 一 样 ,我 们 把 这 
种 分 裂 称 为 该 电子 能 级 的 精细 结构 或 多 重 分 裂 . 通常 把 0 值 标 在 谱 项 符号 的 右 


1 i 
下 角 ; 例 如 A =1,5 = 时 我 们 得 到 *I,, "TI 两 个 谱 项 


考虑 了 原子 核 的 运动 以 后 ,每 一 个 这 样 的 谱 项 中 会 出 现 振动 和 转动 结构 . 各 
种 转动 能 级 是 用 分 子 总 角 动 量 量子 数 J 的 数值 来 标志 的 ,这 个 总 角 动 量 包括 了 
电子 的 目 旋 和 轨道 角 动 量 以 及 原子 核 的 转动 角 动 量 @. J 可 以 取 从 |0| 值 开始 的 
各 种 整数 值 : 
| (83.2) 
显然 这 是 (82.6) 式 的 推广 . 
现在 来 推导 情形 a 中 分 子 能 级 的 定量 公式 . 先 考虑 电子 谱 项 的 精细 结构 .我 
们 在 $ 72 中 讨论 原子 谱 项 的 精细 结构 时 应 用 了 (72. 4) 式 ,该 式 表 明 自 旋 - 轨道 
作用 的 平均 值 与 原子 总 自 旋 沿 轨道 角 动 量 矢量 方向 的 投影 值 成 正比 . 与 此 完全 
类 似 , 双 原子 分 子 中 的 自 旋 - 轴 作 用 (对 原子 核 间 距 给 定 为 r 时 的 电子 态 取 平 
均 ) 和 分 子 总 自 旋 在 分 子 轴 上 的 投影 值 于 成 正比 ,因此 可 把 所 分 裂 的 电子 谱 项 
写成 下 列 形式 : 
U(r) +4(7) 了 二， 
式 中 的 V(r) 是 原 谱 项 (未 分 裂 前 的 谱 项 ) 的 能 量 ,4(r) 是 r 的 某 一 函数 ,这 个 函 
数 与 原 谱 项 有 关 ( 特别 是 和 A 值 有 关 ) 但 和 无 关 . 由 于 人 们 通常 采用 量子 数 0 
而 不 用 > ,为 方便 计 , 我 们 可 把 4Y 改 成 40; 所 差 的 Ah 可 以 包括 在 U(r) 内 . 因 
此 对 于 一 个 电子 谱 项 ,我 们 有 以 下 的 表 式 
U(r) +A(r)0. (83.3) 
注意 分 裂 谱 项 的 各 个 分 量 是 彼此 等 距 的 : 相 邻 分 量 (0 值 相差 为 1) 的 间距 
与 2 无 关 并 等 于 A(7). 


中 不 要 和 4 =0 的 谱 项 符号 混淆 起 来 ! 
双 符号 有 K 仍 保留 为 不 考虑 自 旋 时 的 分 子 总 角 动 量 . 情形 a 中 量子 数 K 并 不 存在 . 因为 角 动 量 K 即 
使 近似 地 讲 来 也 不 能 守恒 . 
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根据 一 般 考 虑 很 易 证 明 二 谱 项 的 4 值 等 于 零 . 为 此 我 们 来 进行 时 间 反 号 操 
作 . 此 时 的 能 量 值 一 定 保持 不 变 , 可 是 分 子 态 中 沿 分 子 轴 的 自 旋 和 轨道 角 动量 都 
要 反问 .能 量 4(r) 过 中 的 二 就 要 变 号 ,如果 能 量 保持 不 变 , 则 4(r) 必 须 变 号 . 如 
末 4 关 0 ,我 们 对 4(r) 的 数值 不 能 作出 任何 结论 ,因为 4(r) 依 赖 于 轨道 角 动 量 ， 
而 轨道 角 动 量 本 身 也 要 变 号 .但 当 4 =0 时 ,我 们 可 以 肯定 4(r) 此 时 是 不 变 的 ， 
因此 它 只 能 等 于 零 . 由 此 可 见 ,对 谱 项 讲 来 ,一 级 近似 中 的 自 旋 - 轴 作 用 并 不 
产生 能 级 分 裂 ;只 有 考虑 了 二 级 近似 中 的 自 旋 - 轴 作 用 或 者 是 一 级 近似 中 的 自 
诈 - 目 旋 作用 以 后 ,能 级 才 会 分 裂 ( 与 守成 正比 ) 但 是 比较 小 . 这 就 是 前 面 提 到 
的 之 谱 项 往往 属于 情形 4 的 根据 . 

当 我 们 求 出 了 多 重 分 裂 以 后 ,分 子 的 转动 就 可 以 当 作 微 扰 来 处 理 ,完全 类 似 
于 $82 开始 所 作 的 推导 . 原子 核 的 转动 角 动 量 可 以 从 总 角 动 量 中 减 去 电子 的 轨 
道 角 动 量 以 及 自 旋 以 后 得 到 ,所 以 离心 能 算 符 现在 呈 下 列 形式 : 

二 下 = 一 
上 式 对 电子 态 求 平均 后 再 加 到 (83.3) 式 中 , 即 得 欲求 的 有 效 势能 UV,(7): 
U(r) =U(r) +4(r)CQ2+B(Cr)(J- 工 -S) = 
=U(r) +A(r)Q+B(r) [J -2J: (L+S)+ 
Pe 

J 的 本 征 值 是 J(J+1). 其 次 ,根据 和 § 82 中 相同 的 论证 ,我 们 有 : 


L=nA, S=n5, (83.4) 
还 有 (J - 工 -$) .n=0, 因 此 有 本 征 值 : 
J:n=(L+S).:n=A+5=0. (83.5) 


把 以 上 诸 值 代入 ,我 们 得 : 
DNry = U(r) ACO BT HI+1) -2 + +2L 15+ 
对 电子 态 平 均 时 采用 的 是 零 级 近似 波 函 数 思 .但 在 这 种 近似 中 自 旋 值 是 守恒 的 ， 
从 而 S =5S(S+1). 这 个 波 函 数 是 自 旋 函 数 和 坐标 函数 的 乘积 ;因此 角 动 量 L 和 
$ 的 平均 是 相互 独立 地 进行 的 ,我 们 可 得 
L.S=An.S=A5. 

最 后 ,轨道 角 动 量 工 的 平均 值 与 自 旋 无 关 , 它 是 标志 所 给 电子 谱 项 (未 分 裂 的 谱 
项 ) 的 一 个 r 的 函数 . 凡是 7 的 函数 但 与 J, > 无 关 的 项 都 可 以 包括 在 U(r) 中 , 凡 
是 写 >( 或 者 02) 成 正比 的 项 都 可 以 包括 在 表 式 4(r)02 中. 因此 可 得 下 列 有 效 势 
能 表 式 

本 (83.6) 


”这 是 既 对 分 子 转动 效应 又 对 自 旋 - 轴 作 用 而 言 的 零 级 近似 . 
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利用 § 82 中 从 (82.5) 式 开始 的 那 种 方法 ,我们 可 以 求 出 目前 情形 下 的 分 子 
能 级 . 把 V(r) 和 4(r) 展 为 专 的 寡 级 数 , 对 V(r) 只 展 到 上 的 二 次 宕 为 止 ,但 对 上 
式 中 的 第 二 项 和 第 三 项 只 保留 零 次 短 ,我 们 得 到 以 下 能 级 表 式 : 


E=U.+A.Q+ho, (v+3) +BLI(T+1) -20], (B37 


式 中 的 4. =A(r.) 和 B. 是 标志 所 给 (未 分 裂 ) 谱 项 的 一 些 常 数 . 继续 展 至 高 次 适 
以 后 ,可 得 含有 量子 数 的 高 次 需 项 的 一 个 级 数 ,我 们 就 不 在 这 里 写 出 来 了 . 


$84 多 重 谱 项 . 情形 4。 


现在 转向 情形 5. 此 时 分 子 的 转动 效应 超过 了 多 重 分 裂 . 因此 我 们 必须 首先 . 
考虑 转动 效应 而 略 去 自 旋 - 轴 作 用 ,然后 把 后 者 作为 微 扰 来 处 理 . 
自 旋 为 “自由 ”的 分 子 中 ,守恒 的 不 但 有 总 角 动 量 7, 而 且 还 有 K( 原子核 角 
动量 与 电子 轨道 角 动 量 之 和 ) ,K 和 J 的 关系 为 : 
J=K+S, (84.1) 
量子 数 天 区 别 具 有 自由 自 旋 的 一 个 转动 分 子 中 某 一 给 定 电 子 谱 项 的 各 个 不 同 
态 .在 给 定 K 值 的 态 中 ,有 效 势能 wx (r) 显然 是 和 $ = 0 情形 时 的 (82.5) 式 一 
样 的 : 
U(rF) =UCr) FB(r)RUR 1)., (84.2) 
式 中 的 取 值 为 A,A +1,…. 
考虑 到 自 旋 - 轴 作 用 以 后 ,每 一 谱 项 一 般 分 裂 成 为 25 +1 个 谱 项 (或 者 是 
2K +1 个 谱 项 ,如 果 K<5) ,它们 具有 不 同 的 总 角 动 量 JG. 根据 角 动 量 相 加 的 一 
般 法 则 ,J 的 取 值 (当天 给 定 后 ) 是 从 K+S 到 |K-S|; 
[| 震 二 8 攻关 二 8 (84.3) 
计算 分 裂 能 量 (用 微 扰 论 的 一 级 近似 ) 时 ,需要 求 出 自 旋 - 轴 作 用 能 量 算 符 
对 零 级 近似 态 (相对 于 自 旋 - 轴 作 用 的 零 级 近似 态 ) 的 平均 值 . 在 目前 情形 下 ， 
这 意味 着 既 对 电子 态 又 对 分 子 转动 态 (r 为 给 定 ) 求 平均 . 我们 知道 ,第 一 个 平均 
的 结果 是 一 个 4(r)n :5 形式 的 算 符 , 它 与 自 旋 算 符 沿 分 子 轴 的 投影 n . $ 成 正 
比 . 再 把 这 个 算 符 对 分 子 转 动 求 平均 ,并 取 自 旋 和 撩 量 的 方向 为 任意 , 则 有 nn :S$ = 
n. $. 平 均值 a 是 一 个 矢量 ,从 对 称 性 角度 考虑 应 该 和 “矢量 "上 让 的 方向 一 致 ,让 
是 标志 分 子 转动 的 唯一 矢量 . 因此 可 以 写作 
n= 常数 x 尺 ， 


式 中 的 常数 很 容易 求 出 ,只 要 以 乘 等 式 的 两 边 并 注意 本 征 值 n .=A「 见 


中 情形 5 中 , 自 旋 沿 分 子 轴 的 投影 n. 5 并 不 具有 定 值 ,所 以 不 存在 量子 数 了 (或 2). 
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(82.4) 式 ] 及 K =K(K+1), 即 有 


和 A 入 A 
n SK S, 


最 后 ,根据 一 般 公 式 (31.3) ,乘积 KS 的 本 征 值 等 于 : 
KS=7[J(J+1) -K(K+1)-S(S+1)]. (84.4) 
结 采 ,所 求 的 自 旋 - 轴 作 用 能 量 平 均值 如 下 式 所 示 : 


沽 永 [J(J+1)-K(K+1)-S(S+1)] = 


0 
2K(K+1) 


= 有) T(J-S)(J+S+1) -FA(7)A, 


A 
2K(K+ 
这 个 式 子 应 该 加 到 (84.2) 式 的 能 量 公式 中 . 其 中 的 4(r)4 项 与 X 和 J 无 关 可 


以 包括 在 U(r) 内 ,因此 有 效 势能 的 表 式 最 后 为 
U(r U(r BryKR(CKR41)R 
(B+ | 
2K(K+1) 
按 通 第 方式 展 成 上 =r-m 的 寡 级 数 以 后 , 即 得 情形 时 的 分 子 能 级 表 式 : 
E=U,+ hw, (v+ ) +B.K(K+1)+ 


+A(r)A (84.5) 


(J -5S) (有 | 
+44 (84.6) 
正如 上 节 所 指出 的 ,之 谱 项 的 自 旋 - 轴 作 用 在 一 级 近似 下 并 不 给 出 多 重 分 
蛮 , 为 了 求 出 它 的 精细 结构 ,我 们 有 必要 考虑 自 旋 - 自 旋 作用 , 它 的 算 符 是 电子 
目 旋 的 二 次 式 . 现在 我 们 感 兴趣 的 并 不 是 这 个 算 符 本 身 ,而 是 这 个 算 符 对 该 分 子 
的 电子 态 的 平均 结果 ,正如 我 们 对 自 旋 - 轴 作 用 算 符 所 作 的 那样 . 显然 ,从 对 称 
性 考虑 可 知 ,所 求 的 平均 算 符 应 该 和 总 自 旋 对 分 子 轴 的 投影 值 的 平方 成 正比 ,也 
怠 是 说 可 以 写成 下 列 形式 : 
a(r)(S. n)’, (84.7) 
式 中 的 a(7) 又 是 一 个 标志 所 给 电子 谱 项 的 距离 7 的 函数 . 对 称 性 的 考虑 中 还 人 允 
许 存在 一 个 与 $ 成 正比 的 项 ,但 由 于 自 旋 的 绝对 值 是 一 个 常数 ,这 一 项 无 关 紧 
要 . 我 们 不 打算 在 这 里 推导 一 个 繁杂 的 普遍 公式 去 说 明 (84.7) 式 的 算 符 所 产生 
的 分 裂 ,本 节 的 题 1 中 将 推导 出 对 7 三重 谱 项 的 公式 . 
> 双重 谱 项 是 一 个 特殊 情形 . 根据 克拉 默 斯 定理 ( 8$60) ,在 总 自 旋 为 $ = 
1/2 的 多 粒子 系统 中 ,双重 简 并 是 永远 存在 的 ,即使 全 部 考虑 了 该 系统 中 的 内 在 
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相对 论 作 用 以 后 也 是 这 样 . 因此 不 管 在 任何 近似 中 ,即使 同时 考虑 了 自 旋 - 轴 作 
用 和 目 旋 - 自 旋 作 用 以 后 ，> 谱 项 仍 不 分 裂 . 

只 有 考虑 了 上 自 旋 与 分 子 转动 的 相对 论 作 用 以 后 ,才能 得 到 谱 项 的 分 裂 ,这 个 
效应 是 极 小 的 . 这 种 作用 的 平均 算 符 显然 呈 YK .5 的 形式 , 它 的 本 征 值 由 
(84.4) 式 确定 ,该 式 中 应 令 $S = 1/2,J =K+1/2. 结果 对 "二 谱 项 得 到 下 列 公式 

] 


B=U.+ho. (v+3) +B.K(K+1) + (K+ 广 )， (84.8) 


有 一 个 常数 -二 y 已 包括 在 以 中 . 


习 题 


1. 求情 形 5 中 5 谱 项 的 多 重 分 裂 (H. A. Kramers ,1929 )， 

解 : 所 求 的 分 裂 由 (84.7) 式 的 算 符 确定 ,这 个 算 符 须 对 分 子 转 动 求 平均 .我 
们 把 它 写 成 qa.nimS;5, 的 形式 ,其 中 的 aq. =a(16). 由 于 S 是 守恒 矢量 ,我 们 只 需 
对 来 积 nn, 求 平均 .根据 $29 例题 中 所 得 的 公式 ,我 们 有 

KR 
a 
其 中 未 写 出 之 项 (与 6 成 正比 ) 所 给 出 的 能 量 与 J 无关, 不 会 产生 当前 讨论 的 那 
种 能 级 分 裂 . 分裂 值 从 而 由 下 列 算 符 确定 . 





nn 一 


gs 
(oR -TR 


由 于 S 和 对 易 , 故 有 


有 


SS 
S. KK 的 本 征 值 已 由 (84.4) 式 给 出 . 此 外 尚 有 


= (08 K)’ + 7-emeuns K =(S . K) +S .天 


bm 


三 重 项 (S$S=1) 的 三 个 .分量 对 应 于 =K,K+1. 求 得 这 些 分 量 间 的 能 
级 间距 为 : 
K+l Kk 
brs =Er= -QR br — Ex = -QFR 

2. 试 求 介 于 情形 a 和 5b 之 间 的 双重 谱 项 (A 了 0) 的 能 量 (E. Hill 和 J.H. van 


Vleck ,1928 ). 
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解 : 由 于 转动 能 量 和 自 旋 - 轴 作 用 能 量 已 假定 具有 同一 数量 级 ,在 微 扰 论 中 

两 者 必须 同时 考虑 , 故 徽 扰 算 符 的 形式 为 山 : 
=B KR2+47 .9. 

零 级 近似 波 函 数 最 好 采用 角 动 量 开 和 了 同时 具有 定 值 的 态 函 数 ( 即 情形 少 的 函 
数 ). 由 于 双重 谱 项 的 S=17V2, 当 JJ 给 定 以 后 ,量子 数 开 可 取 玉 =J+LZ2 两 个 值 . 
为 了 建立 久 期 方程 ,我 们 有 必要 算出 (mnSKJITFImSK'J) 答 阵 元 (7m 代表 确定 电子 
谱 项 的 其 余 量子 数 集合 ) ,其 中 的 KK 和 K' 可 以 取 上 列 诸 值 . 算 符 配 的 矩阵 是 对 
角 的 ;对 角 给 阵 元 等 于 天 (天 +1). (下 .8S) 的 矩阵 元 可 以 用 一 般 公 式 (109.5) 算 
出 , 令 该 式 中 的 ji =5S,j, =KK,n 的 约 化 矩阵 元 由 (87.4) 式 给 出 ,计算 后 给 出 下 列 
久 期 方程 


a 14 和 | [| a 5 (7 二 ) = 入 








=0， 


5 (711+ 地)】-4 B. (J+) (1- 广 ) +4 ED 


解 出 上 式 并 把 ”加 在 未 扰 能 量 上 , 即 得 : 








2J+1 


BE=U,+ho, (v+7 | + TY 


2 1 , ] ,> 
二 | 4.8.4+ 玫 4 


常数 B./4 已 包括 在 U. 内 . 情形 oa 相当 于 4. >>B.J, 情 形 b 时 不 等 式 则 反之 . 
3. 试 求 情形 介 于 a 和 4 之 间 的 "三 重 能 级 的 各 个 分 量 的 间距 . 
解 : 和 题 2 一样, 转动 能 量 和 自 旋 - 自 旋 作 用 能 量 在 微 扰 论 中 要 一 起 考虑 . 
微 扰 算 符 的 形式 为 
7=BR2+a (PS)2. 
采用 情形 中 所 用 的 零 级 近似 波 函 数 ,( 天 Im .SIK') 和 给 阵 元 (此 答 阵 的 对 角 指 标 
全 已 略 去 ) 仍 可 按 (109.5) 和 (87.4) 式 算出 ,但 此 时 有 A =0,S =1. 非 零 矩 阵 


元 为 
本 J+l 加 J 
(JIlz .SIJ-1) = 32374 《JInz。 SI1J+1) = 让 


J 给 定 后 玉 可 取 天 =J,J+1l 诸 值 . 对 ( 玉 IYIK'> 诸 矩阵 元 可 得 








Q@ 对 转动 求 平 均 之 前 必须 先 对 振动 求 平均 . 因此 我 们 把 B(r) 和 4(r) 函数 换 成 数值 B. 和 4.( 只 限 


于 二 展 式 的 第 一 项 ) ,而 未 扰 能 级 为 BE(0) =U. + fw、 | 5 
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| 7 HF+1I) 
FT (T+ 1y = ri 


我 们 看 到 ,在 K=J 态 入 =J+1 态 之 间 并 没有 跃迁 . 因此 其 中 的 一 个 能 级 
就 是 上 =《JIV1J). 其 它 两 个 能 级 (EE,,E,) 可 从 +1 态 的 跃迁 矩阵 元 所 组 成 的 
二 次 和 久 期 方程 中 解 出 .我 们 只 对 三 重 项 各 个 分 量 的 相对 位 置 感 兴趣 ,可 以 在 已 ， 
上 , ,上 3 三 个 能 量 中 一 律 减 去 一 个 常数 a.. 结果 得 

局 三 有 所 了 十 1， 


2 
A -+ ed + 


情形 6b 时 (a 很 小 ) ,考虑 K 值 相同 J 值 不 同 的 三 个 能 级 (=K,K+1) ,我 们 
仍 得 题 1 中 的 公式 ， 
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除了 a 和 2 两 型 耦合 以 及 介 于 其 间 的 耦合 外 ,还 有 其 它 类 型 的 耦合 . 这 些 耦 
合 型 式 的 来 源 如 下 . 量子 数 4 归根 结 底 是 由 分 子 中 两 个 原子 间 的 电 作用 而 来 
的 , 它 是 电子 谱 项 问题 中 轴 对 称 性 的 结果 (分 子 中 的 这 种 作用 称 为 轨道 角 动 量 
与 分 子 轴 的 耦合 作用 ). 4 值 不 同 的 谱 项 间 的 间距 给 出 了 这 种 作用 的 一 个 尺度 . 
在 这 以 前 我 们 默认 了 这 种 作用 是 很 强 的 ,使 得 其 间距 远大 于 谱 项 的 多 重 分 裂 间 
距 和 转动 结构 间距 . 但 在 实际 上 也 存在 着 相反 的 情形 ,此 时 轨道 角 动 量 和 分 子 轴 
之 间 的 作用 差不多 等 于 甚至 小 于 其 它 的 效应 . 在 这 样 的 情形 下 ,不管 怎样 的 近 
似 ,我们 当然 不 能 说 轨道 角 动 量 在 轴 上 的 投影 值 是 守恒 的 ,量子 数 4 也 就 失去 

如 有 果 轨 道 角 动 量 与 轴 的 耦合 小 于 自 旋 - 轨道 耦合 ,就 称 为 情形 c. 它 出 现 于 
含有 稀土 族 原子 的 分 子 中 . 这 些 原子 的 特点 是 含有 一 些 角 动 量 未 被 抵消 掉 的 / 
电子 .由 于 /电子 处 于 原子 的 较 深 处 ,它们 与 分 子 轴 的 作用 就 有 所 削弱 . 介 于 a 
型 和 型 之 间 的 耦合 情形 ,往往 在 重 原子 所 组 成 的 分 子 中 碰 到 . 

如 有 果 轨 道 角 动 量 与 轴 的 耦合 小 于 转动 结构 的 间距 ,就 称 为 情形 d. 这 种 情形 
出 现 于 最 轻 分 子 (了 ,He, ) 某 些 电 子 谱 项 的 高 转动 能 级 (J 值 很 人 的 能 级 ) 中 . 这 
些 谱 项 的 特点 是 分 子 中 存在 着 一 个 高 激发 电子 , 它 与 其 余 电子 (或 称 为 “分 子 
实 ) 的 作用 很 弱 ,以 致 它 的 角 动 量 并 不 沿 分 子 轴 方 向 量子 化 (此 时 “分 子 实 ” 沿 
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轴 具 有 确定 的 角 动 量 A ). 

当 原子 核 间 的 距离 "> 增 大 时 ,原子 间 的 作用 减弱 ,最 后 小 于 原子 中 的 自 旋 - 
轨道 作用 .因此 ,如 果 考 虑 > 足够 大 时 的 电子 谱 项 ,我 们 就 得 到 情形 c. 当 我 们 要 
弄 清 分 子 的 电子 谱 项 与 > 一 o 时 所 得 的 两 个 原子 态 间 的 关系 时 ,必须 注意 这 
一 点 . 

在 $ 80 中 我 们 已 经 讨论 过 这 样 的 关系 ,但 是 略 去 了 自 旋 - 轨道 作用 . 当 我 
们 把 谱 项 的 精细 结构 也 考虑 在 内 以 后 ,还 会 产生 两 个 孤立 原子 的 总 角 动 量 值 
几 ,J 与 分 子 的 量子 数 0 之 间 的 关系 问题 . 我 们 不 打算 重复 完全 类 似 于 8$ 80 的 
讨论 ,下 面 只 给 出 它 的 结论 . 

如 果 分 子 是 由 不 同 原子 组 成 的 ,那么 , 角 动 量 为 几 和 J,(J 宇 J ) 的 两 个 原子 
结合 时 所 得 的 各 种 | 02| 值 D 仍 由 表格 (80. 1) 给 出 , 表 中 的 工 ,L, 应 改 成 J ,J,, 同 
时 4 应 改 成 |Q1. 唯一 的 区 别 是 , 当 + 了 /为 半 整 数 时 10| 的 最 小 值 不 是 表 中 的 
0 而 是 1/2. 另 一 方面 , 当 +J, 为 整数 时 存在 着 2], +1 个 0=0 的 谱 项 ,这 些 谱 
项 的 符号 问题 尚 待 确定 (正如 上 略 去 精细 结构 后 对 谱 项 二 所 作 的 那样 ). 如 果 和 
J, 都 是 半 整 数 , 则 (2J, +1) 为 偶数 ,其 中 的 一 半 谱 项 为 0* 另 一 半 谱 项 为 0-. 如 
果 儿 和 J 都 是 整数 , 则 有 J, +1 个 谱 项 为 0', 另 有 个 谱 项 为 0- [如 果 
(一 1)"* 太 Pp P=1] ;或 者 反之 [如 果 ( -17242P P = -1]. 

如 果 分 子 是 由 处 于 不 同 状态 的 相同 原子 组 成 的 ,结果 所 得 的 各 种 分 子 态 与 
异 原子 分 子 的 情形 完全 一 样 ,唯一 的 区 别 是 谱 项 总 数 增加 了 一 倍 ,并 且 每 个 谱 项 
在 奇 谱 项 和 偶 谱 项 中 各 出 现 一 次 . 

最 后 ,如 果 分 子 是 由 处 于 相同 状态 (具有 和 角 动 量 J，= ,=J) 的 相同 原子 所 
组 成 , 它 的 总 态 数 仍 和 蜡 原子 分 子 的 情形 相同 ,它们 的 宇 称 分 布 却 是 这 样 的 ; 

/整数 2 偶数 时 : N,=N, +1; 

J 整数 奇数 时 : 。 N,=N,; 

J] 半 整 数 2 侦 数 时 : N,=NWN,; 

/ 半 整 数 人 2 奇数 时 : N, =NV, +1. 
同时 所 有 的 0 谱 项 为 偶 , 所 有 的 0 谱 项 为 奇 . 

当 原 子 核 趋 近 时 ,c 型 耦合 往往 过 渡 到 a 型 耦合 @. 这 时 可 能 出 现下 列 有 趣 
情况 . 

我 们 已 经 讲 过 ,A =0 的 谱 项 属于 情形 5, 从 a 型 的 分 类 观点 看 来 ,这 意味 着 
1 值 不 同 (而 4 都 等 于 零 ) 的 各 个 多 重 能 级 对 应 于 同一 个 能 量 . 但 是 这 样 的 能 级 


@ 把 两 个 原子 的 总 角 动 量 用 和 J, 相 加 成 为 角 动 量 2 时 ,0 的 符号 显然 是 不 重要 的 . 
避 a 型 和 < 型 谱 项 分 类 间 的 对 应 关系 ,不 能 一 般 地 推导 出 来 . 它 的 推导 必须 考虑 到 具体 的 势能 曲 
线 , 考 虑 到 对 称 性 相同 的 能 级 不 能 相交 的 规则 (§ 79). 
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ae 
有 可 能 由 两 个 处 于 不 同 精细 结构 态 中 的 原子 彼此 靠近 时 所 产生 . 

因此 就 有 可 能 发 生 两 对 不 同 精细 结构 态 的 原子 对 应 于 同一 个 分 子 谱 项 . 对 
人 2=0 的 那些 谱 项 讲 来 ,也 有 可 能 发 生 同 样 的 情况 , 即 当 原子 核 趋 近 时 它们 变 成 
一 个 A#0( 因 而 之 = -4) 的 分 子 谱 项 ,这 样 得 到 的 能 级 是 双重 简 并 的 ,因为 情 
形 a 中 的 谱 项 0* 和 0 (它们 可 以 来 自 两 对 不 同 的 原子 态 ) 具有 相同 的 能 量 @ 
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$ 78 中 我 们 已 经 研究 过 双 原 子 分 子 谱 项 的 若干 对 称 性 质 . 这 些 性 质 刻 划 了 
波 隐 数 在 核 坐 标 不 变 的 变换 下 所 具有 的 行为 . 例如 分 子 对 于 通过 分 子 轴 的 平面 
所 具有 的 反射 对 称 性 ,导致 了 王 * 和 3 谐 项 的 区 别 , 相 对 于 所 有 电子 坐标 同时 
变 呈 的 对 称 性 (对 相同 原子 组 成 的 分 子 而 言 )@, 导 致 了 谱 项 的 奇偶 分 类 这 些 对 
称 性 刻 划 着 各 个 电子 谱 项 ,属于 同一 电子 谱 项 的 所 有 转动 能 级 具有 相同 的 对 
称 性 . 

分 子 的 态 和 任 一 多 粒子 系统 的 态 一 样 ( 见 $30) ,还 以 反 演 (所 有 电子 坐标 
和 所 有 核 坐标 同时 变 号 ) 时 的 行为 为 标志 . 由 于 这 一 点 ,所 有 的 分 子 谱 项 可 以 分 
成 符号 正 ( 电 子 坐 标 和 核 坐 标 同时 反 号 时 波 函 数 保持 不 变 ) 和 符号 负 ( 反 演 时 波 
明 数 变 号 ) 两 类 ®@. 

4 关 0 时 ,每 一 个 谱 项 相对 于 角 动 量 沿 分 子 轴 的 两 种 可 能 取向 讲 来 都 是 双重 
简 并 的 . 反 演 操作 的 结果 角 动 量 本 身 并 不 变 号 ,但 是 分 子 轴 反 了 向 (原子 已 易 
位 ) ,从 而 角 动 量 沿 分 子 轴 的 取向 也 反 了 过 来 . 属于 所 给 能 级 的 两 个 波 函 数 因此 
在 反 演 中 进行 相互 变换 ,而且 我 们 总 是 可 以 把 它们 线性 组 合成 一 个 对 反 演 不 恋 
的 函数 和 一 个 反 演 时 变 号 的 函数 . 因此 对 每 一 个 谱 项 可 以 得 到 两 个 态 ,其 中 的 一 
个 是 正 的 另 一 个 是 负 的 . 实际 上 每 一 个 4 关 0 的 谱 项 总 是 分 裂 的 ( 见 $ 88) ,于 是 
这 两 种 态 对 应 于 不 同 的 能 量 值 . 

之 谱 项 的 符号 问题 需要 特殊 考虑 . 首先 , 自 旋 显然 与 谱 项 符号 ( 正 负 符 号 ) 
没有 关系 , 因 反 演 操作 只 改变 粒子 的 坐标 ,而 保留 波 函 数 的 自 旋 部 分 不 变 . 因此 
任 一 给 定 谱 项 的 各 个 多 重 结构 分 量 全 都 具有 相同 的 符号 . 换 句 话说 , 谱 项 的 符号 
只 依赖 于 天 而 不 依赖 于 J@. 

分 子 波 函 数 是 电子 波 函 数 和 原子 核 波 函 数 的 乘积 . 8$ 82 中 曾经 指出 过 ,了 


中 此 处 略 去 了 4 双 线 ( 见 § 88). 

@ 假定 坐标 原点 选 在 分 子 轴 上 两 核 的 中 点 处 . 

® 我 们 保留 了 这 个 习 用 术语 . 但 很 不 幸 ,因为 在 原子 情形 下 谱 项 的 反 演 行为 被 称 为 宇 称 ,而 不 称 为 
正 负 符 号 . 

这 里 所 讲 的 正 负 符号 不 要 和 王 谱 项 上 附加 的 +， -指标 混淆 起 来 ! 

地 ” 记 住 谱 项 通常 属于 情形 b. 因此 必须 采用 量子 数 尺 和 
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态 中 的 原子 核 运 动 等 价 于 一 个 轨道 角 动 量 为 K 的 粒子 在 有 心力 场 U(r) 中 的 运 
动 . 因此 可 以 肯定 , 当 坐 标 变 号 时 原子 核 波 函 数 要 乘 以 ( -1) [ 见 (30.7) ]. 

电子 波 函 数 表征 电子 谱 项 ,为 了 明确 它 的 反 演 性 质 ,我们 必须 考虑 一 个 固定 
在 原子 核 上 并 和 原子 核 一 起 转动 的 坐标 系 . 令 *,y,z 为 固定 于 空间 的 一 个 定 坐 
标 系 ,而 &,n,l 为 转动 坐标 系 ,该 坐标 系 中 分 子 是 固定 不 动 的. &,n,l 坐标 轴 的 
方向 是 这 样 确定 的 ,使 得 轴 和 分 子 轴 重合 并 沿 核 1 到 核 2 的 方向 ,é&,n,l 各 轴 
的 正方 向 的 相对 位 置 与 x,y,z 坐标 系 的 情形 一 样 ( 这 就 是 说 ,如 果 *,y,z 是 左手 
坐标 系 , 则 上 ,7, 也 是 左手 坐标 系 ). 反 演 操作 的 结果 ,*,y,z 轴 全 都 反问 ,使 它 
从 左手 坐标 系 变 到 右手 坐标 系 , 此 时 的 &,m,l 也 应 变 成 右手 坐标 系 , 但 5 轴 是 刚 
性 地 固定 在 原子 核 上 保持 着 它 原 有 的 方向 ,所 以 轴 或 n 轴 中 一 定 要 有 一 个 轴 
反 向 . 因此 定 坐 标 系 中 的 反 演 操作 等 价 于 动 坐 标 系 中 对 通过 分 子 轴 的 一 个 平面 
所 作 的 反射 操作 . 但 在 这 样 的 反射 下 , >“ 谱 项 的 电子 波 函 数 保持 不 变 , 而 之 谱 
项 的 电子 波 函 数 变 一 符号 . 

由 此 可 见 , > “ 谱 项 的 转动 分 量 的 符号 是 由 ( -1) 因子 确定 的 :K 为 偶数 的 
一 切 能 级 都 是 正 的 ,K 为 奇数 的 一 切 能 级 都 是 负 的 . > 谱 项 的 转动 能 级 的 符号 
由 ( -1) ”确定 :天 为 偶数 的 一 切 能 级 都 是 负 的 ,而 天 为 奇数 的 一 切 能 级 都 是 
正 的 . 

如 果 分 子 由 相同 原子 中 所 组 成 ,那么 它 的 哈密 顿 量 还 对 两 个 原子 核 的 坐标 
对 换 保持 不 变 . 如 果 它 的 波 函 数 对 原子 核 的 对 换 保 持 不 变 , 它 的 谱 项 称 为 对 这 两 
个 核 是 对 称 的 ;如 果 波 函数 反 号 , 则 称 为 是 反对 称 的 .关于 原子 核 的 对 称 性 , 它 与 
谱 项 的 正 负 符号 及 奇偶 宇 称 密切 相关 . 原子 核 的 坐标 对 换 等 价 于 所 有 粒子 ( 电 
子 和 核 ) 的 坐标 变 号 再 加 上 一 次 只 对 电子 而 言 的 坐标 变 号 . 由 此 可 知 ,如果 该 谱 
项 是 偶 的 ( 奇 的 ) 同 时 又 是 正 的 ( 负 的 ) , 它 对 原子 核 而 言 就 是 对 称 的 . 如 果 该 谱 
项 是 偶 的 ( 奇 的 ) 同 时 又 是 负 的 ( 正 的 ) , 它 对 原子 核 而 言 就 是 反对 称 的 . 

$ 62 之 未 曾经 确立 过 一 个 普遍 定理 :两 个 同类 粒子 所 组 成 的 一 个 系统 的 总 
自 旋 为 偶数 时 , 它 的 坐标 波 函 数 是 对 称 的 ;为 奇数 时 则 是 反对 称 的 . 如 条 把 这 个 
结论 应 用 到 相同 原子 所 组 成 的 分 子 的 两 个 原子 核 上 ,我 们 就 能 发 现 , 谱 项 的 对 称 
性 和 总 自 旋 1 的 奇偶 性 有 关 ,7 由 两 个 核 自 旋 i 相 加 而 得 .7 是 偶数 时 谱 项 为 对 
称 ,7 是 奇数 时 谱 项 为 反对 称 包 . 特别 是 ,如 果 这 两 个 原子 核 没 有 自 旋 (i=0), 则 7 
等 于 零 ,这 个 分 子 就 不 存在 反对 称 的 谱 项 . 由 此 可 见 , 核 自 旋 对 分 子 谱 项 具有 重 
要 的 间接 影响 ,尽管 它 的 直接 影响 ( 谱 项 的 超 精 细 结 构 ) 并 不 重要 . 


Q@ 这 两 个 相同 原子 不 但 要 属于 同一 元 素 而 且 要 属于 同一 同位 素 ， 
@ 根据 谱 项 的 宇 称 .符号 以 及 对 称 性 之 间 的 关系 可 以 肯定 ,原子 核 总 自 旋 7 为 偶数 时 正 能 级 是 偶 
的 ,而 负 能 级 是 奇 的 .1 为 奇数 时 则 反之 . 
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计 及 核 自 旋 后 会 导致 能 级 的 附加 简 并 . 还 在 $ 62 中 ,我 们 曾经 计算 过 了 1 值 
为 奇数 和 偶数 时 的 态 数 ,1 由 两 个 核 自 旋 i 相 加 而 成 . 当 i 为 半 整 数 时 ,7 为 偶数 
的 态 数 等 于 i(2i+1) ,7 为 奇数 的 态 数 等 于 (i+1) (2i+1). 根 据 上 述 结论 ,可 知 ; 
为 半 整 数 时 对 称 和 反对 称 谱 项 的 简 并 度 D g, 和 g_ 之 比 等 于 








8: 1 

ed (86.1) 
同 理 当 i 为 整数 时 这 个 比值 等 于 

Be (86.2) 

-i 


我 们 已 经 知道 , Z“ 谱 项 旋转 分 量 的 符号 由 ( - 1) "确定. 例如 二 * 谱 项 的 旋 
转 分 量 当 天 为 偶数 时 是 正 的 因而 是 对 称 的 ,当天 为 奇数 时 是 负 的 因而 是 反对 称 
的 . 根据 以 上 所 得 的 结论 可 以 肯定 , 补 * 能 级 旋转 分 量 的 核 统计 权重 随 着 值 的 
依次 改变 而 按 (86.1) 或 (86.2) 式 的 比值 交替 地 改变 .对 5 以及- , 工 - 也 有 
完全 类 似 的 情况 . 特别 是 当 i=0 时 , 奔 * , 荆 - 谱 项 中 大 为 偶数 的 能 级 以 及 卫 ，， 
7 谱 项 中 为 奇数 的 能 级 它们 的 统计 权重 都 等 于 零 . 换 句 话说 , + ,并 -电子 
态 中 不 存在 为 偶数 的 转动 态 ,而 在 区 + , 工 - 态 中 不 存在 天 为 奇数 的 转动 态 . 

由 于 核 自 旋 与 电子 的 作用 极 弱 ,7 值 的 改变 几率 极 小 ,即使 在 分 子 碰撞 中 也 
是 这 样 .因此 /7 值 奇偶 不 同 的 分 子 只 有 对 称 的 或 只 有 反对 称 的 谱 项 ,使 它们 犹如 
两 种 不 同形 式 的 物质 . 例如 正 氢 和 仲 氨 ,前 一 种 分 子 中 两 个 核 自 旋 i=1/2 是 平 
行 的 (1=1) ,后 一 种 则 是 反 平行 的 (1 =0). 
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本 节 将 给 出 双 原 子 分 子 中 各 种 物理 量 矩 阵 元 的 一 些 普遍 公式 ,我 们 先 计 算 
零 目 旋 态 之 间 的 牙 迁 矩阵 元 . 
设 44 为 分 子 (具有 固定 的 原子 核 ) 的 某 个 矢量 物理 量 , 例 如 它 的 电 偶 极 矩 或 
磁 偶 极 和 矩 . 我 们 先 在 &,m,e 坐标 系 中 考虑 这 个 量 , 该 坐标 系 随 分 子 一 起 转动 ,z 
届 沿 分 子 轴 . 相对 于 这 个 系统 的 分 子 角 动 量 ( 即 电 子 角 动 量 工 ) 并 不 全 部 守恒 ， 
但 它 的 5 分 量 是 守恒 的 . 因此 量子 数 L =4 的 选择 定 则 仍然 成 立 (与 $29 中 的 
M 一 样 ). 矢 量 的 非 零 矩 阵 元 从 而 为 
Cn’AlAslnA),(n'AlA, +iA, In,A -1), 
Cm ,A LA A, [nA), (87.1) 
n 为 具有 给 定 4 值 的 电子 谱 项 的 编号 . 


中 ”这样 的 能 级 简 并 度 常 称 为 该 能 级 的 统计 权重 . (86. 1 ) (86. 2) 式 确定 了 对 称 和 反对 称 能 级 的 核 
统计 权重 之 比 . 
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如 采 两 个 谱 项 都 是 过 谱 项 ,我 们 还 需要 考虑 来 自 平面 (通过 分 子 轴 的 平面 ) 
反射 对 称 性 的 选择 定 则 . 这 样 的 反射 中 ,一 个 普通 矢量 ( 极 矢量 ) 的 分量 保持 
不 变 ,但 轴 和 天 量 的 上 分量 要 变 号 . 由 此 可 知 ,对 一 个 极 矢 量 ,A, 只 有 对 * 一 + 和 
> 一 之 跃迁 矩阵 元 才 是 非 零 的 ,对 轴 矢 量 只 有 * 一 > 跃迁 矩阵 元 . 我 们 不 
必 讨 论 4,,4, 分 量 ,因为 对 这 些 量 不 改变 A 就 无 法 路 迁 . 

如 采 该 分 子 由 相同 原子 所 组 成 ,就 还 有 宇 称 的 选择 定 则 . 一 个 极 矢 量 的 分 量 
在 反 演 时 要 变 号 . 因此 只 有 宇 称 不 同 的 状态 之 间 的 跃迁 矩阵 元 才 是 非 零 的 (对 
币 矢 量 则 相反 ). 特别 是 , 极 矢量 分 量 的 所 有 对 角 和 矩阵 元 都 等 于 零 . 

(87. 1) 云 的 矩阵 元 与 同一 矢量 在 x,y,z 定 坐 标 系 中 的 矩阵 元 的 关系 问题 ， 
可 用 后 面 $110 中 导出 的 适用 于 任意 轴 对 称 物理 系统 的 普遍 公式 来 解决 . 当 把 
对 量子 数 Mx (分 子 总 角 动量 K 的 z 分 量 ) 的 依赖 性 (对 所 有 矢量 相同 ) 分 离 出 来 
以 后 ,还 留 下 约 化 矩阵 元 (n'K'A' 4 nKA). 它们 与 (87.1) 和 矩阵 元 的 关系 ,由 大 
=k' =1( 对 应 于 一 个 矢量 ) 的 (110.7) 式 适当 改变 它 的 量子 数 记 号 后 得 出 . 按 
(82.4) ,4 等 于 总 角 动 量 玉 的 4 分量, 采用 一 阶 球 基 张 量 的 分 量 与 矢量 的 笛 卡 
儿 分 量 之 间 的 关系 式 (107. 1) ,以 及 表 9 的 317 符号 值 ( $ 106) ,可 得 下 列 对 4 为 


(mKA ANnKA) =A /77 


天 (天 +1) 





(n’'AlA,InA)» 


(87.,2) 
, .J/K -A’ 
(n’,K-1,A|AInKA) =i 
以 及 下 列 4 的 非 对 角 元 : 


RA A RA IY 


_ /I/(2K#+1)(K +A)(K-A+1), ， 、 
= MR (nAlA, +iA, In,A 1》, 


(Cn'RA 1 


(87.3) 
=i /全 (n+ 过 mA -1)， 


(n',K-1,A|AI|nK,A-1) 


= /A nAlAe +iA, ln,A -1). 


留 下 的 非 零 矩阵 元 可 以 通过 约 化 矩阵 元 的 厄 米 性 得 到 : 
(nKA ||AIn'K’A’=(n'K'A’'|AInKA). 
对 ,nm,l 坐标 系 中 的 矩阵 元 则 为 
(nAlAs -iA, ln'A’) = (nA’'l4A, +iA, InA》*, 
Cn Aim mA'lA,. lnA >". 





(n’'AlA,1lnA). 
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下 面 是 天 量 4 =z( 沿 分 子 轴 的 单位 矢量 ) 时 的 矩阵 元 特例 公式 . 此 时 有 A, 
=4, =0,4, =1, 在 ,nm,l 坐标 系 中 只 有 对 角 元 不 等 于 零 . (nA14,1n4》=1. 约 化 
矩阵 元 除 指标 天 外 对 所 有 指标 均 为 对 角 ,如 果 只 写 出 天 指标 ,我 们 有 


2K +1 
(Kln| K) = 


Re 
K 。 


(3874 
(K-11m1K》=i 





(H. Honl, F. London ,1925 ) . 对 于 人 4 三 已, 上 式 给 出 
(Kl nl K)=0,(K-1 ln K) =iVK. 
这 和 运动 于 有 心力 场 中 的 单位 矢量 矩阵 元 相 一 致 , 见 (29. 14). 

现在 再 来 看 一 下 , 当 在 自 旋 不 等 于 零 的 态 之 间 跃 迁 时 ,前 面 所 得 的 公式 应 作 
怎样 的 修改 . 重要 的 是 ,首先 应 知道 这 些 态 究竟 是 属于 情形 a 还 是 情形 b. 

如 果 这 两 个 态 都 属于 情形 a, 公 式 主 要 只 是 作 记号 上 的 更 改 . 量子 数 尺 和 
Mi 不 再 存在 ,应 换 成 总 角 动 量 7 及 其 z 轴 投 影 Mj. 另外 还 有 S 和 =A+ 了 , 故 
约 化 矩阵 元 为 

《 3 人 2 下 :| 又 | nJS0A). 

设 4 为 任 一 轨道 矢量 ( 即 不 依赖 于 自 旋 ). 其 算 符 与 自 旋 算 符 § 对 易 , 故 其 
矩阵 对 量子 数 3S 和 5, = 二 是 对 角 的 ;2 =4+ 了 工 将 随 4 一 起 变化 ( 即 Dr -0=A 
-4). (87.2) - (87.4) 式 的 改变 只 是 在 矩阵 元 中 添加 了 一 些 指 标 并 用 J 和 0 
代替 天 和 4. 例 如 ,(87.2) 第 一 式 变 成 (对 角 指 标 S 已 略 去 ) 


和 2 +1 ; 
(n'JQANANnINA)=0 i Cn’'QA1A,1nlA). 


现在 令 4 =S. 由 于 自 旋 算 符 和 轨道 角 动 量 对 易 ,也 和 哈密 顿 量 对 易 , 故 其 矩 
阵 对 n 和 A 是 对 角 的 但 对 S 和 (或 0) 为 非 对 角 . 4,,4, ,4, 分 量 的 5S, -5'， 
> “跃迁 矩阵 元 由 (27. 13) 式 给 出 , 式 中 用 S$ 和 王 代 蔡 工 和 M. 然后 用 (87.2) 和 
(87.3) 式 变换 到 %,y,z 坐标 系 , 并 用 和 0 代替 KK 和 A. 从 而 得 ,例如 (对 角 指标 
n,S 和 A 等 已 略 去 ) 

《JQ SI,0-1) = 


/27+1)(J+0)(J-0+1) , ee 
二 Nt 《QlSe+iS,10 17》 = 


_ [ss Ph i 
4J( 1) 


其 次 ,假定 两 个 态 都 属于 情形 b, 并 设 4 为 轨道 矢量 ,矩阵 元 的 计算 可 分 两 
步 完成 . 先 只 考虑 转动 分 子 而 不 计 和 人 S 和 K 的 相 加 ;矩阵 元 对 S 是 对 角 的 并 可 
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由 (87.2)(87.3) 式 确定 . 第 二 步 ,把 K 加 到 S$S 上 给 出 总 角 动 量 J ,新 矩阵 元 可 用 
普遍 公式 (109. 3 ) 得 到 , 式 中 用 居 ,S,J 代替 j,j,,J. 例如 ,对 J,K,A 对 角 的 矩阵 
元 为 
(n'JKA | A|nJKA) = 
KJS 
JK1 
应 用 表 10( $ 108) 中 的 6 符号 以 及 (87.2) 的 约 化 矩阵 元 ,最 后 可 得 
《nm'JK4141 mn7K4》= 


要 | 2J+1 J(J+1)+K(K+1)-S(S+1),,, 
| Nis RR iAlA, nd). 


情形 a 和 情形 b 的 两 态 之 间 的 跃迁 矩阵 元 ,可 用 类 近 的 方法 计算 . 这 里 不 再 


讨论 


| | (KA 1 4 | nKA). 


习 题 
1. 求 一 双 原 子 分 子 谱 项 的 斯 塔 克 分 裂 , 该 分 子 具有 恒定 的 偶 极 矩 ,该 谱 项 


属于 情形 a. 
解 : 偶 极 矩 d 在 电场 8 中 的 能 量 为 -d*' 8, 根据 对 称 性 的 考虑 , 双 原 子 分 子 
的 偶 极 矩 显然 沿 分 子 轴 ;d = dn,d 是 一 个 常数 . 取 场 的 方向 为 z 轴 ,得 -dn,e 形 
根据 以 上 导出 的 公式 求 出 风 .的 对 角 矩 阵 元 ,得 到 情形 wa 时 的 能 级 分 裂 式 由 : 
AE = -8 Mj ry 
2. 同上 题 ,但 谱 项 属于 情形 b( 并 且 Az0). 
解 : 同 法 求 得 


AEy,= -6 dM,A MI) AB tI) AR) 


2K(K+1)J(J+1) 

3. 同上 题 ,但 对 二 谱 项 . 

解 :4=0 时 线性 效应 不 再 存在 ,需要 转 入 微 扰 论 的 二 级 近似 . 一般 公式 
(38.10) 求 和 时 ,只 要 保留 这 样 一 些 项 就 可 以 了 ,这些 项 对 应 于 该 电子 谱 项 的 各 
个 转动 分 量 之 间 的 跃迁 (其 它 项 的 分 母 中 能 量 差别 比较 大 ). 因此 可 得 
| (KM |n,|K-1,M)| [KM |n, |K+1,M.) 元 


E =d?@* | 
. : br — Ebr.i b=— Ebr, 


@ 可 以 指出 的 是 ,这 个 结果 似乎 和 不 存在 线性 斯 塔 克 效 应 的 一 般 论断 ($76) 相 矛盾 . 实际 上 ,这 样 
的 矛盾 当然 是 不 存在 的 ,因为 这 里 出 现 的 线性 斯 塔 克 效 应 是 由 0Qz0 的 双重 简 并 能 级 引起 的 ,只 要 这 个 斯 
塔 克 分 裂 的 能 量 大 于 4 双 线 的 能 量 ( 8$ 88) ,以 上 所 得 的 公式 是 适用 的 . 
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其 中 的 b=BK(K+1). 经 简单 计算 后 得 
ad [K(K+1) -3M?] 


APnu = B 2K(K+1)(2K -1)(2K+3) 


888 A 双重 分 裂 


4 #0 的 谱 项 的 双重 简 并 ( $78 ) 实际 上 是 近似 的 . 它 的 产生 只 是 由 于 我 们 
直到 现在 为 止 略 去 了 分 子 转动 对 电子 态 的 影响 (以 及 略 去 了 对 自 旋 - 轨道 作用 
的 高 次 近似 ) ,这 一 点 正 是 我 们 在 以 前 的 理论 中 所 作 的 . 考虑 了 电子 态 和 转动 之 
间 的 相互 作用 以 后 ,4 关 0 的 谱 项 就 分 裂 成 为 两 个 靠 得 很 近 的 能 级 . 这 种 现象 称 
为 A 双重 分 裂 (E. Hill,J. H. van. Vleck ,R. Kronlg ,1928 ). 

现在 来 定量 地 考虑 这 个 效应 ,我 们 仍 从 单项 (S =0) 开 始 ,我 们 已 经 计算 过 
( $82 中 ) 转 动能 级 在 微 扰 论 一 级 近似 下 的 能 量 值 , 它 由 下 列 算 符 的 对 角 和 矩阵 元 
(平均 值 ) 所 确定 : 

BIER = 
计算 下 一 级 近似 时 ,必须 考虑 上 述 算 符 对 4 的 非 对 角 矩 阵 元 . 及 和 志 算 符 对 A 
是 对 角 的 ,因此 只 需要 考虑 -2BK . 工 算 符 . 

开工 和 矩阵 元 的 计算 最 好 利用 一 般 公 式 (29. 12) , 令 该 式 中 的 4 =K,B =L; 
L 和 MM 取 作 K 和 Mi, 并 把 n 改 写成 n 和 4, 其 中 的 n 代表 确 定 电子 谱 项 的 (A 以 
外 的 ) 量 子 数 集合 . 由 于 守恒 矢量 K 的 矩阵 对 nn 和 A 是 对 角 的 ,而 在 工 矢 量 所 含 
的 非 对 角 和 矩阵 元 中 4 值 的 改变 只 能 等 于 1( 参 考 $ 87 中 对 任意 矢量 4 所 讲 的 
话 ) ,利用 (87. 3) 式 ,我 们 得 : 

《PKHMKIK 工 lmn,4-1,KHM = 


-了 (n4IL +il, In,A -1) VRTAKR+I-AY. 


4 值 作 更 大 改变 的 非 零 矩阵 元 是 不 存在 的 . 

只 有 在 微 扰 论 的 第 24 级 近似 中 ,4 一 4 -1 矩阵 元 的 微 扰 效应 才能 使 + A 
态 之 间 出 现 一 个 能 量 差 . 与 此 相应 ,这 个 差 值 将 和 B”* 即 (m/M)* 成 正比 (M 为 
原子 核 质 量 ,mm 为 电子 质量 ). A >1 时 ,这 个 值 太 小 我 们 不 感 兴趣 . 因此 4 双重 
分 裂 效 应 只 对 下 面 要 考虑 的 开 谱 项 (4 =1) 才 是 重要 的 . 

4=1 时 必须 进行 二 级 近似 . 能 量 本 征 值 的 改正 可 按 一 般 公 式 (38. 10 ) 确 
定 . 该 式 求 和 项 分 母 中 的 能 量 差 呈 E, 4x - Em_1.x 形 式 . 这 些 能 量 差 中 含有 天 的 
项 相互 抵消 ,因为 原子 核 距 离 给 定 为 > 以 后 所 有 各 个 谱 项 的 转动 能 量 都 等 于 
B(r)K(K+1). 所 以 分 裂 值 AE 与 K 的 关系 完全 由 分 子 中 的 矩阵 元 平方 确定 . 这 
些 算 阵 元 平方 项 对 应 于 A 从 1 到 0 以 及 从 0 到 -1 的 跃迁 ,根据 (88.1)' 式 这 两 


(88.1) 
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人 
个 跃迁 矩阵 元 和 天 的 关系 是 相同 的 ,我 们 即 得 :IT 谱 项 的 分 裂 值 
AE = 常数 xK(K+1)， (CBS: 2.) 

式 中 的 常数 具有 B ve 的 数量 级 ,e 具有 相 邻 电子 谱 项 间 能 量 差 值 的 数量 级 . 

现在 转 癌 自 旋 不 等 于 零 的 谱 项 ("I 和 ?II 谱 项 ,更 高 的 $ 值 实际 上 找 不 到 )， 
如 采 这 个 谱 项 属于 情形 5, 则 多 重 分裂 对 转动 能 级 的 A 双 线 并 没有 影响 , 它 仍 由 
(88.2) 式 所 确定 . 

但 在 情形 a 中 , 自 旋 的 影响 就 很 重要 . 此 时 每 个 电子 谱 项 除了 用 4 外 还 要 
用 0 来 标志 . 如 果 把 4 简单 地 改 为 -A,0=A+3 值 就 要 改变 ,从 而 得 到 一 个 完 
全 不 同 的 谱 项 . 相互 简 并 的 态 是 4,2 态 和 -4, -0 态 . 这 种 简 并 性 不 但 能 被 以 
上 考虑 的 轨道 角 动 量 与 分 子 转动 间 的 相互 作用 解除 掉 , 而 且 也 能 被 自 旋 -轨道 
作用 解除 掉 . 但 总 角 动 量 沿 分 子 轴 的 投影 值 2 是 精确 守恒 的 ( 当 原 子 核 固 定 
时 ) , 它 不 能 被 自 旋 -轨道 作用 所 破坏 . 可 是 自 旋 -轨道 作用 能 够 同时 改变 A 和 
> 而 使 Q 保持 不 变 ( 也 就 是 存在 着 4 和 卫 作 相应 改变 的 牙 迁 矩阵 元 ). 这 个 效应 
的 本 身 ,或 者 和 轨道 -转动 效应 ( 它 改变 A 但 不 改变 5) 合 在 一 起 ,就 会 导致 A 
双重 分 裂 . 

让 我 们 先 考虑 II 谱 项 . 对 于 "II,, 谱 项 (A =1,3= -1/2,0 =1/2) ,同时 考 
虑 了 上 自 旋 -轨道 作用 和 轨道 - 转动 作用 以 后 (都 是 一 级 近似 ) 即 得 能 级 分 裂 . 实 

3 


际 上 ,前 一 作用 给 出 A4=1,5= -A =0, 了 = 172 的 路 迁 ,后 一 作用 则 把 A = 


0,>=172 的 态 变 成 4 = -1, 了 =1/2 的 态 , 这 个 态 与 初 态 的 差别 就 是 把 A 和 0 
部 改变 了 符号 . 自 旋 - 轨道 作用 的 矩阵 元 与 转动 量子 数 J] 无 关 , 轨 道 - 转动 作用 
本 7 的 关系 则 由 (88.1) 式 确定 ,该 式 中 ( 根 号 中 ) 的 KK 和 4 应 该 改 成 J 和 0. 因 
此 对 LI” 谱 项 的 4 双重 分 裂 讲 来 ,得 下 列表 式 : 


AE,s = 常数 x (J+ 廊 】， (88.3) 


其 中 的 常数 ~AB/e. 另 一 方面 I, 谱 项 的 分 裂 只 能 在 高 级 近似 中 找到 ,因此 实 
际 上 AE =0. 
最 后 ,我 们 来 考虑 II 谱 项 . 对 于 II 谱 项 (A =1,3= -1) ,考虑 了 自 旋 - 轨 
道 作用 的 二 级 近似 后 可 得 能 级 分 裂 ( 由 于 A=1,3= -1-A =0,5=0-A = 
-1,2=1 的 跃迁 ). 据 此 ,这 种 情形 下 的 4 双重 分 裂 完 全 与 / 无关 : 
AE, = 常数 ~ A’/e. (88.4) 
对 于 II, 谱 项 ,5=0, 因 此 自 旋 对 分 裂 没有 影响 ,我 们 仍 得 (88.2) 那 样 的 公式 , 式 
中 的 要 改 成 J: 
A = 常数 . J(J+1). (88.5) 
对 II, 谱 项 需要 应 用 更 高 级 的 近似 ,因此 可 令 AE, =0. 
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4 双重 分 裂 所 得 的 一 个 能 级 总 是 正 的 , 另 一 个 是 负 的 ,这 一 点 已 经 在 § 86 
中 讨论 过 . 研究 了 分 子 波 函 数 以 后 ,可 以 确立 起 正 负 能 级 的 交替 规则 . 我 们 只 在 
这 里 给 出 它 的 研究 结果 由. 我 们 发 现 , 如 果 对 某 个 了 值 , 正 能 级 处 于 负 能 级 的 下 
面 ,那么 在 J+1l 的 双 线 中 这 个 次 序 就 反 过 来 , 正 能 级 位 于 负 能 级 的 上 面 ,并 依 此 
类 推 . 正 负 能 级 次 序 随 着 总 角 动 量 值 的 依次 变化 而 交替 地 变化 . 这 里 所 讲 的 是 情 
形 a 的 谱 项 ,情形 4 中 这 一 点 也 能 成 立 ,不 过 依次 变化 的 是 角 动 量 值 K. 


习 题 


求 A 谱 项 的 4 分 裂 
解 :现在 这 个 效应 出 现 于 微 扰 论 的 四 级 近似 中 . 它 与 天 的 关系 由 四 个 
〈88. 1) 短 阵 元 的 乘积 所 确定 ,这 些 短 阵 元 的 4 值 改变 依次 为 :2 一 1,1 一 0,0 一 
-1, -1 一 一 2. 它 给 出 
AE = 常数 x(K-1)K(K+1)(K+2), 
其 中 的 常数 ~B /e. 


$ 89 原子 间 的 远 距 作用 


我 们 来 考虑 两 个 相隔 很 远 (相对 于 它们 的 大 小 ) 的 原子 , 求 它们 之 间 的 相互 
作用 能 量 . 换 句 话说 ,我 们 来 求 当 原 子 核 间距 很 大 时 电子 谱 项 U,(7) 所 能 具有 的 
形式 . 

为 了 求解 这 个 问题 ,我 们 应 用 微 扰 论 ,把 两 个 孤立 原子 看 作 未 微 扰 系统 , 它 
们 间 的 电 作用 势能 则 看 作 微 扰 算 符 . 根据 静电 学 我 们 知道 , ( 见 《 场 论 》$41， 
$ 42 ) ,两 个 相距 很 远 的 带电 系统 之 间 的 电 作用 可 以 按 1/r 的 寡 展 开 , 这 个 展 
开 式 中 的 依次 各 项 相当 于 这 两 个 系统 之 间 的 总 电荷 作用 、 偶 极 矩 作用 以 及 四 极 
和 矩 作 用 ,等 等 . 对 中 性 原子 讲 来 总 电荷 等 于 零 . 这 个 展 式 是 从 偶 极 - 偶 极 作用 
( ~1/r) 开 始 的 ,其 次 是 偶 极 - 四 极 项 ( ~ 1r) ,四 极 -四 极 ( 和 偶 极 - 八 极 ) 项 
(Cle) , 等 等 . 

我 们 先 假定 两 个 原子 都 处 于 S 态 , 很 易 证 明 , 在 微 扰 论 的 一 级 近似 中 ,这 两 
个 原子 间 无 相互 作用 . 原子 间 的 相互 作用 能 是 由 微 扰 算 符 对 未 微 扰 系 统 波 函 数 
(等 于 这 两 个 原子 波 函 数 的 乘积 @) 的 对 角 和 矩 阵 元 确定 的 .但 在 S 态 中 ,这 些 对 角 
矩阵 元 也 就 是 偶 极 矩 和 四 极 矩 等 等 的 平均 值 ,它们 都 等 于 零 ; 这 一 点 可 以 根据 对 
称 性 的 考虑 直接 得 知 ,因为 $ 态 中 原子 的 电荷 分 布 是 球 对 称 的 . 因此 在 微 扰 论 的 


可 参考 E. Wigner,E. Witmer, Zeitschrift fiir Physik ,51 ,859 ,1928. 
@g， 我们 略 去 了 随 着 距离 作 指数 式 误 减 的 交换 效应 ;参考 $62 题 1 及 8$81 例题 . 
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一 级 近似 中 , 微 扰 算 符 展 为 1Xr 的 短 级 数 后 每 一 项 的 贡献 都 等 于 零 @. 
二 级 近似 中 ,我 们 只 需要 保留 微 扰 算 符 中 的 偶 极 作用 项 ,因为 这 一 项 当 7 增 
大 时 衰减 得 最 慢 ,该 项 为 


> = "ds +3tdi" n)(d,.n) 


3 » 
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n 为 原子 连 线 的 单位 矢量 . 由 于 偶 极 矩 的 非 对 角 和 矩阵 元 一 般 讲 来 不 等 于 零 ,我 们 
在 微 扰 论 的 二 级 近似 中 所 得 的 非 零 结果 是 V 的 二 次 式 , 也 就 是 正比 于 1/r. 我 们 
早已 知道 ,最 低 本 征 值 的 二 级 近似 改正 总 是 负 的 ($38). 因此 我 们 得 两 个 基态 
原子 的 下 列 相 互 作 用 能 表 式 : 


(89.1) 


U(r) = _ 币 数 (89.2) 





其 中 的 常数 取 正 值 包 (F. London ,1928 ). 

因此 两 个 处 于 S 基态 相距 较 远 的 原子 以 反比 于 其 距离 的 7 次 方 的 引力 
( -dVXdr) 彼 此 相 吸 . 远 距离 的 原子 的 这 种 引力 通常 称 为 范 德 瓦尔 斯 力 . 这 个 力 
使 得 电子 谱 项 势能 曲线 上 出 现 一 个 极 小 值 ,即使 这 两 个 原子 不 能 形成 稳定 分 子 ， 
但 是 曲线 下 陷 不 多 (深度 只 有 一 个 电子 伏 的 几 十 分 之 一 甚至 几 百 分 之 一 ) ,而 且 
其 位 置 在 几 倍 于 稳定 分 子 的 原子 间距 处 ， 

如 有 宁 只 有 一 个 原子 处 于 S$ 态 ,所 得 的 相互 作用 能 仍 为 (89.2) 式 ,因为 一 级 
近似 等 于 零 只 需 一 个 原子 的 偶 极 矩 (和 其 它 的 矩 ) 等 于 零 就 足够 了 . (89.2) 式 中 
的 常数 不 但 依赖 于 这 两 个 原子 的 态 , 而 且 还 依赖 于 两 者 的 相对 取向 ,也 就 是 依赖 
于 角 动 量 沿 原子 连 线 的 投影 值 0. 

如 朱 两 个 原子 都 具有 不 等 于 零 的 轨道 角 动 量 和 总 角 动 量 ,情况 就 不 同 了 . 偶 
极 矩 对 任意 原子 态 的 平均 值 都 等 于 零 ( 875) ,但 是 四 极 和 矩 对 L 关 0. J 关 0 或 172 
的 态 的 平均 值 不 等 于 零 . 因此 微 扰 算 符 中 的 四 极 - 四 极 项 在 一 级 近似 中 给 出 不 
等 于 零 的 结果 ,原子 间 的 相互 作用 能 现在 不 是 按 距 离 的 6 次 方 误 减 而 是 按 5 次 
方 衰减 的 : 

U(r) -让 (89.3) 
式 中 的 常数 可 以 是 正 的 也 可 以 是 负 的 ,也 就 是 既 有 吸引 的 也 有 排斥 的 . 和 以 前 的 
情形 一 样 ,这 个 常数 不 但 依赖 于 原子 态 ,而 且 也 依赖 于 这 两 个 原子 所 组 成 的 系统 


山 当然 ,这 并 不 导致 原子 相互 作用 能 量 的 平均 值 正好 等 于 零 . 它 随 着 距离 作 指数 式 衰减 ,也 就 是 训 
减 得 比 1 的 任何 有 限 次 寡 来 得 快 ,从 而 展 式 的 每 项 为 零 . 这 是 因为 相互 作用 算 符 的 多 极 矩 展开 本 身 , 就 
包含 了 这 两 个 原子 的 电荷 相距 甚 远 的 假定 ,而 在 量子 力学 中 ,电子 的 密度 分 布 即使 在 远 距 离 处 也 具有 有 
限 的 (然而 是 指数 式 小 的 ) 值 . 

四 例如 ,对 两 个 氨 原 子 而 言 这 个 常数 (用 原子 单位 ) 等 与 6.5, 氨 原子 时 为 1.5, 氧 为 68, 氨 为 150. 
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一 个 特殊 情形 是 两 个 相同 原子 处 于 不 同 状态 时 的 相互 作用 . 此 时 的 未 微 扰 
系统 (两 个 扳 立 原子 ) 由 于 存在 着 交换 原子 态 的 可 能 性 而 具有 附加 简 并 . 与 此 相 
应 ,一 级 近似 的 修正 值 要 用 久 期 方程 求 出 ,此 方程 中 不 但 出 现 微 扰 的 对 角 和 矩阵 元 
而 且 还 有 非 对 角 和 矩阵 元 . 如 果 这 两 个 原子 态 的 宇 称 相 异 ,同时 角 动 量 工 相差 +1 
或 0( 但 不 都 等 于 0)( 对 了 也 有 同样 的 限制 ) ,那么 对 这 两 个 态 之 间 的 路 迁 讲 来 ， 
偶 极 矩 的 非 对 角 和 矩阵 元 一 般 来 说 不 等 于 零 . 因此 从 微 扰 算 符 的 偶 极 项 中 即 可 求 
得 一 级 近似 的 效应 . 原子 间 的 相互 作用 能 此 时 就 和 1/r 成 正比 : 


U(r) = - 折 数 (89.4) 


式 中 的 常数 可 正 可 负 . 

但 在 通常 情况 下 ,我 们 感 兴 趣 的 原子 间 相 互 作用 往往 要 对 角 动 量 的 所 有 可 
能 取向 求 平均 (例如 ,对 于 气体 中 的 原子 间 的 相互 作用 ). 经 过 这 样 的 平均 以 后 ， 
所 有 多 极 抢 的 平均 值 都 等 于 零 ,因而 在 原子 间 相 互 作用 中 , 微 扰 论 一 级 近似 中 所 
有 多 极 矩 的 线性 效应 也 都 等 于 零 . 于 是 近 距 离 原 子 间 的 平均 相互 作用 力 总 是 遵 
循 (89.2) 式 的 规律 . 

我 们 来 进一步 考虑 一 个 原子 和 一 个 离子 相互 作用 的 类 似 问 题 , 在 微 扰 论 的 
一 级 近似 中 ,这 个 相互 作用 由 离子 库仑 场 中 的 四 极 和 矩 能 量 算 符 (76. 8) 的 平均 值 
给 出 . 由 于 该 场 的 势 p ~1/r, 原 子 与 离子 相互 作用 能 量 正 比 于 1/r .但 是 这 个 效 
应 仅 当 该 原子 具有 平均 四 极 矩 时 才 存 在 . 即使 如 此 , 当 对 角 动 量 的 所 有 方向 取 
平均 以 后 , 它 还 是 等 于 零 . 

以 1/r 为 客 次 的 不 总 是 等 于 零 的 下 一 级 相互 作用 项 ,出 现在 对 偶 极 矩 算 符 
(76.1) 而 言 的 二 级 微 扰 论 中 . 由 于 离子 场 强 ~ 1/r ,这 种 相互 作用 能 正比 于 
1Mr . 它 可 通过 原子 (处 于 S$ 态 ) 极 化 率 a 表 成 


U= -是 (89.5) 
如 果 原 子 处 于 基态 ,这 个 能 量 ( 和 所 有 的 基态 能 量 修正 一 样 ) 是 负 的 , 亦 即 原子 
和 离子 间 具 有 吸引 力 包 . 


@ 这 个 规律 是 以 非 相 对 论 理论 为 基础 导出 的 . 它 仅 当 电磁 作用 的 推迟 效应 不 重要 时 才 是 正确 的 . 
为 此 ,原子 间距 r 必须 小 于 c/wo, ,wo 是 原子 激发 态 和 基态 之 间 的 跃迁 频率 . 计 及 推迟 效应 的 原子 间作 用 
见 第 四 卷 $ 85. 

@ 一 个 原子 和 一 个 远 距离 的 电子 间 也 有 类 似 的 引力 . 这 种 引力 就 是 该 原子 具有 吸附 一 个 电子 形成 
负离子 能 力 的 原因 (结合 能 从 几 分 之 一 到 几 个 电子 伏 ). 并 不 是 所 有 的 原子 具备 这 种 能 力 , 因 为 在 一 个 远 
距离 处 作 1/r (或 14r ) 误 减 的 场 中 ,对 应 于 电子 的 束缚 态 的 能 级 数 总 是 有 限 的 ,特殊 情况 下 可 以 等 于 零 . 
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习 题 
推 寻 处 于 S 态 的 两 个 相同 原子 间 的 范 德 瓦 尔 斯 力 公式 ,用 偶 极 矩 的 矩阵 元 
表 出 . 
解 :把 微 扰 论 一 般 公 式 (38.10) 应 用 到 (89.1) 式 的 算 符 即 可 求 得 解答 . 鉴于 
S 态 原 子 的 各 向 同性 ,可 以 事先 知道 , 当 对 所 有 的 中 间 态 求 和 时 ,矢量 d, 和 4d, 的 
三 个 分 量 的 矩阵 元 平方 给 出 同样 的 贡献 ,不 同 分 量 的 乘积 项 则 等 于 零 . 结果 为 
6 (nld,10)*(n’ld.10)? 
ee 2 A 
其 中 Fo 和 巨 , 为 原子 基态 能 量 和 激发 态 能 量 的 未 微 扰 值 ,由 于 假定 基态 中 L=0, 
‘nl1d,10) 适 阵 元 仅 当 跃迁 到 P 态 (了 =1) 时 才 不 等 于 零 . 应 用 (29.7) 式 ,得 UKr) 
的 了 最终 形 式 为 
__2 ‘nl | dl 00 (n'l [alo0) 
ed 2 -es We 
式 中 约 化 矩阵 元 和 能 级 的 指标 nL 硬木 糙 村 可 了 值 , 第 一 个 指标 代表 确 
定 该 能 级 所 需 的 其 余 量子 数 集合 . 
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本 草 所 述 双 原子 分 子 理论 的 一 个 基本 前 提 是 假定 了 分 子 波 函 数 分 离 成 为 一 
个 电子 波 函 数 (以 核 距 为 参量 ) 和 一 个 核 运动 波 函 数 的 乘积 . 这 种 假定 相当 于 在 
分 子 的 精确 哈密 顿 量 中 略 去 了 某 些小 项 ,这 些 项 相当 于 电子 和 核 运 动 的 相互 
作用 . 

当 用 微 扰 论 计 及 这 些 项 后 ,就 会 出 现 不 同 电子 态 间 的 跃迁 . 当 路 迁 态 中 至 少 
有 一 个 是 属于 连续 谱 的 态 时 , 它 在 物理 上 特别 重要 . 

图 30 中 给 出 了 两 个 电子 谱 项 的 势能 曲线 (更 确切 地 说 ,是 分 子 的 给 定 转动 
人 态 中 的 有 效 势能 U, 曲 线 ). 能 量 E'( 图 30 中 第 二 条 水 
平 虚线 ) 代 表 处 于 电子 态 2 的 一 个 稳定 分 子 的 某 个 振 
动能 级 . 在 电子 态 1 中 ,这 个 能 量 处 于 连续 谱 范围 内 . 
换 句 话说 ,从 态 2 到 态 1 时 这 个 分 子 就 会 自动 分 解 ， 
这 种 现象 称 为 预 离 解 由 由 于 预 离 解 的 存在 , 像 曲线 2 
那样 的 离散 谱 状态 实际 上 只 有 有 限 的 寿命 ,这 就 意味 2 站 
者 离散 能 级 变 宽 了 ,也 就 是 具有 一 定 的 宽度 ( 见 8$44 . 
未 ). 图 30 





中 曲线 1 的 极 小 值 也 有 可 能 根本 不 存在 ,如 果 它 对 应 于 原子 间 的 纯 斥 力 的 话 . 
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太一 方面 ,如 果 总 能 量 E 位 于 这 两 个 态 的 离 解 极限 之 上 (图 30 中 第 一 条 水 
平 虚线 ) ,从 一 态 到 男 一 态 的 跃迁 相当 于 所 谓 第 二 类 碰撞 . 例如 1 一 2 的 跃迁 意 
味 看 两 个 原子 的 碰撞 ,其 结果 是 使 两 个 原子 处 于 激发 态 ,并 以 减少 了 的 动能 分 开 
( 当 一 % 时 ,曲线 1 在 曲线 2 的 下 面 ,VU,(% ) -UVU(%w ) 之 值 就 是 原子 的 激发 能 
量 ). 

由 于 原子 核 的 质量 很 大 ,它们 的 运动 是 准 经 典 的 . 因此 所 考虑 的 跃迁 概率 问 
是 属于 $52 中 讨论 过 的 那 一 类 . 根据 该 节 中 的 一 般 考虑 可 以 知道 ,跃迁 概率 主 
要 由 经 典 跃迁 点 山 确定 ,由 于 双 原 子 系统 (分 子 ) 的 总 能 量 在 牙 迁 中 守恒 ,“ 经 典 
可 能 的 条 件 是 两 个 有 效 势 能 相等 :Un (r) = Up(r). 又 由 于 分 子 的 总 角 动 量 守 
人 恒 ,两 态 的 离心 能 相同 ,因此 这 个 条 件 意味 着 势能 相等 : 

U(r) =U,(r), (90.1) 
不 再 含有 角 动 量 . 

如 采 (90. 1) 式 在 经 典 允许 区 (E > Uj, ,Van 的 区 域 ) 内 无 实 根 ,根据 $ 52 ,路 
迁 概率 是 一 个 指数 式 的 小 量 @. 仅 当 势能 曲线 相交 于 经 典 允许 区 时 (如 图 30 所 
不 ) ,跃迁 概率 才 是 显著 的 . 此 时 (52. 1) 式 中 的 指数 寡 等 于 零 (该 式 也 就 不 再 适 
用 ) ,跃迁 概率 将 由 下 面 导出 的 非 指数 表 式 确定 . 这 时 条 件 (90. 1) 可 作 如 下 解 
释 . 如 采 势 能 (和 总 能 ) 相同 ,两 者 的 动量 也 就 相同 . 条 件 (90. 1) 也 可 写成 下 列 
形式 

EE (90.2) 
P 征 原 子 核 相对 径 向 运动 的 动量 ,下 标 1 和 2 代表 两 个 电子 态 . 我 们 就 可 以 这 样 
说 ,跃迁 发 生 时 刻 两 个 原子 核 的 距离 及 其 相对 动量 都 保持 不 变 ( 这 称 为 弗 兰 
克 - 康 登 原理 ). 从 物理 上 讲 , 这 是 由 于 电子 速度 远大 于 核 速 度 , 在 “电子 跃迁 期 
间 “两 个 原子 核 的 位 置 或 速度 不 会 有 显著 的 改变 . 

不 难 确 立 所 考虑 跃迁 的 选择 定 则 . 首先 ,我 们 有 两 个 明显 的 精确 定 则 . 总 角 
动量 ] 以 及 谱 项 的 符号 ( 正 或 负 ; 见 $86) 在 跃迁 中 不 能 改变 ,这 是 因为 总 角 动 
量 的 守恒 以 及 坐标 系 反 演 下 波 函 数 行为 的 不 变 是 任意 (封闭 的 ) 多 粒子 系统 的 
精确 定律 . 

其 次 , 宇 称 相 异 态 之 间 的 禁 戒 跃迁 定 则 (由 相同 原子 组 成 的 分 子 ) 也 是 近乎 
精确 的 . 态 的 宇 称 可 以 由 核 自 旋 和 谱 项 符号 唯一 地 确定 . 谱 项 符号 的 守恒 是 一 个 
精确 的 定律 ,而 核 自 旋 是 近乎 守恒 的 ,因为 它 和 电子 的 作用 非常 弱 . 


QD 或 者 是 势能 变 成 无 穷 大 的 r=0 点 . 

四 ”如 果 参 与 跃迁 的 分 子 谱 项 可 由 两 对 不 同 的 原子 态 来 实现 ( 见 $85 末 ), 亦 即 势 能 曲线 在 远 距离 
处 可 以 分 裂 成 为 两 支 时 ,就 会 出 现 一 种 特殊 情况 . 此 时 的 跃迁 概率 相当 大 . 一 个 例子 见 A. H. BopoHma ,E. 
E. HHKHTHH ,OITHKa nu crexTp. 1968. T. 25. C. 803. 
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要 求 势能 曲线 必须 要 有 一 个 交点 ,这 就 意味 着 两 个 谱 项 必须 具有 不 同 的 对 
称 性 ( 见 $79). 我 们 来 考虑 微 扰 论 一 级 近似 下 实现 的 跃迁 , (只 能 在 高 次 近似 下 
实现 的 跃迁 , 它 的 概率 比较 小 ). 首先 要 注意 的 是 ,哈密 顿 量 中 导致 此 跃迁 的 项 
正好 就 是 引起 能 级 的 4 双 线 的 项 . 这 些 项 中 首先 有 自 旋 - 轨道 作用 项 . 它们 是 
两 个 轴 矢 量 的 乘积 ,一 个 具有 上 自 旋 性 质 ( 即 由 电子 自 旋 算 符 组 成 ) , 另 一 个 具有 


坐标 性 质 . 但 要 强调 指出 ,这 两 个 矢量 并 不 是 简单 地 等 于 $S 和 工 矢量 . 它们 对 于 
S 和 A 改变 0, +1 的 跃迁 具有 非 零 的 矩阵 元 ,其 中 AS 和 AA 都 等 于 零 (同时 A 
0) 的 情形 应 该 除去 ,否则 谱 项 的 对 称 性 将 在 跃迁 中 保持 不 变 . 两 个 二 谱 项 间 
的 跃迁 只 有 当 一 个 为 了 * 另 一 个 为 并 -时 才 是 可 能 的 ,因为 一 个 轴 矢 量 只 对 Y， 
和 站 -之 间 的 跃迁 才 有 非 零 矩阵 元 ( 见 $ 87). 

哈密 顿 量 中 对 应 于 分 子 转动 与 轨道 角 动量 相互 作用 之 项 是 与 了 工 成 正比 
的 , 它 的 矩阵 元 对 于 A4 = +1 而 自 旋 不 变 的 跃迁 不 等 于 零 ( 只 有 矢量 的 < 分 量 
L, 具 有 AA =0 的 矩阵 元 ,但 是 L, 对 于 电子 态 是 对 角 的 ). 

除了 以 上 考虑 过 的 那些 项 以 外 ,还 有 来 自 核 动 能 算 符 ( 对 核 坐标 微 商 的 算 
符 ) 的 微 扰 , 这 个 算 符 不 但 作用 于 核 波 函数 上 而 且 作 用 于 以 7 为 参量 的 电子 波 函 
数 上 . 哈密 顿 量 中 的 这 个 相应 项 与 未 微 扰 哈密 顿 量具 有 同样 的 对 称 性 . 因此 它 只 
能 导致 对 称 性 相同 的 电子 谱 项 间 的 跃迁, 由 于 这 两 个 谱 项 并 不 相交 , 它 的 跃迁 概 
率 小 得 可 以 忽略 . 

现在 来 进行 跃迁 概率 的 具体 计算 . 为 确定 起 见 ,我们 考虑 第 二 类 碰撞 . 根据 

一 般 公 式 (43.1) ， 人 


2 
Ww = 工 | 这 V(r)xndr 


其 中 的 x =ryw (ww 为 原子 核 径 向 运动 波 函 数 ),V(r) 是 微 扰 能 量 ; 我 们 已 把 
(43. 1) 式 中 的 vw 取 作 能 量 E 并 且 对 它 进 行 了 积分 . 末 态 波 函 数 xwn, 应 按 能 量 的 6 
函数 归 一 化 . 经 过 这 样 的 归 一 化 后 ,(47.5) 中 的 准 经 典 函 数 具 有 下 列 形式 : 


pm = eos (4 por -于 ) (90.4) 


归 一 化 因子 已 按 $21 ee 初 态 波 函 数 可 以 写成 下 列 形式 : 
em 全 | pidr — 2 (90.5) 


(90.3) 





它 是 这 样 归 一 化 的 ,使 得 (90. et 每 个 行 波 的 流 密 度 
都 等 于 1;v, 和 vw, 是 原子 核 相对 径 疝 运动 的 速度 . 当 把 这 些 函 数 代 和 人 (90. 3) 式 
后 , 即 得 量 纲 为 1 的 跃迁 概率 w. 它 可 以 看 作 原 子 核 两 次 通过 r= 点 的 跃迁 概 
率 (7 为 能 级 的 交 上 后 ). 要 记 住 ,(90.5) 的 波 函 数 在 某 种 意义 下 相当 于 两 次 通过 
该 点 ,因为 它 同 时 含有 人 射 行 波 和 反射 行 波 . 
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由 函数 (90.4) 和 (90.5) 所 构成 的 Y(r) 的 矩阵 元 中 ,被 积 函 数 内 含有 余弦 
果 数 的 乘积 ,这 个 乘积 可 以 化 成 宗 量 为 原来 宗 量 之 和 及 差 的 两 个 余弦 函数 之 和 . 
在 谱 项 交点 rn 故 得 


气 || oos (十 下 pidr -一 od | 








离开 交点 时 积分 很 ped 6 =7 一 nn 的 帘 级 数 
并 对 二 从 -om 到 +o 积分 (余弦 函数 前 的 缓 变 因 子 此 时 可 用 r= 处 的 值 来 代 
蔡 ). 考虑 到 交点 处 p, =p, , 即 得 : 

1 7 dp, Pe)e 


nk Ra a 
其 中 的 So 等 于 7 硬 点 处 这 两 个 各 分 值 之 差 . 动量 的 微 商 可 通过 力 下 = - dU/dr 
表达 出 来 . 对 等 式 生 +U - 2 + (为 原子 核 折合 质量 ) 取 微 商 后 可 得 


-i 
-dr ”dr 


= = 


因此 





| 人 ed 5 
| pidr - 国 Padr 溯 So + 一 2， 
v 为 vz 和 vw 在 交点 处 的 公共 值 . 利用 以 下 的 熟知 公式 进行 积分 : 
厂 cos(aw +BE )dé = Sea+T), 
结果 得 


/11 三 一 < 


8 厂矿 2 So TT 
ye 全 + 本 | (90.6) 


So/ 友 是 一 个 很 大 的 量 并 随 能 量 E 很 快 地 变化 . 因此 即使 对 一 段 不 大 的 能 量 

间隔 加 以 平均 后 ,余弦 的 平方 就 可 用 它 的 平均 值 来 代替 . 结果 得 下 列 公 了 
二 
fo|F,-F,| 

(元 .区 朗 道 ,1932). 式 右 的 所 有 各 量 均 取 势能 曲线 交点 处 的 值 . 

应 用 于 预 离 解 时 ,我们 感 兴趣 的 是 分 子 在 单位 时 间 内 的 离 解 概率 . 振动 着 的 
原子 核 在 单位 时 间 内 有 2 x > 一 次 通过 r =o 点. 因此 所 求 的 预 离 解 概率 等 于 w 
(通过 两 次 的 概率 ) 乘 以 w/2m, 即 等 于 

2 
jw|F, —F | 

对 于 所 作 的 这 些 计 算 应 作 以 下 说 明 . 谈 到 谱 项 的 相交 时 ,我 们 所 指 的 谱 项 是 


(90.7) 


(90.8) 
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指 分 子 中 电子 运动 的 “未 微 扰 哈密 顿 量 刀 的 本 征 值 ,并 没有 把 导致 跃迁 的 六 项 
计算 在 内 . 如 果 在 哈密 顿 量 中 包括 了 了 项 , 谱 项 就 不 可 能 相交 ,势能 曲线 要 略为 
分 开 , 如 图 31 所 示 . 这 是 在 $79 中 我 们 从 略为 不 同 的 观点 得 到 的 结论 . 


设 Uj,(r) 和 Uj,(7) 为 算 符 五 的 两 个 本 征 值 (其 中 的 
r 看 作 参 量 ). 在 Uj (r) 和 U(r) 曲线 交点 7, 的 邻 域内 ， 


我 们 必须 用 $79 中 所 示 的 方法 去 求 所 + 广 算 符 的 本 征 
值 UV(7) ,结果 得 


1 
Us sr) Sl Uj + Lp 和 





1 
nt Ci U, 下 Vs i Wr) 下 ， 


式 中 各 量 都 是 7 的 函数 ,U(r) 函数 (上 式 根 号 前 取 正 号 ) 
相当 于 图 31 中 上 面 一 条 连续 曲线 (1' 一 2) ,U(r) 相 当 于 下 面 一 条 曲线 (2' 一 
1). Vi 和 Vs 答 阵 元 可 以 分 别 归 入 Vj 和 Vj, 函数 的 定义 中 ;Vs 可 简 记 为 V(r), 上 
式 变 成 
= Uj, + U,) + 了 VC 机 -U,) +4V,， (90.9) 
能 级 间距 为 
本 = (UU = UY 4: (90. 10) 
由 此 可 见 , 如 有 果 两 态 间 有 跃迁 (V0) ,能 级 的 相交 就 不 存在 . 曲线 间 的 最 短 距 离 
位 于 r=m 处 ,该 处 的 Vi = U0, , 故 得 
(A ,=| (90.11) 
在 这 点 附近 ,我 们 把 差 值 Ci - UV);, 展 为 &=r -7 的 备 级 数 , 令 
Un=—ty=U -UE -2), 
其 中 下 = =-(dydr) ;出 
AU = /(F,-F)é +4V(r,). (90. 12) 
(90. 11) 和 (90. 12) 式 是 在 只 考虑 两 个 态 的 情况 下 导出 的 ,这 两 式 的 成 立 要 
求 (AV) ,必须 小 于 其 它 谱 项 的 间距 . (90.7) 式 作为 牙 迁 概率 必须 满足 后 面 更 
为 严格 的 条 件 (90. 19). 如 果 后 一 条 件 并 不 满足 , 仍 容 许 只 考虑 两 个 态 ,但 不 能 
用 通常 微 扰 论 计算 跃迁 概率 ,这 种 情形 下 需要 更 一 般 的 处 理 . 
如 采 我 们 只 考虑 交点 的 邻 区 并 把 核 运 动作 准 经 典 处 理 , 那 么 系统 哈密 顿 量 
中 的 核 速度 算 符 可 用 常数 "代替 ,坐标 > 可 以 作为 时 间 的 函数 满足 经 典 方程 dr/ 
dt =2 亦 即 上 =r-m =u 计算 路 迁 概率 的 问题 就 化 成 求解 电子 波 函 数 所 满足 的 
波动 方程 , 它 的 哈密 顿 量 显 含 时 间 :: 
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访 字 =[ 冯 (1) + 了 (0)] (90. 13) 


令 汪 ,和光 ,为 对 应 于 曲线 a 和 5b 的 电子 态 的 波 函 数 . 它们 是 下 式 之 解 


(H, + Vy,, = Us Cth x 
却 中 上 是 一 个 参量 . 把 (90. 13 ) 之 解 取 作 下 列 形式 : 
VV=a(ti)y, +b(t) vy,. (90.14) 
如 有 果 方 程 按 :一 - % 时 a=1,0=0 的 边界 条 件 求解 , 则 |2(o ) | 给 出 分 子 
进入 y, 态 的 概率 ,代表 原子 核 通 过 r= 点 时 从 曲线 a 到 曲线 b 的 跃迁 . 同 理 ， 
la(% )| =1 -|b(% ) | 为 分 子 仍 留 于 曲线 a 的 概率 . 两 次 通过 "点 (两 核 先 接 
. 近 再 分 开 ) 的 过 程 中 从 曲线 a 到 曲线 的 跃迁 可 以 有 两 种 方式 :a 一 bb( 接 近 时 
有 1 一 1 跃迁 ,分开 时 分 子 留 在 1'2 曲线 上 ) ,或 者 o 一 ca 一 5( 接 近 时 1 一 2', 分 开 
时 2 一 2) ,因此 所 求 的 跃迁 概率 为 
w=2|b(%)| [1- 1b(%)|], (90. 15) 
却 中 引用 了 这 样 的 事实 , 即 通过 > =m 点 的 跃迁 概率 当然 和 运动 方向 无 关 . 
b(% ) 的 值 可 以 用 $53 中 描述 的 方法 求 出 ,不 必 直 接应 用 (90. 13 ) 式 @. 为 


此 ,我 们 注意 到 UV,(t) 和 UU, (it) 曲线 相交 于 下 列 虚 点 : 
1 村 2|V| cai 。 
Ne de (90.16) 


对 很 大 的 负 i 值 ,(90.14) 中 的 系数 a(t) 具 有 下 列 “ 对 时 间 为 准 经 典 ” 的 形式 : 
a(t) =exp1 -= Un) de 
在 t 复 平面 上 ,我 们 从 左 实 轴 出 发 沿 着 “ 准 经 典 ”" 条 件 总 能 满足 的 回 线 到 达 右 实 


轴 , 由 于 UV, < UV ,所 取 回 线 一 定 在 上 半 平 面 内 绕 过 WW? 点 (参考 §53). a(i) 函数 
就 变 成 8(1) ,而 


a Sy Em + vWDa]} = 


exp1 一 二 Im 三 Ard] 
上 可 取 实 轴 上 任 一 点 ,例如 4 =0, 按 (90. 12) ,我 们 有 
KAU CP = Yo £4. (90.17) 
作 替 换 t=ir 后 所 求 积 分 变 成 


QD $53 中 ,我 们 假定 了 过 程 是 完全 绝热 的 ,因此 求 得 的 概率 是 指数 式 小 量 . 但 在 目前 情形 下 , 当 两 
核 就 在 nm 点 的 邻 域内 ,它们 的 速度 "如果 不 足够 小 的 话 ,这 个 条 件 可 能 被 破坏 . 可 是 ,根据 $52 和 §53 中 
的 分 析 可 以 清楚 地 看 到 ,对 该 法 本 身 的 可 用 性 而 言 , 只 有 下 列 两 点 是 重要 的 , 即 当 |:| 大 时 的 绝热 性 以 及 
只 限于 两 个 能 级 . 
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3 4V -(F,-F,)vr dr -i 
由 此 我 们 得 到 跃迁 概率 的 下 列 最 终 表 式 : 


2 2 
sol gr FT) | a (90.18) 


(C.Zener,1932). 我们 可 以 看 出 ,在 两 种 极限 情形 下 跃迁 概率 都 变 得 很 小 . 当 
六 >> v1F, -了 1 时 , 它 是 一 个 指数 式 小 量 ( 绝 热情 形 ) ; 当 
sg ly (90.19) 

时 (90. 18) 变 成 (90.7) 式 . 由 (90. 17) 式 知 ,7 ~ |V|/(1F, -Fl1v) 是 原子 核 通过 
交点 的 “通过 时 间 ” 相 应 的 频率 为 mw, ~1/7, 以 上 两 种 极限 情形 能 否 达 到 ,由 fw， 
和 该 问题 中 的 特征 能 量 |V| 之 间 的 关系 来 确定 . 

最 后 ,我 们 来 考虑 一 个 类 似 于 预 离 解 的 现象 , 称 为 双 原 子 分 子 光 谱 中 的 微 
扰 . 如 果 有 两 个 离散 的 分 子 能 级 ,和 E, ,对 应 于 两 个 相交 的 电子 谱 项 ,彼此 靠 得 
很 近 ,那么 这 两 个 电子 态 之 间 的 跃迁 可 能 性 会 引起 能 级 的 位 移 . 根据 微 扰 论 的 一 
般 公 式 (79.4) ,位 移 能 级 的 表 式 为 
E,+E, ey 
J | 2 
式 中 的 Vijw 是 分 子 态 1 和 2 之 间 牙 迁 的 微 扰 矩 阵 元 ;和 矩阵 元 Vijw 和 Vw 显然 已 包 
括 在 bk, 和 EE, 内. 由 上 式 可 知 ,这 两 个 能 级 背 向 移动 而 分 开 ( 高 能 级 上 升 另 一 能 级 
下 降 ). 差 值 1E, -E,1 愈 小 位 移 量 则 愈 大 . 

矩阵 元 六 axw 的 计算 方法 是 和 确定 第 二 类 碰撞 的 概率 所 用 的 方法 相同 . 唯一 
的 差别 是 ,现在 的 波 函 数 xw 和 xm 都 属于 离散 谱 , 因 此 都 必须 归 一 化 为 1. 根据 
(48. 3) 式 我 们 有 





2 
| * | (90.20) 


对 Xw 有 类 似 的 式 子 . We ea 目前 考虑 的 矩阵 元 
Vi 与 两 次 通过 交点 时 的 那个 跃迁 概率 w 之 间 具 有 下 列 关系 : 





hw, fiw 
[Vi | = (90.21 ) 
习 题 


1. 试 求 第 二 类 碰撞 的 总 截面 并 把 它 表 为 相 碰 原子 动能 的 函数 ,跃迁 是 由 
自 旋 轨道 作用 引起 的 ( 朗 道 ,1932 ). 

解 : 考 虑 到 核 运动 的 准 经 典 性 ,可 引入 碰撞 参量 p 的 概念 (p 即 不 考虑 原子 
核 的 相互 作用 时 入 射 原子 核 的 偏 射 距离 ) ,并 把 有 效 截 面 do 定义 为 “ 靶 面 积 ” 
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2Tpdp 与 每 次 碰撞 时 的 跃迁 概率 w(p) 的 乘积 (参考 《力学 》, 8$18). 对 p 积分 后 
即 得 总 截面 or. 

对 于 自 旋 -轨道 作用 ,给 阵 元 0 
线 交 点 r=ro 处 的 速度 "写成 下 列 形 


六 Wa = /三 (E- 天 二 2) 
77 ) 


其 中 的 也 是 已 和 LU 处 的 公共 值 , 风 全 角 动 量 M= 
Hpz。 ,Vs 是 两 原子 相距 无 穷 远 时 的 相对 速度 . 选择 能 量 的 零点 ,使 得 初 态 中 原子 
的 相互 作用 能 量 在 无 穷 远 处 等 于 零 , 此 时 有 万 =jwv2 /2. 代入 (90.7) 式 得 











do =2Tpdpw = | bop a 
2 1 (Eg-v0-er) 
HK ro 
对 dp 的 积分 应 从 零 开 始 到 速度 v 等 于 零 时 的 p 值 为 止 . 结果 得 
a Vr /ED 
Tl 
2. 同上 题 ,但 跃迁 是 由 分 子 转动 与 轨道 角 动 量 间 的 相互 作用 引起 的 (当道 ， 


1932 ) . 
解 :矩阵 元 V 呈 V(r) =MD/ur 的 形式 ,其 中 的 D(r) 是 电子 轨道 角 动 量 的 捧 
阵 元 . 应 用 和 题 1 相同 的 方法 ,得 
__ 1627D (EE-D™” 
hd 下 
3. 当 能 量 玖 接近 于 交点 处 的 势能 值 U) 时 , 求 跃 迁 概率 . 
解 :当天 -已 值 很 小 时 ,(90.7) 式 不 能 适用 ,由 于 交点 附近 的 核 速度 v 不 能 
看 作 常 数 ,因此 不 能 像 推导 (90.7) 式 那样 把 它 拿 出 积分 号 外 . 
交点 附近 的 Uj ,Uj 曲线 可 改 成 两 条 直线 : 
U, = U, -Fé, Un=U=PFt, é=r=r 
这 个 区 域内 的 波 函 数 Xw 和 Xw 就 是 均匀 场 中 一 维 运动 的 波 函 数 (§24). 为 计算 
方便 ,我们 采用 动量 表象 中 的 波 函 数 . 按 能 量 的 6 函数 归 一 化 后 的 波 函 数 具 有 下 
列 形式 ( 见 §24 例题 ): 
| i 
ti 下 


乘 以 V2A 下 后 ,可 得 按 入 射 波 和 反射 波 的 单位 流 密度 归 一 化 的 波 函 数 : 
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积分 时 , 微 扰 能 (矩阵 元 )V 又 有 可 能 拿 到 积分 号 外 ,并 用 它 在 交点 处 的 值 来 
代替 : 





4T (2 ) ; Dl 
i 语 | -C8-0) 人 [| | ， 
式 中 的 盏 (E) 是 艾 里 函数 ( 见 数 学 附录 80). 当下- L 很 大 时 上 式 变 
成 (90.7) 式 . 
4. 试 求 一 个 所 原子 和 一 个 氨 离 子 ( 质 子 ) 远 而 慢 的 碰撞 ( 即 相对 速度 v << 
1 ) 中 的 电荷 交换 概率 (OO.B. @rpcop,1951). 
解 :我 们 把 H+H' 系统 看 作 一 个 电离 毛 分 子 ( 见 §81 题 ) ,电荷 交换 是 由 于 
电子 从 核 1 处 的 由 态 过 渡 到 核 2 附近 的 由, 态 . 即便 原子 核 是 静止 的 ,这 些 态 都 





] 
水。 和 主格 


万 
它们 的 能 量 [，。( 尽 ) 是 核 距离 尺 的 函数 . 当 核 作 给 定 的 慢 运动 (看 作 经 典 运动 ) 
时 ,这 些 能 量 是 时 间 的 缓 变 函数 , 波 函 数 对 时 间 的 依赖 关系 由 “对 时 间 的 准 经 
典 “因子 给 出 (对 照 $53 ) 

exp| 一 i| v(t) dt) 
it 一 一 时 等 于 由 的 那个 登 加 态 为 


v= we 二 | Ud ) + yexp ( -i Udt | | ， 


io 时 ,上 六 呈 cibi +csW; 线 性 组 合 形式 ,电荷 交换 概率 为 w= |c|:. 简单 计算 
后 得 
w = sin’ 7, n= 二 (Ue—U dt 
在 碰撞 参量 p 很 大 (同时 速度 v 够 慢 ) 的 碰撞 中 , 核 运 动 可 以 假定 在 R= 
VP +zt 的 一 条 直线 上 ,R >>1 时 的 差 值 U, -UVU 已 由 §81 例题 中 (4) 式 给 出 . 
此 时 





4 oo 3 
| 


p (Re? -p” 


dR, 


QD 本 题 用 原子 单位 
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p >>1 时 ,这 个 积分 中 民 值 的 重要 区 域 位 于 积分 下 限 附 近 . 令 尺 =p(1+%), 我 
们 得 
2 2 GE? 
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第 十 二 章 
对 称 性 理论 





$91 对 称 变换 


多 原子 分 子 中 的 谱 项 分 类 和 双 原 子 分 子 中 一 样 ,与 其 对 称 性 密切 相关 . 因 
此 ,我 们 先 来 考察 一 下 一 个 分 子 所 能 具有 的 各 种 对 称 型 式 . 

一 个 物体 的 对 称 性 ,是 由 使 该 物体 保持 不 变 的 所 有 的 变换 确定 的 ,这 样 的 变 
换 称 为 对 称 变换 . 每 一 个 可 能 的 对 称 变换 ,可 以 表 成 三 种 基本 变换 中 的 一 种 或 一 
种 以 上 的 组 合 . 这 三 种 本 质 不 同 的 变换 型 式 是 :物体 绕 某 轴 转 过 某 一 给 定 角 的 旋 
转 ,对 某 一 平面 的 反射 ,以 及 把 物体 移动 某 一 距离 的 平移 . 其 中 最 后 一 种 显然 只 
能 适用 于 无 限 介质 ( 晶 格 ) ,一 个 有 限 大 小 的 物体 (特别 是 一 个 分 子 ) 只 能 对 旋转 
和 反射 具有 对 称 性 . 

如 果 物 体 绕 某 轴 转 过 2w/n 角 后 不 变 , 该 轴 就 称 为 n 阶 对 称 轴 ,n 可 取 任 一 
整数 值 :n =2,3,…. n=1 相当 于 转 过 2"7 角 , 也 就 是 零度 , 它 相 当 于 一 个 恒 等 变 
换 ,我 们 用 记号 C, 代 表 绕 某 一 给 定 轴 转 过 2mw/n 角 的 操作 . 把 这 个 操作 重复 进行 
两 次 ,三 次 ,… ,我 们 得 到 转 过 2(2mr]n) ,3(2mw/n) ,… 角 ,它们 也 能 使 物体 保持 不 
变 , 这 些 旋转 可 以 记 作 C;,C,,… ,如 果 p 能 除 尽 ,显然 有 

Gs 二 人 (BT 1) 
特别 是 旋转 n 次 以 后 ,我 们 又 回 到 原 位 , 即 实行 一 次 恒 等 变换 ,后 者 习惯 上 记 作 
E ,我们 可 写成 

GG = (C9912) 

如 果 物 体 对 某 一 平面 反射 后 与 原先 重合 ,这 个 平面 就 称 为 对 称 平面 ,我 们 用 
记号 o 代表 对 平面 的 反射 操作 ,对 同一 平面 的 两 次 反射 显然 等 于 一 个 恒 等 
变换 : 

go” =E. (91.3) 

这 两 个 变换 (旋转 和 反射 ) 的 同时 运用 给 出 所 谓 旋转 - 反射 轴 , 具 有 一 个 nn 
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阶 旋转 -反射 轴 的 物体 , 先 绕 该 轴 转 过 25/n 角 再 对 垂直 于 该 轴 的 一 个 平面 反 
射 一 次 (图 32) 后 与 原先 重合 ,很 易 看 出 , 仅 当 为 偶数 时 它 才 是 一 种 新 的 对 称 
型 式 . 因为 如 果 是 奇数 ,把 旋转 - 反射 变换 重 
复 n 次 ,就 等 价 于 对 该 轴 垂 直 平面 的 一 次 反射 
(因为 旋转 角 为 2 角 , 对 同一 平面 的 奇数 次 反 
射 等 于 一 次 反射 ). 再 把 这 个 变换 重复 次, 结 
果 就 把 这 个 旋转 - 反射 轴 化 成 一 个 n 阶 对 称 轴 
和 垂直 于 该 轴 的 一 个 独立 对 称 平面 .但 如 是 偶 
数 ,旋转 - 反射 变换 重复 n 次 就 使 物体 回复 
原 位 . 

我 们 用 记号 ,代表 旋转 - 反射 变换 . 用 0 
代表 对 垂直 于 所 给 轴 的 一 个 平面 进行 的 反射 , 按 
定义 可 写成 





Ss 到 0 三 (91.4) 
其 中 C, 和 0, 的 操作 次 序 显然 对 结果 无 影响 . 

二 阶 旋 转 -反射 轴 是 一 个 重要 的 特例 ,很 易 看 出 , 转 过 7 角 后 再 对 垂直 于 
转轴 的 平面 反射 一 次 就 是 一 个 反 演 变换 ,此 时 物体 上 的 一 个 P 点 变换 到 PO 延 
线 上 的 已 点 ,并 且 OP 等 于 0P',0 点 为 转轴 和 平面 的 交点 . 具有 这 种 变换 对 称 
性 的 物体 , 称 为 具有 对 称 中 心 的 物体 . 我 们 用 记号 1 代表 反 演 操作 , 故 有 

T= 8; = CC,0;: (1 
显然 还 有 Ju, = C, ,7C, = 0,, 换 句 话说 ,一 个 两 阶 轴 、 一 个 垂直 于 该 轴 的 对 称 平 
面 以 及 它们 交点 处 的 一 个 对 称 中 心 三 者 是 相互 依赖 的 :只 要 存在 其 中 的 任意 两 
个 ,第 三 个 也 就 自动 出 现 . 

现在 来 指出 旋转 和 反射 的 若干 纯 几 何 学 性 质 ,这 些 性 质 有 助 于 对 物体 对 称 
性 的 研究 . 

转轴 交 于 某 点 的 两 个 旋转 的 乘积 ,等 价 于 绕 第 三 轴 的 一 个 旋转 ,此 轴 也 通过 
该 交点 . 对 两 个 相交 平面 的 两 次 反射 等 价 于 一 个 旋转 ,其 转轴 显然 就 是 这 两 个 平 
面 的 交 线 ,其 转角 很 易 用 简单 的 几何 作 图 法 求 出 , 它 等 于 两 平面 夹 角 的 两 倍 . 如 
果 用 C(ep) 代 表 转 角 为 p 的 绕 轴 旋转 ,用 记号 o, 和 o', 代 表 D 对 通过 该 轴 的 两 个 
平面 进行 的 反射 ,以 上 的 说 法 即 可 写成 : 

a (91.6) 
式 中 的 p 是 两 平面 的 夹 角 . 必须 注意 的 是 ,上 式 中 两 个 反射 的 乘积 次 序 并 不 是 


中 通常 用 下 标 " 代表 对 通过 某 一 给 定 轴 的 一 个 平面 (“ 竖 直 " 面 ) 所 进行 的 反射 ,用 下 标 刀 代表 对 垂 
直 于 该 轴 的 一 个 平面 (“ 水 平面) 所 进行 的 反射 . 
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无 所 谓 的 :cc 变换 给 出 的 旋转 方向 是 从 o' 面 到 e, 面 ,乘积 次 序 对 调 后 给 出 的 
旋转 具有 相反 的 方向 . 对 (91.6) 式 左 乘 er 后 得 
G0 Cm) (91.7) 

换 句 话说 ,旋转 操作 后 再 对 通过 转轴 的 一 个 平面 反射 一 次 ,等 价 于 对 另 一 平面 的 
反射 ,并且 这 个 反射 面 和 前 一 平面 的 夹 角 等 于 转角 的 一 半 . 由 此 可 知 , 一 个 两 阶 
对 称 轴 和 通过 该 轴 的 两 个 正 交 对 称 面 是 彼此 相关 的 :只 要 存在 其 中 的 两 个 ,第 三 
个 也 一 定 存 在 . 

现在 来 指出 ,转角 为 5 转轴 (图 33 中 的 Og 和 00) 相 交 成 角 wp 的 两 个 旋转 ， 
它们 的 乘积 等 价 于 转角 为 2p 转轴 垂直 于 前 两 轴 ( 图 33 中 的 PP') 的 一 个 旋转 . 
变换 的 结果 仍 等 于 一 个 旋转 是 很 明显 的 ;经 过 第 一 
个 旋转 ( 绕 0a 轴 ) 后 P 点 变 到 P' 点 ,再 经 第 二 个 旋 
转 ( 绕 0b 轴 ) 后 它 又 回 到 原 位 . 这 就 意味 着 ,PP' 直 
线 保持 不 动 ,因而 是 一 个 转轴 . 为 了 求 出 转角 ,只 要 
注意 到 0a 轴 在 第 一 旋转 中 保持 不 动 , 而 经 第 二 旋 
转 后 它 变 到 0c' 位 置 ,Oo' 和 Oa 的 夹 角 为 29. 用 同 
样 的 方法 还 可 证 明 , 以 上 两 个 变换 的 操作 次 序 对 调 
后 所 得 的 旋转 具有 相反 的 方向 . 图 33 

一 般 讲 来 两 个 逐次 变换 的 结果 和 它们 的 操作 
次 序 有 关 ,但 对 某 些 情形 也 可 和 操作 次 序 无 关 : 这 时 我 们 说 两 个 变换 是 对 易 的 . 
以 下 几 种 情形 就 是 可 对 易 的 变换 : 

(1) 绕 同 一 轴 的 两 个 旋转 ; 

(2) 对 正 交 平面 的 两 个 反射 (等 价 于 绕 其 交 线 旋转 5 角 ); 

(3) 转角 为 5 转轴 彼此 正 交 的 两 个 旋转 (等 价 于 绕 第 三 个 正 交 轴 旋转 7 
和 角 ); 

(4) 一 次 旋转 以 及 对 垂直 于 转轴 的 平面 所 作 的 一 次 反射 ; 

(5) 任 一 旋转 (或 反射 ) 以 及 对 转轴 上 (或 反射 平面 上 ) 一 个 点 所 作 的 一 次 
有 反 演 . 这 是 根据 (1) 和 (4) 得 到 的 . 
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一 个 给 定 物 体 的 所 有 对 称 变换 的 集合 , 称 为 该 物体 的 对 称 变换 群 (或 者 简 
称 为 对 称 群 ). 以 上 所 讲 的 变换 都 是 指 物体 的 几何 变换 . 但 在 量子 力学 的 应 用 
中 ,最 好 把 这 些 对 称 变换 看 作 是 使 该 系统 的 哈密 顿 量 保持 不 变 的 各 种 坐标 变换 . 
很 明显 ,如 果 一 个 系统 经 过 某 一 旋转 或 反射 后 保持 不 变 ,那么 它 所 对 应 的 坐标 变 
换 也 不 会 改变 该 系统 的 薛 定 雇 方 程 . 因此 我 们 所 讲 的 变换 群 将 是 这 样 的 , 它 使 所 
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给 的 醉 定 请 方程 保持 不 变 Q0. 

对 称 群 的 研究 最 好 是 利用 群 论 这 一 数学 工具 , 它 的 要 点 将 在 下 面 加 以 说 明 . 
我 们 先 研 究 含 有 限 多 个 变换 的 那 种 群 ( 称 为 有 限 群 ). 组 成 该 群 的 每 一 个 变换 称 
为 该 群 的 一 个 群 元 . 

对 称 群 具有 以 下 几 点 重要 性 质 . 所 有 的 群 都 含有 一 个 恒 等 变换 E( 称 为 该 群 
的 单位 元 ) . 一 个 群 中 的 元 可 以 彼此 “ 相 乘 ”, 两 个 (或 两 个 以 上 ) 变换 的 乘积 是 指 
这 些 变换 相继 施行 后 所 得 的 最 终结 果 . 显然 ,一 个 群 中 任意 两 元 的 乘积 仍 为 该 群 
中 的 一 个 元 . 对 于 群 元 的 乘法 ,结合 律 成 立 :(4B)C =4(BC) ,其 中 的 4,B,C 是 
同一 群 中 的 三 个 元 . 但 是 乘法 对 易 律 不 一 定 成 立 :一 般 讲 来 ,4Bz 关 Bh4. 对 群 中 的 
每 一 元 4, 在 同一 群 中 还 存在 着 它 的 “ 逆 " 元 4"'( 逆 变换 ) ,满足 44-' = EE. 在 某 
些 情 形 下 ,一 个 元 有 可 能 等 于 它 的 逆 元 ,特别 是 E-!' =E. 互 逆 元 4 和 4-!' 显 然 是 
对 易 的 . 

两 元 乘积 4B 的 逆 元 为 

(基态 六 “吉大 有”， 

更 多 个 元 的 连 乘积 也 有 类 似 的 式 子 , 应 用 乘法 结合 律 进 行 相 乘 后 ,很 易 证 明 这 
一 店 ， 
如 采 所 有 的 群 元 全 都 对 易 ,这 样 的 群 称 为 阿 贝 尔 群 . 阿 贝尔 群 的 一 个 特例 就 
是 循环 群 . 循环 群 是 指 这 样 的 群 , 它 的 所 有 元 可 以 表 为 一 个 群 元 的 各 个 逐次 乘 
天 ,也 就 是 由 下 列 诸 元 组 成 的 群 : 


n 是 某 一 整数 . 
设 G 为 某 一 群 外 ,如 果 可 以 从 中 取出 一 组 元 五 ,使 得 五 本身 也 构成 一 个 群 ， 
那么 群 五 就 称 为 群 G 的 一 个 子 群 . 同一 个 群 可 以 出 现在 群 G 的 不 同 子 群 中 . 
取出 群 中 的 任 一 元 4 进行 逐次 自 乘 后 ,最 后 可 以 得 到 单位 元 (因为 该 群 的 
元 总 数 是 有 限 的 ). 如 果 n 是 满足 4" = 的 最 小 整数 , 则 nn 称 为 元 4 的 阶 ,同时 
群 元 的 集合 4,4 ,… ,4A" = 称 为 4 的 周期 . 这 个 周期 记 作 {4}, 它 本 身 是 一 个 


中 ”采用 这 种 观点 后 不 但 能 包括 此 处 所 讲 的 各 种 旋转 和 反射 群 ,而 且 还 能 包括 保持 薛 定 刘 方程 不 变 
的 其 它 变换 型 式 . 其 中 包括 所 考虑 系统 (分 子 或 原子 ) 中 同类 粒子 间 的 坐标 对 换 . 一 个 给 定 系 统 中 同类 粒 
子 间 所 有 可 能 的 各 种 对 换 的 集合 , 称 为 该 系统 的 置换 群 (我 们 已 经 在 $ 63 中 碰 到 过 ). 以 下 所 讲 的 群 的 一 
般 性 质 对 置换 群 讲 来 也 是 适用 的 ,但 是 我 们 不 准备 在 这 里 详 述 此 群 . 

关于 本 章 所 用 的 记号 问题 , 需 作 下 列 说 明 . 对 称 变换 实质 上 都 是 算 符 , 它 和 全 书 所 讲 的 算 符 是 一 样 
的 ,因此 照例 要 在 它 的 字母 上 加 一 个 “人” 号 . 我 们 并 没有 加 上 这 种 记号 ,是 由 于 省 略 后 不 会 在 本 章 中 引起 
误会 ,同时 和 习 用 的 记 法 相 一 致 . 根据 同一 理由 ,我 们 以 习 用 符号 五 代表 恒 等 变换 ,而 不 用 其 它 各 章 中 所 
用 的 符号 1. 最 后 , 反 演算 符 在 本 章 中 记 作 了 ,而 不 用 $30 中 的 已 ,尽管 后 者 在 量子 力学 新 近 文 献 中 是 常用 
的 . 

@ 我 们 用 黑 斜 体 拉丁 字母 代表 和 群 . 
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群 ,也 就 是 原 群 的 一 个 子 群 并 且 是 一 个 循环 子 群 . 

要 判断 所 给 的 一 个 群 元 集合 是 不 是 一 个 子 群 ,只 要 看 一 下 该 集合 中 任意 两 
个 元 相 乘 后 是 不 是 仍 为 该 集合 中 的 一 个 元 就 可 以 了 . 事实 上 ,如 果 该 集合 是 一 个 
子 群 ,集合 中 每 一 个 元 4 和 它们 的 所 有 自 乘 寡 包 括 4”…(n 是 这 个 元 的 阶 ) 在 内 
都 应 属于 该 集合 ,其 中 的 4"” 就 是 4 的 道 元 (因为 4" 4=4"= 巨 ); 单 位 元 显然 
也 在 该 集合 中 . 

群 的 元 的 总 数 称 为 该 群 的 阶 . 很 易 证 明 , 子 群 的 阶 是 整 群 的 阶 的 一 个 整 因 
子 . 为 此 ,我 们 来 考虑 群 G 的 一 个 子 群 五 ,并 令 G6 为 群 G 中 不 属于 HH 的 某 一 元 . 
用 C, 乘 (假定 为 右 乘 ) 吾 中 的 所 有 元 ,我 们 得 到 一 组 元 ( 称 为 右 陪 集 ) 记 作 HG.,. 
这 个 陪 集中 的 所 有 元 显然 都 属于 群 G. 但 是 没有 一 个 元 属于 五 ,因为 如 果 对 H 
中 的 任意 两 个 元 H, 和 HH, 有 HG, = Ho, 就 有 G, = HH,, 这 就 是 说 ,G6, 也 将 属于 
子 群 五 ,这 是 和 假设 了 矛盾 的 . 同 理 可 以 证 明 , 如 果 6G, 是 G 中 不 属于 五 和 HG, 的 
一 个 元 则 陪 集 HG, 中 的 所 有 元 不 能 属于 五 和 HG,. 继续 施行 这 种 手续 ,最 后 可 
把 有 限 群 G 中 的 所 有 元 全 部 分 尽 . 所 有 的 元 被 分 成 以 下 诸 陪 集 (G 中 H 的 各 个 
陪 集 ) : 

NH, HG ,ECG ， 

每 一 个 陪 集 含 有 个 元 ,h 是 子 群 的 阶 . 由 此 可 见 , 群 G 的 阶 g 为 g =hm, 定 
理 得 证 . 整数 m = g/h 称 为 群 G 中 子 群 H 的 指数 . 

如 果 群 的 阶 数 是 一 个 素数 ,根据 上 述 定理 立刻 可 知 这 样 的 群 不 存在 任何 子 
群 (除非 是 或 该 群 本 身 ). 这 个 定理 的 逆 命 题 也 是 成 立 的 :凡是 不 存在 子 群 的 
一 个 群 一 定 是 素数 阶 并 且 一 定 是 一 个 循环 群 (否则 元 素 的 周期 将 是 它 的 子 群 ). 

现在 来 引进 共 斩 元 这 一 重要 概念 . 两 个 元 4 和 B 称 为 相互 共 轿 的 ,如 果 

A=CBC ,， 

式 中 的 C 也 是 该 群 中 的 一 个 元 . 上 式 右 乘 C 并 左 乘 C” 后 即 得 逆 式 B=C AC. 
共 轧 元 的 一 个 重要 特性 是 ,如 果 4 共 斩 于 中 以 及 3 共 斩 于 C, 就 有 4 共 力 
于 CC, 因 从 BR=P ”AP 和 C=0Q0 ”B80(P 和 0 都 是 该 群 的 元 ) 出 发 ,可 得 C = 
(PO) 4(PO). 由 于 这 一 点 ,我 们 可 以 讲 到 由 群 中 的 相互 共 斩 元 素 所 组 成 的 一 
个 集合 ,这 样 的 集合 称 为 该 群 的 一 个 共 斩 元 类 (或 简称 类 ). 每 一 个 类 完全 由 该 
类 中 的 任 一 个 元 素 4 所 确定 :给 出 4 后 即 可 作 乘 积 64G6”, 并 令 6 依次 地 等 于 
该 群 中 的 各 个 元 , 即 可 得 出 4 的 整个 共 恩 素 类 (当然 ,这 个 办 法 可 能 使 该 类 中 的 
每 个 元 得 出 好 几 遍 ). 因此 我 们 可 以 把 整个 群 分 成 奉 干 个 类 ,每 一 个 群 元 显然 只 
能 属于 其 中 的 一 个 类 . 群 的 单位 元 本 身 自 成 一 类 ,因为 对 于 该 群 中 的 所 有 元 ,都 
有 GEG ”= 五. 如 果 是 一 个 阿 贝 尔 群 ,每 一 元 都 自 成 一 类 ,因为 按 定义 ,所 有 的 群 
元 彼此 对 吻 ,每 一 个 元 只 能 和 自己 共 固 从 而 自 成 一 类 . 要 强调 的 是 , 群 的 类 ( 除 
了 上 这 个 类 ) 根 本 不 是 该 群 的 子 群 ,从 它 不 含 单位 元 这 一 点 就 可 以 看 出 来 . 
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同一 类 中 的 所 有 元 具有 相同 的 阶 . 实际 上 ,如 果 n 是 4 元 的 阶 (因而 有 4" = 
E) ,那么 对 它 的 共 恩 元 妃 = C4C- 就 有 (C4C-0" = Ch4rC-1= 瓦 
设 五 为 群 G 的 一 个 子 群 ,G, 为 G 中 不 属于 五 的 一 个 元 . 很 易 证 明 ,CEC 
这 一 组 元 具有 和 群 的 一 切 特性 ,因而 也 是 G 的 一 个 子 群 . H 和 G6,HG-' 这 两 个 子 群 
称 为 是 共 思 的 :一 个 子 群 中 的 每 个 元 和 另 一 子 群 中 的 一 个 元 相 共 郝 . 采取 各 种 不 
同 的 C, ,我 们 得 到 一 系列 共 思 的 子 群 ,其 中 可 能 有 一 部 分 是 彼此 重合 的 . 也 可 能 
发 生 这 样 的 情形 , 凡 和 五 共 鸭 子 群 都 和 矿 重 合 . 这 种 情形 下 的 五 称 为 群 G 的 
一 个 正规 子 群 或 不 变 子 群 . 例如 阿 贝尔 群 的 每 个 子 群 显然 都 是 它 的 正规 子 群 
我 们 来 考虑 一 个 具有 个 元 4,4',A",… 的 群 4, 还 有 一 个 具有 m 个 元 B， 
2 ,B",… 的 群 B, 并 且 假 定 4 的 所 有 元 (除了 单位 元 E 外 ) 都 不 同 于 B 的 元 但 和 
B 的 元 相对 易 . 如 果 把 群 4 的 每 个 元 和 群 B 的 每 个 元 相 乘 起 来 ,可 以 得 到 nm 个 
元 ,它们 也 组 成 一 个 群 . 实际 上 ,其 中 的 任意 两 个 元 相 乘 后 4B . 4'B' =A4AA’ . BB 
=4 3 仍 为 其 中 的 一 个 元 . 所 得 的 nm 阶 群 记 作 4@8B, 并 称 为 群 A4 和 B 的 直 积 . 
最 后 来 介绍 群 的 同 构 概念 . 两 个 同 阶 的 群 4 和 B, 如 果 在 双方 的 元 间 可 以 建 
立 起 茶 种 一 一 对 应 关系 ,使 得 元 4 对 应 于 元 B 以 及 元 4' 对 应 于 元 8' 时 ,就 有 元 
4 =44 对 应 于 元 8 = BB', 则 这 两 个 群 就 称 为 同 构 的 . 这 样 的 两 个 群 从 抽象 观 
扩 看 来 显然 具有 相同 的 性 质 ,尽管 它们 的 元 具有 不 同 的 实际 含义 . 
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有 限 大 物体 (例如 一 个 分 子 ) 的 对 称 群 必须 是 这 样 的 ,该 物体 上 至 少 要 有 一 
个 点 对 群 中 的 任 一 变换 都 保持 不 变 . 换 旬 话说 ,一 个 分 子 的 所 有 对 称 轴 和 所 有 对 
称 平面 至 少 要 有 一 个 公共 交点 . 实际 上 , 绕 两 个 不 相交 轴 的 逐次 旋转 或 者 对 两 个 
个 相交 平面 的 逐次 反射 都 能 使 物体 发 生 位 移 , 从 而 不 能 使 该 物体 与 原先 重合 . 具 
有 以 上 性 质 的 对 称 群 就 称 为 点 群 . 

在 构造 点 群 的 各 种 可 能 类 型 之 前 ,我 们 先 介绍 一 个 简单 的 几何 手续 ,以 便 对 
一 个 群 的 诸 元 进行 分 类 . 设 0a 为 某 一 轴线 ,4 为 绕 该 轴 旋 转 某 个 定 角 的 一 个 群 
元 . 并 设 6 为 同一 群 中 的 一 个 变换 (旋转 或 反射 ) , 它 把 Oo 轴 变 到 05 位 置 . 现在 
来 证 明 B= C4C ”元 相当 于 绕 08 轴 的 一 个 旋转 , 它 的 转角 等 于 4 元 绕 04 轴 的 
抒 角 . 为 此 ,可 以 考虑 64G “变换 作用 于 06 轴 本 身 的 结果 . 6 的 逆 变 换 G-! 先 把 
02 轴 变 到 0a 位 置 , 下 一 步 的 4 变换 使 该 轴 保持 不 动 , 最 后 的 G 变换 又 使 该 轴 
回 到 原来 位 置 . 最 后 结果 是 04 轴 保 持 不 变 , 因 而 B 变换 就 是 绕 该 轴 的 一 个 旋 
和 转 , 由 于 4 和 8B 属 于 同一 共 思 ge 类 ,具有 相同 的 阶 ,这 就 意味 着 它们 的 转角 相同 . 

由 此 得 出 结论 ,转角 相同 的 两 个 旋转 是 属于 同一 类 的 ,如 果 该 群 中 存在 一 个 
元 能 把 一 个 转轴 变 到 另 一 个 转轴 的 话 , 用 同样 方法 还 可 以 证 明 , 如 果 该 群 中 存在 
一 个 变换 能 把 一 个 平面 变 到 另 一 个 平面 的 话 , 那 么 对 不 同 平面 的 两 个 反射 是 属 
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于 同一 类 的 . 至 于 那些 可 以 相互 变换 的 对 称 轴 或 对 称 平面 , 则 称 为 等 价 的 . 

以 上 所 讲 的 两 个 旋转 如 果 是 绕 同一 轴 的 ,还 需 作 某 些 补充 说 明 , 设 C* (k= 
1 ,2,…,n -1) 是 绕 某 一 nn 阶 对 称 轴 的 各 个 旋转 元 ,C* 的 逆 元 C-* = C'-* 等 于 绕 
同一 方向 转 过 (n -%) (2m/n) 角 ,也 等 于 逆向 转 过 2km/n 角 . 如 果 该 群 中 存在 一 
个 绕 其 垂直 轴 旋 转 5 角 的 变换 (这 个 变换 能 使 n 阶 轴 反 向 ) ,那么 根据 上 段 所 讲 
的 一 般 规则 ,C, 和 C， 将 属于 同类 . 对 垂直 于 该 轴 的 平面 所 作 的 一 次 反射 o, 也 
能 使 该 轴 (n 阶 轴 ) 反 向 ,但 是 必须 注意 ,这 样 的 反射 还 能 改变 旋转 的 方向 . 因此 
04 的 存在 并 不 能 使 C, 和 C， 共 斩 . 另 一 方面 ,对 通过 该 轴 的 平面 所 作 的 一 次 反 
射 c, 并 不 能 改变 该 轴 的 方向 但 能 改变 旋转 的 方向 ,因此 有 C.* =o,C'*o.. 如 果 有 
这 样 的 对 称 面 存 在 ,C, 和 C， 就 属于 同类 . 如 果 转 轴 和 转角 相同 但 旋转 方向 不 同 
的 两 个 元 是 共 斩 的 ,该 转轴 就 称 为 双向 轴 . 

点 群 的 分 类 还 常用 到 下 列 规则 . 设 G 是 不 含 反 演 1 的 群 ,C, 是 由 1 和 两 个 
元 组 成 的 群 . 则 直 积 GBC, 是 一 个 群 , 它 含 有 两 倍 于 G 的 元 ,其 中 的 一 半 元 等 于 
G 群 的 元 , 另 一 半 元 是 由 后 者 乘 以 7 后 得 到 的 . 由 于 7 和 点 群 的 任意 其 它 变 换 都 
对 易 ,显然 群 CQ@C; 具 有 两 倍 于 G 的 类 :G 群 中 的 每 一 个 类 4 对 应 于 群 CQC 中 
4 和 47 两 个 类 . 特别 是 , 反 演 了 总 是 自 成 一 类 . 

现在 可 以 历数 所 有 可 能 的 各 种 点 群 .我 们 来 构造 这 些 点 群 , 先 从 最 简单 的 开 
始 然后 逐步 加 入 新 的 对 称 元 .我 们 用 黑 斜 体 的 拉丁 字母 附 上 适当 的 下 标 代表 这 
些 点 群 . 

TI. 群 C 

这 是 最 简单 的 对 称 型 式 , 它 只 有 一 个 n 阶 对 称 轴 . C, 群 就 是 绕 n 阶 轴 旋转 的 
群 . 这 个 群 显然 是 一 个 循环 群 . 它 的 nn 个 元 各 自 形成 一 类 . C, 群 只 含 恒 等 变 换 EE， 
相当 于 不 存在 任何 对 称 性 的 情形 . 

有 和 群 & 

SS 和 群 是 绕 一 个 2n( 偶数) 阶 旋转 -反射 轴 的 旋转 反射 群 . 它 含 有 2m 个 元 并 
且 显然 是 一 个 循环 群 .特别 是 $S 群 , 它 只 含 忆 和 工 两 个 元 素 ,这 个 群 又 记 作 C. 
要 指出 的 是 , 如 果 群 的 阶 数 取 2n =4p+2 的 形式 ,元 中 就 含有 反 演 , 因为 
(S412)"”=c20, = 了 这样 的 群 可 以 写成 直 积 形式 :5S,,, = C,，,,Q@C,, 也 记 作 
Wo yi 

于 . 群 C， 

这 种 群 是 由 一 个 n 阶 对 称 轴 加 进 一 个 垂直 于 它 的 对 称 平面 后 得 到 的 . C,, 群 
含有 2n 个 元 :其 中 有 C, 群 的 n 个 旋转 以 及 n 个 旋转 -反射 变换 Cro ,k=1,2， 
…,n( 其 中 包括 反射 Co =o,). 这 个 群 的 所 有 元 是 对 易 的 , 即 它 是 一 个 阿 贝尔 
群 , 它 的 类 数 等 于 元 数 . 如 果 nn 为 偶数 (n=2p) ,这 个 群 含 有 一 个 对 称 中 心 (因为 
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C2,0s = C20， =7). 最 简单 的 群 Ci, 只 含 E 和 oo, 两 个 元 素 , 它 又 记 作 C 

NV. 群 C,, z 

如 果 一 个 n 阶 对 称 轴 再 加 进 一 个 通过 该 轴 的 对 称 平面 ,就 会 自动 地 得 出 另 
外 nn-1 个 通过 该 轴 的 夹 角 为 n/n 的 对 称 平面 [根据 $91 中 所 讲 的 几何 定理 
(91.7) 中 ]. 由 此 而 得 的 群 C, 含 有 2n 个 元 : 绕 n 阶 轴 的 n 个 旋转 以 及 对 竖 直 面 
的 nn 个 反射 0,. 图 34 中 画 出 了 C;, 群 和 C, 群 的 对 称 平面 和 对 称 轴线 . 


Ca D; Ds 


图 34 


确定 其 类 时 ,我 们 注意 到 ,由 于 存在 着 通过 轴线 的 对 称 平面 ,这 个 轴 是 双向 
的 . 群 元 在 各 类 中 的 具体 分 布 取决 于 n 是 偶数 还 是 奇数 . 

如 有 果 nn 是 奇数 (n=2p +1) ,每 一 个 平面 经 过 逐次 的 旋转 C,,,, 后 可 以 依次 地 
变 到 其 它 的 2p 个 平面 ,因此 所 有 的 对 称 平面 都 是 等 价 的 ,对 它们 的 反射 属于 同 
一 类 . 绕 轴 的 旋转 中 除了 恒 等 变 换 外 共有 2p 个 操作 并 且 成 对 地 共 思 . 所 以 它们 
组 成 p 个 类 ,每 类 有 两 个 元 (Cz,,, 和 Ci*,,k=1,2,…,p). 此 外 5 自 成 一 类 . 因 
此 总 共有 了 +2 类 . 

如 果 n 是 偶数 (n=2p) ,逐次 旋转 C,, 只 能 使 相间 平面 相互 变换 ,两 个 相 邻 
平面 无 法 相互 变换 . 因而 存在 两 组 等 价 面 ,每 组 有 p 个 ,相应 地 就 有 两 个 类 ,每 个 
类 有 Pp 个 元 (反射 元 ) .在 绕 轴 的 旋转 中 ,C2 =E 和 C=C, 各 自 组 成 一 类 ,其 余 
的 2p -2 个 旋转 成 对 地 共 恩 并 给 出 忆 - 1 个 类 ,每 类 有 两 个 元 . 因此 群 C,, ,共有 p 
+3 个 类 . 

Y: 尘 力 . 

一 个 n 阶 对 称 轴 如 果 再 加 进 一 个 垂直 于 它 的 二 阶 对 称 轴 , 就 会 自动 地 产生 
n 一 1 个 男 外 的 二 阶 对 称 轴 , 因 此 共有 nn 个 夹 角 为 n/n 的 二 阶 水 平 轴 . 结果 所 得 


山 很 易 证 明 , 有 限 群 中 两 个 对 称 平面 的 夹 角 不 可 能 不 等 于 2 的 一 个 有 理 分 式 , 否则 的 话 , 这 种 对 
称 面 进行 无 限 反 复 的 相互 反射 后 ,就 会 得 到 无 限 多 个 相交 于 同一 轴线 的 对 称 平面 . 换 句 话说 ,只 要 存在 两 
个 这 样 的 平面 ,就 会 导致 整个 的 轴 对 称 . 
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的 群 D, 含 有 2n 个 元 : 绕 nn 阶 轴 的 nn 个 旋转 以 及 绕 水 平 轴 转 7 角 的 nn 个 旋转 (我 
们 用 UV, 代表 这 种 旋转 ,保留 C, 代 表 绕 竖 直 轴 转 5 角 的 旋转 ). 作为 例子 ,图 34 
画 出 了 群 D; 和 D, 的 对 称 轴 系 . 

和 情形 惟一 样 ,我 们 可 以 证 明 n 阶 轴 是 一 个 双向 轴 . 当 是 奇数 时 ,所 有 的 
二 阶 水 平 轴 都 是 等 价 的 ; 当 是 偶数 时 ,它们 组 成 两 个 不 等 价 的 集合 . 因此 和 群 
D,, 共 有 p+3 个 类 :E, 两 个 VU, 类 每 类 含有 p 个 旋转 U, ,旋转 C, ,还 有 P -1 类 每 
类 含有 两 个 绕 竖 直 轴 的 旋转 . 男 一 方面 , 群 D,,,, 却 有 p+2 类 :E,2p +1 个 旋转 
U, ,还 有 Pp 类 每 类 含有 绕 竖 直 轴 的 两 个 旋转 . 

群 D, 是 一 个 重要 的 特例 . 它 的 对 称 轴 系 是 由 三 个 相互 正 交 的 二 阶 轴 组 成 
的 . 这 个 群 也 记 作 六 

VY. 群 Du 

如 果 在 群 D, 的 轴 系 中 再 加 进 一 个 水 平 对 称 面 通过 nn 个 二 阶 轴 ,就 会 自动 地 
出 现 nn 个 竖 直 平面 ,每 个 平面 通过 竖 直 轴 和 一 个 水 平 轴 . 由 此 而 得 的 D,, 群 含有 
4n 个 元 素 :除了 D, 群 的 2n 个 元 素 外 还 有 个 反射 o, 和 nn 个 旋转 -反射 变换 
C*o,. 图 35 中 画 出 了 D,, 群 的 对 称 轴 和 对 称 面 . 


Dy Dya D3 
图 35 


反射 o, 和 此 群 的 所 有 其 它 元 都 对 易 , 因 此 可 把 D,, 写 作 直 积 D,, = D,C,.， 
其 中 的 C, 是 由 E 和 oo 两 个 元 组 成 的 群 . 当 n 为 偶数 时 , 群 元 中 含有 反 演 操作 , 因 
此 还 可 写成 D,,; =D,,C.. 

由 此 可 知 ,D,; 群 的 类 数 两 倍 于 D, 群 的 类 数 . 其 中 的 一 半 和 D, 群 的 类 相同 
( 绕 轴 旋转 ) ,其 余 的 一 半 是 由 前 者 乘 以 o, 后 得 到 的 . 对 竖 直 面 的 反射 o, 都 属于 
一 类 (如 果 n 是 奇数 ) 或 者 组 成 两 类 (如 果 n 是 偶数 ) ,旋转 -反射 变换 o,C* 和 
ouC， 成 对 共 恩 . 

WL. 群 D,, . 

还 可 以 用 为 一 种 方式 在 D, 群 的 轴 系 中 加 进 对 称 平面 . 所 加 进 的 竖 直 面 通过 
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n 阶 轴 并 且 平 分 两 个 相 邻 二 阶 水 平 轴 的 夹 角 . 加 进 这 样 的 一 个 平面 后 又 会 自动 
产生 其 它 n -1 个 竖 直 平面 . 由 此 而 得 的 对 称 平面 系 和 对 称 轴 系 确定 了 群 D，， 
(图 35 中 画 出 了 群 D,, 和 群 D,, 的 平面 系 和 轴 系 ). 

群 D,, 含 有 4n 个 元 .除了 群 D, 的 2n 个 元 外 ,要 加 上 对 竖 直 面 的 nn 个 反射 
( 记 作 cs,d 表示 “对 角 " 平 面 ) 以 及 具有 形式 为 G = U,o ,的 n 个 变换 .为 了 和 弄 清 
变换 G 的 性 质 , 我 们 注意 到 ,根据 (91.6) 式 旋转 U, 可 以 表 成 VU, = oo 的 形式 ， 
式 中 的 o, 是 对 通过 二 阶 轴 的 竖 直 面 的 反射 . 因此 G = oo,o,(o, 和 oo, 变 换 本 身 
当然 不 是 该 群 的 元 ). 由 于 o, 和 o, 的 反射 面相 交 于 n 阶 轴 , 夹 角 为 (2k +1)m/ 
2n,k=1,…,(n--1)( 由 于 相 邻 面 的 夹 角 为 n/2n) ,根据 (91.6) 式 就 有 oa,o, = 
Ca .因此 得 6G=oC%'' =S2*' ,因此 这 些 元 就 是 绕 竖 直 轴 的 旋转 -反射 变换 . 
由 此 可 见 , 这 个 竖 直 轴 不 是 一 个 简单 的 n 阶 对 称 轴 , 而 是 一 个 2n 阶 旋转 - 反 
射 轴 . 

对 角 平 面 使 两 个 相 邻 的 二 阶 水 平 轴 相 互 反射 , 故 在 该 群 中 相 邻 的 二 阶 轴 是 
等 价 的 ( 是 奇数 或 偶数 时 都 成 立 ). 同 理 , 所 有 的 对 角 平 面 也 是 等 价 的 . 旋转 - 
反射 变换 S*” 和 $ “成 对 地 共 恩 @ 

把 以 上 的 考虑 应 用 到 群 D,, , ,我 们 发 现 它 共有 以 下 的 2p +3 类 :E, 绕 nn 阶 
轴 的 旋转 C, , 绕 n 阶 轴 的 其 余 旋 转 组 成 的 p -1 类 每 类 含有 两 个 共 恩 的 旋转 ,2p 
个 旋转 UV, 组 成 的 一 个 类 ,2p 个 反射 o, 组 成 的 一 个 类 ,还 有 p 类 每 类 含有 两 个 旋 
转 -反射 变换 . 

当 为 奇数 时 (=2P+1) , 群 元 中 含有 反 演 (因为 此 时 有 一 个 水 平 轴 和 一 
个 垂直 面 正 交 ). 因而 可 以 写成 D,,,,,, =D,,,,@C,, 可 见 D,,,, , 群 共有 2p +4 个 
类 ,这 些 类 可 以 由 D,,,, 群 的 p+2 个 类 直接 求 出 . 

W. 群 7( 四 面体 群 ) 

这 个 群 的 轴 系 等 于 一 个 正四 面体 的 对 称 轴 系 . 它 可 以 由 群 V 的 轴 系 中 加 进 
四 条 三 阶 斜 轴 得 到 , 绕 三 阶 斜 轴 旋转 时 可 使 三 条 二 阶 轴 相 互 变换 . 这 套 轴 系 也 可 
利用 正 立 方 体 表 出 ,三 条 二 阶 轴 为 正 立方 体 三 对 平行 面 的 面 心 联 线 , 三 阶 轴 为 该 
立方 体 的 斜 对 角 线 . 图 36 中 画 出 了 这 些 轴线 在 正 立方 体 以 及 在 正四 面体 中 的 位 
置 (每 种 轴线 只 画 出 一 条 ). 

三 条 二 阶 轴 是 彼此 等 价 的 . 四 条 三 阶 轴 也 是 等 价 的 ,因为 它们 可 以 通过 C， 
旋转 而 相互 易 位 ,但 它们 不 是 双向 轴 . 由 此 可 知 ,T 群 共有 12 个 元 分 成 四 类 : 太 ， 
三 个 C: 旋 转 ,四 个 C0; 旋转 和 四 个 C? 旋 转 . 

区 群 五 


QD 因为 


2k+1 要 2k+1 2k+1 ys 
CdS2n Oa = O40 C2n Oa =OhOdC2n Cu = 0 C2 = 5;, 
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这 个 群 包括 了 正四 面体 的 所 有 对 称 变换 , 它 的 轴 系 可 以 从 群 了 轴 系 中 加 进 
对 称 平面 而 得 到 ,每 一 个 对 称 平面 通过 一 条 二 阶 轴 和 两 条 三 阶 轴 . 从 而 使 二 阶 轴 
变 为 四 阶 旋转 -反射 轴 ( 和 D,, 中 的 情形 相似 ). 这 套 对 称 系统 可 简便 地 用 下 面 
的 方式 表达 :三 条 旋转 -反射 轴 各 通过 正 立 方 体 3 对 平行 面 的 面 心 ,四 条 三 阶 轴 
是 该 立方 体 的 斜 对 角 线 ,六 个 对 称 平面 各 通过 该 立方 体 的 六 对 平行 边 ( 图 37 中 
画 出 了 每 种 轴线 中 的 一 条 和 一 个 平面 ). 





图 36 图 37 


由 于 对 称 面 通过 三 阶 轴 , 这 些 轴 都 是 双向 轴 . 同 种 的 所 有 轴线 和 同 种 的 所 有 
平面 都 是 等 价 的 . 因而 这 个 群 的 24 个 元 分 成 以 下 五 类 :E;8 个 C3 和 C3 旋转 ;6 个 
对 称 平面 的 反射 ;6 个 5, 和 53 旋转 -反射 变换 以 及 3 个 C, =54 旋 转 . 

和 

这 个 群 是 由 群 T 加 进 一 个 对 称 中 心 后 得 到 的 , 即 T, =TQC,;. 结果 出 现 三 个 
相互 正 交 的 对 称 平面 ,每 个 平面 通过 一 对 二 阶 轴 ,并 使 三 阶 轴 变 成 六 阶 旋 转 - 反 
射 轴 (图 38 中 画 出 了 每 种 轴线 中 的 一 条 和 一 个 平面 ). 

这 个 群 含 有 24 个 元 并 分 为 8 类 ,它们 可 以 从 群 了 的 类 直接 求 得 . 

XI. 群 0( 八 面体 群 ) 

这 个 群 的 轴 系 是 一 个 正 立方 体 的 对 称 轴 系 . 计 有 3 条 四 阶 轴 通 过 对 面 的 面 
心 ,4 条 三 阶 轴 通过 对 顶 角 ,6 条 二 阶 轴 通 过 相对 的 棱 的 中 点 (图 39). 

很 易 看 出 ,所 有 的 同 阶 轴 是 等 价 的 ,而 且 每 个 轴 都 是 双向 轴 . 因此 24 个 元 分 
成 以 下 五 类 :E;8 个 C; 和 C2 旋转 ;6 个 C, 和 Gs 旋转 ;3 个 G4 旋转 以 及 6 个 C， 
旋转 . 

XI. 群 O， 

这 是 正 立 方 体 所 有 对 称 变换 所 组 成 的 群 0. 可 从 群 O 加 进 一 个 对 称 中 心得 
到 :0, =OQC,. 群 0 的 三 阶 轴 因 此 变 成 了 六 阶 旋转 -反射 轴 ( 正 立方 体 的 空间 
对 角 线 ) ,此 外 还 出 现 6 个 对 称 面 ,通过 每 一 对 平行 边 , 还 有 三 个 平行 于 立方 体 


OY, 群 T,T,,T, ,0,0; 常 称 为 立方 体 群 
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各 面 的 平面 (图 40). 这 个 群 共 有 48 个 元 分 成 10 类 ,它们 可 以 从 群 0 的 类 直接 
求 得 .5 个 类 和 群 0 的 相同 ,其 余 的 5 类 是 :1;8 个 5S, 和 55 旋转 - 反射 变换 ;6 个 
绕 四 阶 轴 的 旋转 -反射 变换 Ci, 和 Co, ;3 个 对 四 阶 水 平面 的 反射 0 以 及 6 个 
对 四 阶 轴 垂 直面 的 反射 or. 





图 38 图 39 图 40 


XH, XV. 群 Y,Y,( 二 十 面体 群 ) 

这 两 个 群 物理 上 并 不 重要 ,因为 自然 界 并 不 存在 这 样 的 分 子 对 称 群 . 我 们 就 
简单 地 提 一 下 , 群 了 是 绕 正 二 十 面体 (表面 为 二 十 个 正三 角形 的 凸 体 ) 或 正 十 二 
面体 (表面 为 十 二 个 正 五 边 形 的 凸 体 ) 对 称 轴 系 的 60 个 旋转 所 组 成 的 群 , 计 有 6 
个 五 阶 轴 10 个 三 阶 轴 和 15 个 两 阶 轴 . Y, 群 是 加 入 对 称 中 心 后 得 到 的 ,7, = 7@ 
C, , 它 是 以 上 正 多 面体 的 所 有 对 称 变换 组 成 的 群 

以 上 列举 了 元 数 为 有 限 的 所 有 类 型 的 点 群 . 此 外 尚 需 考虑 元 数 为 无 限 的 连 
续 点 群 . 它 将 在 $ 98 中 讨论 
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我 们 来 考虑 任 一 对 称 群 , 设 为 所 考虑 物理 系统 位 形 空间 中 的 某 个 坐标 单 
值 函数 . 在 对 应 于 群 元 6 的 坐标 变换 下 ,这 个 函数 变 成 另 一 个 函数 . 考虑 到 该 群 
中 的 g 个 变换 (g 是 该 群 的 阶 ) ,一 般 讲 来 可 从 几 出 发 得 到 g 个 不 同 的 函数 . 对 
于 茶 种 内 讲 来 ,其 中 的 某 些 函数 可 能 是 线性 相关 的 . 结果 可 以 得 到 /个 (f<&) 线 
性 独立 的 函数 几 ,y,,… ,wj, 它 们 在 该 群 所 属 的 各 种 变换 下 变 为 它们 之 间 的 线 
人 性 组 合 . 换 句 话说 ,6 变换 的 结果 使 每 个 yy 函数 (i=1,2,…,/) 变 成 下 列 线性 


组 合 : 


之 Gri,， 
式 中 的 Gi 是 一 些 依赖 于 变换 G 的 常数 . 这 些 常 数 的 集合 组 成 变换 矩阵 @. 


”由 于 ;函数 都 是 单 值 的 ,该 群 中 的 每 个 元 和 一 个 特定 的 变换 矩阵 相对 应 
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根据 上 述 关系 ,我 们 最 好 把 群 元 C 看 成 是 作用 在 函数 y, 上 的 算 符 , 从 而 可 
写作 : 
= 3 CU (94. 1 ) 
呐 数 组 ;总 可 以 选 成 是 正 交 归 一 化 的 函数 组 . 此 时 变换 矩阵 的 概念 就 和 8$11 中 
所 定义 的 算 符 矩阵 概念 相 一 致 , 它 的 矩阵 元 为 : 


G, = [Ea Gy da. (94.2) 


两 个 群 元 G 和 五 的 乘积 ,对 应 于 和 矩阵 G 和 和 矩阵 及 用 通常 的 矩阵 乘法 法 则 
(11.12) 相 乘 后 所 得 的 矩阵 : 
(GH), = > CGH,. | (94.3) 


与 所 有 的 群 元 分 别 对 应 应 的 各 矩阵 的 集合 ， 称 为 该 群 的 一 个 表示 . 定义 这 些 和 所 
阵 时 所 用 的 函数 内 ,… ,w/ 称 为 这 个 表示 的 基 范 数 . 这 些 函 数 的 总 数 f 称 为 该 表 
示 的 维 数 . 


我 们 来 考虑 积分 | yi Widg. 由 于 积分 延 及 整个 空间 ,积分 值 对 坐标 系 的 任 
意 旋 转 或 反射 显然 保持 不 变 , 这 就 是 说 ,对 称 变换 不 会 破坏 基 函 数 的 正 交 归 一 化 
性 质 , 从 而 G 都 是 么 正 算 符 D( 见 $12) ,因此 ,在 以 正 交 归 一 化 函数 组 为 基 的 一 
个 表示 中 ,代表 群 元 的 矩阵 也 都 是 么 正和 矩阵 . 
假定 对 函数 组 yy, ,… ,yw/ 施 行 下 列 线性 么 正 变 换 : 
yy = Su ， (94.4) 
所 得 的 新 函数 组 yy' ,… ,仍然 是 正 交 归 一 化 的 (参考 § 12)@. 如 果 现 在 取 函 数 
组 ;为 表示 的 基 函 数组 ,我 们 得 到 一 个 维 数 相 同 的 新 表示 . 这 种 通过 基 函 数组 
的 相互 线性 变换 而 得 到 的 表示 , 称 为 等 价 表 示 . 这 些 相 互 等 价 的 表示 显然 没有 本 
质 的 区 别 . 
等 价 表 示 的 矩阵 可 以 简单 地 相互 表达 . 根据 (12.7) 式 , 算 符 6 在 新 表示 中 
的 矩阵 ,等 于 下 列 算 符 在 旧 表 示 中 的 矩阵 : 
CS (94.5) 
代表 群 元 6 的 矩阵 中 ,对 角 元 之 和 ( 即 阵 迹 ) 称 为 群 元 的 特征 标 , 我 们 把 它 
记 作 x(G). 一 个 极为 重要 的 结论 是 ,等 价 表示 的 矩阵 具有 相同 的 特征 标 ( 见 
(12. 11) 式 ). 这 就 显示 了 利用 特征 标 描述 群 表示 的 特殊 重要 性 : 它 可 以 立即 区 


中 这 个 论断 中 重要 的 是 ,积分 值 或 者 为 零 (iz#k 时 ) 或 者 肯定 不 为 零 (i=k 时 ) ,因为 被 积 函 数 
|w; 上 [是正 的 . 
四 按 (12.12) 式 ,变换 的 么 正 性 使 得 基 函 数组 的 模 量 平 方 之 和 在 变换 中 保持 不 变 . 
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别 等 价 的 表示 和 根本 不 同 的 表示 . 以 后 我 们 只 把 不 等 价 的 表示 称 为 不 同 的 表示 . 
如 果 我 们 把 (94.5) 中 的 $ 看 作 一 个 群 元 , 它 联系 着 共 恩 元 6G 和 G', 即 可 得 
出 这 样 的 结论 ,在 群 的 任 一 给 定 表示 中 ,属于 同一 类 的 群 元 具有 相同 的 特征 标 . 
恒 等 变 换 对 应 于 群 的 单位 元 E. 单位 元 的 矩阵 在 所 有 的 表示 中 都 是 对 角 的 ， 
且 对 角 元 都 等 于 1. 因此 特征 标 x(E) 正 好 等 于 该 表示 的 维 数 : 
X(E) = 上 (94.6) 
我 们 来 考虑 某 一 了 维 的 表示 . 有 可 能 发 生 这 样 的 情形 ,经 过 (94.4) 式 的 适当 
线性 组 合 以 后 , 它 的 基 函 数 可 以 分 成 若干 组 ,每 组 分 别 具 有 上 凡 , 户 ,… 个 函数 ( 广 + 
+… = 了 /) , 当 群 中 的 任 一 元 作用 在 这 些 函 数 上 时 ,各 组 的 函数 只 能 变 成 本 组 的 
各 盟 数 的 线性 组 合 而 不 能 变 成 其 它 组 的 函数 . 在 这 样 的 情形 下 ,所 考虑 的 表示 称 
为 可 约 表 示 . 
妃 一 方面 ,如 果 一 组 基 函 数 不 管 进行 怎样 的 线性 组 合 ,在 群 元 的 作用 下 它 的 
总 数 不 能 分 解 或 减少 ,由 这 组 函数 所 给 出 的 表示 就 称 为 不 可 约 表 示 . 任 一 可 约 表 
示 都 能 分 解 成 为 若干 个 不 可 约 表示 . 这 就 是 说 ,经 过 适当 的 线性 组 合 以 后 , 它 的 
基因 数 可 以 分 解 成 为 若干 个 组 ,每 一 组 函数 在 群 元 的 作用 下 按 某 一 不 可 约 表 示 
变换 . 其 中 知 干 个 不 同 的 组 也 有 可 能 按 同一 不 可 约 表 示 变 换 . 在 这 种 情况 下 ,我 
们 就 说 可 约 表 示 中 含有 这 种 不 可 约 表 示 若 干 次 . 
不 可 约 表 示 是 群 的 重要 特征 , 它 在 群 论 的 所 有 量子 力学 应 用 中 都 占有 主要 
地 位 .下面 给 出 不 可 约 表示 的 若干 基本 性 质 有 . 
可 以 证 明 ,一 个 群 的 不 等 价 不 可 约 表示 的 数目 等 于 该 群 的 类 数 7. 我们 用 不 
同 的 号 码 来 区 别 各 种 不 可 约 表示 的 特征 标 . 群 元 素 G 在 这 些 表 示 中 的 特征 标 分 
别 记 作 入 (G6) (G6) se (G9. 
不 可 约 表 示 的 和 矩阵 元 满足 一 系列 正 交 关 系 . 首先 ,对 于 两 个 不 等 价 的 不 可 约 
表示 ,下列 关系 式 成 立 : 
> BO (94.7) 


式 中 的 ap 区 别 两 个 不 可 约 表示 ，》 代表 对 该 群 的 所 有 元 求 和 . 对 于 同一 个 
不 可 约 表示 ,下 式 成 立 : 
> OMG FBuBin, (94.8) 
也 就 是 说 ,只 有 和 矩阵 元 的 模 量 平方 和 才 不 等 于 零 : 
CY 2 2 
| f 


G a 


QD 这 些 性 质 的 证 明 可 以 在 任何 一 本 群 论 教科 书 中 找到 . 
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(94.7) 和 (94.8) 式 可 以 合并 写成 下 列 形式 : 


Sy Oe = 66u6u， (94.9) 
[a a 


特别 是 ,从 上 式 出 发 可 求 出 不 可 约 表示 特征 标的 一 个 重要 的 正 交 关系 . 
(94.9) 式 两 边 对 i=k,l =m 的 各 个 值 求 和 后 可 得 
pd “二 (94. 10 ) 
a=B 时 有 
> | > =g. 
这 网 是 说 ,一 个 不 可 约 表示 的 特征 标的 模 量 平方 和 等 于 该 群 的 阶 数 . 要 注意 的 
是 ,上 式 可 以 作为 一 个 判 据 , 用 来 判断 一 个 表示 是 不 是 不 可 约 表示 . 对 于 一 个 可 
约 表示 ,上 式 右边 的 和 总 是 大 于 g( 例 如 等 于 ng,n 是 该 可 约 表示 中 所 含 的 不 可 
约 表 示 数 ). 
由 (94.10) 式 还 可 得 出 ,两 个 不 可 约 表示 具有 相同 的 特征 标 不 但 是 这 两 个 
表示 为 等 价 的 必要 条 件 而 且 也 是 充分 条 件 . 
由 于 同类 元 的 特征 标 相 同 ,(94.10) 的 求 和 中 实际 上 只 有 7 个 独立 项 ,该 式 
可 写成 下 列 形式 
CO (94.11 ) 
式 中 是 对 该 群 的 > 个 类 (用 巡 标 C 表示 ) 求 和 ,g。 是 C 类 中 元 的 个 数 . 
因 不 可 约 表示 的 个 数 等 于 类 数 ,r 个 量 As = gc/gx'“(C) 可 以 组 成 一 个 方 
和 矩阵 . 
根据 对 第 一 个 下 标的 正 交 式 
> bs pe = 0.p， 
可 以 自动 得 出 对 第 二 个 下 标的 正 交 式 
2 facfac = 0cc' 
因此 除了 (94.11) 式 以 外 ,还 有 
Fe 0 4 bh = cc: (94.12) 
任 一 个 群 的 各 种 不 可 约 表示 中 ,总 是 存在 一 个 平凡 的 不 可 约 表示 , 它 只 有 一 
个 基 男 数 ,这 个 函数 在 群 的 所 有 变换 下 保持 不 变 . 这 个 一 维 表示 称 为 单位 表示 ， 
该 表示 中 的 所 有 特征 标 都 等 于 1. 如 果 正 交 关 系 (94. 10) 或 (94. 11 ) 中 有 一 个 是 
单位 表示 , 则 对 另 一 个 表示 有 
0 (94. 13 ) 
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这 就 是 说 ,对 于 每 一 个 不 可 约 表示 ,所 有 群 元 的 特征 标 之 和 等 于 零 . 

根据 (94. 10) 式 ,我 们 很 容易 把 任 一 可 约 表示 分 解 成 不 可 约 表示 ,只 要 这 些 
表示 的 特征 标 是 已 知 的 , 设 x(G) 为 某 个 f 维 可 约 表示 的 特征 标 ,并 令 整 数 a'”， 
a“”,…,a" 分别 代表 该 表示 中 所 含 的 各 个 不 可 约 表示 的 次 数 , 因 而 有 


Sy J (94. 14Y 
式 中 刀 是 不 可 约 表示 的 维 数 . Te 
YC = > oe (94.15) 
上 式 乘 以 xX““(G) 并 对 所 有 的 6 求 和 ,根据 (94. 10) 式 得 
4 OE (94. 16) 


我 们 来 考虑 一 个 f=g 维 的 表示 , 它 由 & 个 函数 Gy 给 出 ,y 是 坐标 的 一 般 函 


数 ( 因 而 由 w 所 得 的 g 个 函数 Gy 彼此 线性 独立 ) ,这 样 的 表示 称 为 正规 表示 . 很 
明显 在 这 个 表示 中 ,除了 单位 元 所 对 应 的 矩阵 外 没有 一 个 矩阵 含有 不 等 于 零 的 
对 角 和 矩阵 元 . 因而 有 GE 时 xX(G) =0 以 及 x(E) =g. 把 这 个 表示 分 解 成 为 不 可 
约 表示 ,根据 (94. 16) 式 ,整数 a'” 的 数值 为 a = (1/g)gf”=f". 也 就 是 说 , 
每 个 不 可 约 表 示 在 正规 表示 中 所 含 的 次 数 等 于 它 的 维 数 . 把 a ”= 了 /代入 
(94. 14) 式 即 得 下 列 关 系 式 : 
fr +f + +f =8, (C94. 17) 
即 一 个 群 的 所 有 不 可 约 表示 的 维 数 平方 之 和 等 于 该 群 的 阶 数 . 由 此 可 见 , 对 于 
一 个 阿 贝 尔 群 (此 时 r=g) ,所 有 的 不 可 约 表示 都 是 一 维 的 (f =f =… =f =1). 
人 二 让 宗 匣 证 骨 地 指出 ,来 困 区 下 示 前 准 吉 可 以 际 下 该 状 的 阶 守 8. 
实际 上 ,我 们 可 以 通过 下 式 把 一 个 正规 表示 分 解 成 不 可 约 部 分 : 


凡 =- by eg. (94.18) 
人 ii” (=1,2,… 头 ) 按 下 式 变换 : 
wr™ 要 > Ci a 


也 就 是 说 ,它们 是 第 a 个 不 可 约 表示 的 基 . 给 予 各 种 不 同 的 大 值 ,我 们 可 以 对 每 
一 个 不 可 约 表 示 得 到 人 套 不 同 的 基 函 数 y'”, 这 和 正规 表示 中 每 个 不 可 约 表示 
出 现 帮 次 的 事实 相 一 致 . 


@ 可 以 提 及 的 是 ,对 点 群 讲 来 , 当 r 和 gg 给 定 后 ,实际 上 只 能 有 一 组 整数 值 /,…,f, 可 以 满足 
(94. 17 ) 式 . 
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任 一 函数 可 以 表 成 按 群 的 各 个 不 可 约 表示 变换 的 各 个 函数 之 和 . 这 个 问 
题 可 通过 下 式 解 决 : 


y= 2 2 , yi" - 冯 2, Ge "Ch (94. 19 ) 
为 了 证 明 这 一 点 ,我 们 把 第 二 式 代入 第 一 式 并 对 i 求 和 ,得 到 
峭 = 了 (94. 20) 


由 于 维 数 / 等 于 群 的 单位 元 的 特征 标 X'“(E) ,我 们 可 用 正 交 关系 (94. 12 ) 证 
明 ,(94. 20) 的 求 和 中 仅 当 G 是 单位 元 时 才 不 等 于 零 ( 而 等 于 g). 因此 (94. 20) 
式 的 右边 恒 等 于 vy. 
我 们 来 考虑 两 组 不 同 的 函数 如”,…,y” 和 yi”，…, 业 /4 ,它们 构成 一 个 群 
的 两 个 不 可 约 表 示 . 作 乘积 y'”yi” ,我 们 可 得 ff 个 新 函数 ,它们 可 以 作为 /所 
维 的 一 个 新 表示 的 基 . 这 个 新 表示 称 为 前 两 个 表示 的 直 积 或 克 罗 内 克 ( Kroneck- 
er) 积 ,只 有 或 有 等 于 1 时 它 才 是 不 可 约 的 . 容易 证 明 , 直 积 的 特征 标 等 于 构成 
它 的 那 两 个 表示 的 特征 标的 乘积 . 实际 上 ,如果 
CN 
则 有 
Gy Wi = > C1? Gh Yi Ye. 
对 特征 标 而 言 ,我 们 把 它 记 作 (x'”xx'”)(G) ,可 得 
Ce Wu J > OB SS OY Bs 
即 
(¥'™ AGE) = (CC), (94.21) 
相 乘 的 这 两 个 不 可 约 表 示 在 特殊 情况 下 也 可 以 是 相同 的 ,此 时 有 两 组 不 同 
的 函数 由 ,… ,内 和 gp,，,… ,9 给 出 同一 个 不 可 约 表示 ,而 这 个 表示 与 自身 的 直 积 
是 由 ff 个 函数 yp, 给 出 的 ,并 且 具 有 以 下 的 特征 标 : 
(x xxX) (6) =[XY(CC)] 
这 个 可 约 表 示 可 以 立即 分 解 成 两 个 维 数 较 小 的 表示 (这 两 个 表示 一 般 讲 来 仍 是 


可 约 的 ) :一 个 表示 是 由 (f+1) 个 Yip + 内 9 函数 给 出 的 ; 另 一 个 表示 是 由 


了 1(f 一) 个 yips -Wipi 函 数 (i 关 h) 给 出 的 . 显然 ,这 两 组 函数 中 的 每 一 组 只 能 
变换 成 本 组 各 函数 的 线性 组 合 . 前 一 个 表示 称 为 不 可 约 表示 自身 的 对 称 乘积 , 它 
的 特征 标记 作 [2] (6); 后 一 个 表示 称 为 反对 称 乘积 , 它 的 特征 标记 作 
pe1(6). 为 了 求 出 对 称 乘积 的 特征 标 ,我 们 写 出 
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Gyip: + Yip;) = 交 ， GiGni( Yipn + Ynpi) = 
l,m 
1 
oy 3 ( GG. , + GriGn) (ip, + 9p) 》 


因此 特征 标 为 : 
2 1 
[x ](G) = > (GiGh Gi Ga ): 


但 是 > G =X(C)，> CuxGu =X(C ) ,因此 最 后 得 到 下 列表 式 


De](G) =3 {x(C)] +x( 6) }. (94.22) 


根据 上 式 我 们 就 可 从 群 表示 的 特征 标 出 发 算出 它 的 对 称 乘积 的 特征 标 . 应 用 完 
全 相同 的 方法 ,还 可 求 出 反对 称 乘积 的 特征 标 2: 


1(6) =3 {Ix(6)]* -x( 0) }. (94.23) 


如 果 函 数组 内 和 gq; 相同 ,显然 只 能 求 得 它们 的 对 称 乘积 , 它 由 和 i 上 的 
乘积 y,w; 给 出 . 实际 应 用 中 还 可 能 磁 到 更 高 次 的 对 称 乘积 ,它们 的 特征 标 可 以 
用 类 似 的 方法 求 出 . 

直 积 的 一 个 重要 特性 如 下 . 当 我 们 把 两 个 不 同 的 不 可 约 表示 的 直 积 分 解 成 
不 可 约 成 分 时 , 仅 当 相 乘 的 这 两 个 表示 是 彼此 复 共 恩 的 ,它们 的 直 积 中 才 会 含有 
单位 表示 (而 且 只 含 一 次 ). 对 于 实 表 示 , 仅 当 不 可 约 表 示 和 它 自身 相 乘 时 , 直 积 
中 ( 当然 是 在 它 的 对 称 乘 积 中 ) 才 会 含有 单位 表示 . 为 了 判明 (94. 21 ) 的 表示 中 
是 否 含有 单位 表示 ,我们 只 需 根据 (94. 16) 式 ,把 它 的 特征 标 对 G 求 和 并 除 以 群 
的 阶 数 g ,然后 按 正 交 关系 (94. 10) 立 刻 获得 结论 . 

最 后 ,我 们 来 讲 一 下 关于 两 个 群 的 直 积 群 的 不 可 约 表示 问题 (不 要 和 同一 
个 群 的 两 个 表示 的 直 积 混淆 起 来 ). 如 果 函 数组 y'” 给 出 了 群 A 的 一 个 不 可 约 
表示 , 函数 组 y;” 给 出 了 群 B 的 一 个 不 可 约 表示 ,那么 它们 的 乘积 yy'* 就 是 
群 A xB 的 一 个 f.f 维 表示 的 基 , 而 且 这 个 表示 是 不 可 约 的 . 这 个 表示 的 特征 标 
可 以 用 原来 两 个 表示 的 特征 标 相 乘 而 得 [参考 (94. 21 ) 式 的 推导 ]. 群 A®@B 中 
的 元 素 C =48 所 对 应 的 特征 标 为 

Op" Car CB (94.24) 
按 此 方式 把 群 4 和 B 的 所 有 不 可 约 表 示 互 乘 , 即 得 群 A@B 的 所 有 不 可 约 表 示 . 


$95 扣 群 的 不 可 约 表 示 
现在 来 具体 确定 各 种 点 群 的 各 个 不 可 约 表示 . 绝 大 多 数 的 分 子 只 有 二 ,三 ， 


QD” 值得 指出 的 是 ,对 于 两 维 表示 ,特征 标 |x*1(G) 等 于 线性 变换 G 的 行列 式 , 这 很 易 通 过 直接 计算 
证 明 . 
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四 和 六 阶 的 对 称 轴 , 由 于 我 们 不 考虑 二 十 面体 群 了 ,Y, ;下 面 只 考虑 n=1,2,3， 
4.6 的 种 忆 CisCssD Da 和 sal,2,3 的 群 访 , ,DD 

表 7 给 出 了 这 些 群 的 各 个 不 可 约 表示 的 特征 标 . 同 构 的 群 具有 相同 的 表示 ， 
我 们 已 经 把 它们 放 在 一 起 . 表 的 上 端 群 元 符号 前 的 数字 ,表明 该 元 所 属 类 中 具有 
的 元 数 ( 见 $93). 表 的 左边 各 列 给 出 了 各 个 表示 的 习 用 名 称 . 一 维 表示 记 作 4 
或 如 ,二 维 表示 记 作 五 ,三 维 表示 记 作 下 . 不 要 把 二 维 不 可 约 表示 的 记号 已 和 和 群 
的 单位 元 混淆 起 来 .4 表示 的 基 函 数 对 n 阶 主轴 的 旋转 是 对 称 的 ,B 表示 的 基 
足 数 对 以 上 的 旋转 则 是 反对 称 的 ,对 反射 owi 具 有 不 同 对 称 性 的 基 函 数 ,它们 的 
表示 用 撒 号 来 区 别 ( 一 搬 或 两 撤 ) ,而 下 标 g 和 w 表明 了 对 反 演 的 对 称 性 . 除了 
群 表 示 的 名 称 以 外 ,还 有 x,y,z 等 字母 ,这些 字母 表明 了 这 些 坐 标 分 量 本 身 是 按 
哪 一 个 表示 变换 的 . 所 选 的 z 轴 总 是 沿 着 主 对 称 轴 . 字 母 es 和 w 分 别 代表 
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ECC 二 € 
E+E = es 二 机 过 二 下 

最 简单 的 问题 是 求 循 环 群 (C, ,5, ) 的 不 可 约 表示 . 一 个 循环 群 和 任 一 阿 贝 
尔 群 一 样 ,只 有 一 维 不 可 约 表示 . 设 6 为 该 群 的 一 个 生成 元 ( 即 这 个 元 的 逐次 乘 
宕 给 出 该 群 的 所 有 元 ). 由 于 G* =E(g 是 该 群 的 阶 ) ,于 是 很 明显 , 当 把 算 符 6 作 
用 在 基 杖 数 少 上 时 ,这 个 函数 只 是 乘 以 因子 YL , 即 @ 

Gy = er™sy (k=1],2,.% ,8). 

C,,( 以 及 和 它 同 构 的 C,,,D,) 是 阿 贝 尔 群 ,因此 它 的 所 有 不 可 约 表示 也 都 
是 一 维 的 ,而 且 特 征 标 只 能 等 于 +1( 因 为 每 个 元 的 平方 都 等 于 E). 

其 次 考虑 群 C,,. 它 和 群 C, 相 比 增加 了 对 竖 直 面 的 反射 o, (都 属于 同一 
类 ). 对 于 绕 轴 旋转 保持 不 变 的 一 个 函数 ( 群 C; 的 4 表示 的 基 范 数 ) 对 于 o, 反 射 
讲 来 可 以 是 对 称 的 ,也 可 以 是 反对 称 的 . 在 旋转 C, 作 用 下 被 乘 以 e 和 a? 的 那 两 
个 函数 (C; 群 复 共 轿 表 示 E 中 的 两 个 基 范 数 ) 在 反射 时 相互 变换 @. 根据 以 上 这 
些 考 虑 可 知 ,C,, 群 (以 及 和 它 同 构 的 也, 群 ) 具 有 两 个 一 维 不 可 约 表示 和 一 个 二 
维 不 可 约 表示 ,它们 的 特征 标 如 表 7 所 示 . 这 个 群 是 6 阶 的 ,根据 1? +1? +2? =6 
可 知 ,我 们 已 经 找 出 了 它 的 所 有 不 可 约 表示 . 

根据 同样 的 考虑 ,可 以 给 出 同类 型 其 它 群 (C,, ,Cs ) 的 不 可 约 表示 的 特征 标 . 

群 7 了 是 由 D,=V 群 加 进 四 个 三 阶 和 斜 轴 后 得 到 的 . 对 站 群 的 变换 保持 不 变 的 
一 个 函数 (4 表示 的 基 函 数 ) ,对 旋转 C, 讲 来 可 以 乘 以 1,s 或 a*.V 群 的 三 个 一 


QD 为 什么 把 两 个 复 共 斩 的 一 维 表示 写成 一 个 二 维 表示 的 样子 ,其 原因 将 在 $96 中 解释 . 
@ 例如 ,对 点 群 C, ,yw 函数 可 取 y=e* ,k=1,2,…,n,g 是 绕 某 一 固定 轴 的 转角 . 
@ ”例如 我 们 可 把 这 两 个 函数 取 成 Jy =e”* ,yw, =e-”, 对 竖 直 面 反 射 时 p 变 号 . 
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表 7 点 群 不 可 约 表示 的 特征 标 
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续 表 
D, E 2C. 3U, 3 
E 2 30, 30 
五 pA 3U, 30 
A 1 1 1 1 
A,;z 1 1 -1 -1 
有 1 -1 1 -1 
Bb, 1 -1 -1 1 
到 2 = 0 0 
Es%,7y 2 1 0 0 
家 8 
8C， 3C, 6o, 65, 
A 1 1 1 1 
[ 1 1 = 二 
-1 2 0 0 
EX ,yz 0 -1 1 二 1 





维 表示 B, ,B,,B, 的 基 函 数 , 在 C; 旋 转 下 进行 相互 变换 (例如 可 取 坐 标 分 量 %x,y,z 
本 身 作 为 这 三 个 基 函 数 , 即 可 看 出 这 一 点 ). 因此 得 到 三 个 一 维 不 可 约 表示 和 一 
个 三 维 不 可 约 表示 (1+1+1+3 =12). 
最 后 考虑 同 构 群 O0 和 7T, 7, 群 是 由 了 和 群 加 进 we 反射 后 得 到 的 ,每 个 反射 
面 通过 两 个 三 阶 轴 . T 群 的 单位 表示 4 的 基 函 数 对 ov 反射 讲 来 可 以 对 称 或 反 
对 称 ( 它 们 都 属于 一 类 ) ,它们 给 出 了 7, 群 的 两 个 一 维 表示 . 在 三 阶 轴 旋转 下 
被 乘 以 或 的 那 两 个 函数 (TT 群 复 共 轿 表 示 E 的 基 函 数 ) ,对 通过 该 转轴 的 
平面 进行 反射 后 相互 变换 ,因而 得 到 一 个 二 维 表示 。 最 后 ,对 于 了 和 群 的 下 表 
示 的 三 个 基 函 数 ,其 中 的 一 个 函数 经 反射 后 仍 变 为 自己 (或 者 保持 不 变 或 者 
变 一 符号 ) , 另 两 个 函数 则 相互 变换 . 因此 共有 两 个 一 维 表示 ,一 个 二 维 表 示 和 
两 个 三 维 表示 人 中. 
至 于 其 它 我 们 感 兴趣 的 点 群 , 它 们 是 上 述 几 种 群 和 C,;( 或 C,) 群 的 直 积 ,可 
以 根据 已 给 群 直接 算出 它们 的 各 种 表示 . 它们 是 
C=COC, B=D@C0,, D=DmC,, 0 =0®6,, 
C, =C,WC,, D,, =D,WC,,D,, =D, OC.,, 
C,, =C.WC,, SS =C,QC T, =TOC.. 


中 二 十 面体 群 中 具有 高 维 (4 和 5 维 ) 不 可 约 表示 . 
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对 于 其 中 的 每 个 直 积 ,它们 的 不 可 约 表示 数 要 比 原 群 的 多 一 倍 ,而 且 一 半 对 
反 演 对 称 (用 下 标 g 标志 ) , 男 一 半 对 反 演 反对 称 ( 用 下 标 w 标志 ). 不 可 约 表 示 
的 特征 标 可 以 从 原 群 的 特征 标 乘 以 +1 后 得 到 (根据 (94.24) 式 的 规则 ). 以 万 ， 
群 为 例 ,可 得 下 列 不 可 约 表 示 : 


好 E 2 3U, 7 25, 30, 


A 1 
4 1 
E, 2 | 0 2 二 0 
4 1 
4 1 
2 


$96 不 可 约 表 示 和 谐 项 的 分 类 


群 论 的 量子 力学 应 用 所 根据 的 事实 是 ,一 个 物理 系统 (一 个 原子 或 分 子 ) 的 
梯 定 户 方 程 对 该 系统 的 对 称 变换 保持 不 变 D. 由 此 可 以 立刻 知道 ,把 群 元 作用 于 
满足 酬 定 谱 方程 的 某 一 本 征 函 数 ( 属 于 某 一 能 量 本 征 值 ) 上 ,所 得 的 结果 仍 为 同 
一 方程 的 属于 同一 能 量 本 征 值 之 解 . 换 句 话说 ,属于 同一 能 级 的 一 组 定 态 波 函 数 
在 对 称 变换 下 彼此 相互 变换 ,也 就 是 说 这 组 波 函 数 能 够 给 出 对 称 群 的 某 个 表示 . 
一 个 重要 事实 是 ,这 样 的 表示 是 不 可 约 的 . 事实 上 ,对 称 变换 下 进行 相互 变换 的 
一 组 函数 必然 是 属于 同一 能 级 ,对 称 变换 下 并 不 相互 变换 的 几 组 函数 属于 同一 
能 级 的 情形 (可 约 表示 的 基 函 数组 就 可 以 分 解 成 为 以 上 的 几 组 函数 ) ,是 一 个 极 
为 偶然 的 例外 包 . 

因此 ,系统 的 每 一 个 能 级 对 应 于 该 系统 对 称 群 的 某 一 个 不 可 约 表示 ,这 个 表 
二 ERA end en ne 知道 了 

不 可 约 表 示 后 就 可 以 确定 这 些 态 的 一 切 对 称 性 质 ， 也 束 是 确定 了 这 些 态 在 各 种 

对 称 变 换 下 所 能 具有 的 行为 . 

维 数 大 于 1 的 不 可 约 表示 只 能 在 含有 非 对 易 元 的 群 中 找到 , 因 阿 贝尔 群 的 
不 可 约 表示 只 能 是 一 维 的 . 值得 回忆 的 是 ,我 们 在 未 讲 群 论 之 前 早已 提 到 过 , 简 
并 的 出 现 是 和 非 对 易 算 符 ( 但 它们 都 和 哈密 顿 量 对 易 ) 的 存在 有 关 ( 8$ 10). 

对 以 上 的 说 法 需要 补充 一 点 . 我 们 早已 指出 过 ( $ 18) ,量子 力学 中 的 时 间 


中 维 格 纳 (了 E.P. Wigner) 首 先 把 群 论 方法 应 用 于 量子 力学 (1926 ). 
加 ”如果 它 们 没有 特殊 的 原因 ,这 里 ,我 们 想到 了 * 偶 然 " 简 并 , 它 是 由 于 系统 的 哈密 顿 量具 有 本 章 所 
述 的 纯 几 何 学 对 称 性 以 外 的 更 高 对 称 性 而 引起 的 ( 见 $36 未 ). 
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变 号 对 称 性 (没有 磁场 时 成 立 ) 使 得 相互 复 共 斩 的 波 函 数 属于 同一 能 量 本 征 值 . 
由 于 这 一 点 ,如 果 有 两 组 相互 复 共 鸭 函数 给 出 了 同一 个 群 的 两 个 不 同 (不 等 
价 ) 的 不 可 约 表 示 , 那 么 应 该 把 这 两 个 复 共 轿 表示 看 成 是 维 数 大 了 一 倍 的 一 个 
“物理 上 不 可 约 的 ”表示 . 这 就 是 以 后 我 们 要 假定 的 . 上 节 中 我 们 就 有 复 共 斩 表 
示 的 例子 . 例如 C; 群 只 有 一 维 表示 ,但 是 其 中 有 两 个 是 复 共 思 的 ,从 物理 上 讲 它 
们 对 应 于 一 个 双重 简 并 能 级 ( 当 有 磁场 存在 时 ,就 没有 时 间 变 号 对 称 性 ,这 两 个 
复 共 斩 表 示 也 就 对 应 于 不 同 的 能 级 )@. 

现在 假定 所 给 的 物理 系统 受到 某 一 微 扰 ( 该 系统 放 进 本 身 具 有 一 定 对 称 性 
的 外 场 中 ). 产生 的 问题 是 ,这 个 微 扰 能 够 在 多 大 程度 上 分 裂 原来 的 简 并 能 级 @. 
如 果 外 场 的 对 称 性 等 于 或 者 高 于 @ 未 微 扰 系统 的 对 称 性 ,那么 受 微 扰 哈 密 顿 量 
有 =H +V 的 对 称 性 就 和 未 微 扰 算 符 刀 的 对 称 性 相同 . 在 这 样 的 情况 下 , 简 并 能 
级 显然 不 会 产生 分 裂 . 如 果 微 扰 的 对 称 性 低 于 未 微 扰 系 统 的 对 称 性 , 则 哈密 顿 量 
的 对 称 性 就 和 微 扰 V 的 对 称 性 相同 . 原来 的 一 组 波 函 数 ,给 出 了 算 符 所 的 对 
称 群 的 某 个 不 可 约 表示 ,也 得 给 出 受 微 扰 算 符 五 的 对 称 群 的 一 个 表示 ,但 是 这 
个 表示 将 是 可 约 的 ,这 就 意味 着 简 并 能 级 的 分 裂 . 现在 来 举例 说 明 , 如 何 用 群 论 
的 数学 工具 解决 能 级 分 裂 的 具体 问题 

设 未 微 扰 系统 具有 对 称 性 T, ,我 们 来 研究 一 个 三 重 简 并 能 级 ,这 个 能 级 对 
应 于 该 群 的 不 可 约 表示 F, ,这 个 表示 的 特征 标 为 

E SC, 3C， 60, 65, 
久 0 一 1] | 一 1] 


现在 假定 该 系统 受到 对 称 性 为 C,, 的 微 扰 ( 它 的 三 阶 轴 和 7, 群 的 一 个 三 阶 轴 重 
合 ). 这 个 简 并 能 级 的 三 个 波 函 数 给 出 了 C,, 群 ( 它 是 7, 群 的 一 个 子 群 ) 的 一 个 
表示 ,并 且 这 个 表示 的 特征 标 就 等 于 7, 群 的 原来 表示 中 同样 元 所 具有 的 特征 
标 , 亦 即 

2Cs 30, 

0 | 


E 
3 
但 是 这 个 表示 是 可 约 的 . 知道 了 C,, 群 的 不 可 约 表示 的 特征 标 后 ,根据 一 般 规则 


山 严格 讲 来 , 实 的 特征 标 ( 即 复 苍 表示 为 等 价 表示 时 ) 并 不 是 群 表示 的 基 函 数 能 选 成 实 函 数 的 充 
分 条 件 . 但 对 点 群 的 不 可 约 表示 而 言 却 是 充分 的 (并 不 是 对 “ 双 值 ”点 群 而 言 , 见 § 99). 

四 ”例如 晶 格 中 d 壳 层 和 / 壳 层 的 离子 能 级 , 它 和 周围 原子 的 作用 很 弱 . 这 种 情形 下 的 微 扰 就 是 其 余 
原子 作用 在 该 离子 上 的 电场 (外 场 ). 

@ 如 果 对 称 群 鼠 是 群 G 的 子 群 ,我 们 就 说 五 的 对 称 性 较 低 而 G 的 对 称 性 较 高 . 如 果 算 符 中 一 项 具 
有 G 的 对 称 性 另 一 项 具有 瑟 的 对 称 性 ,显然 两 项 之 和 具有 较 低 的 对 称 性 即 五 的 对 称 性 . 
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(94. 16) ,很 易 把 以 上 表示 分 解 成 不 可 约 表示 . 结果 发 现 它 可 以 分 解 成 C, 群 的 
4 表示 和 表示 . 因此 三 重 简 并 能 级 ,就 分 裂 成 为 一 个 无 简 并 能 级 4 和 一 个 双 
重 简 并 能 级 E. 如 果 原 来 的 系统 受到 的 是 具有 对 称 性 C,,( 它 也 是 群 7, 的 一 个 子 
群 ) 的 微 扰 , 则 能 级 ,的 三 个 波 函 数 所 给 出 的 表示 就 具有 以 下 的 特征 标 

EF G CT， IT ， 

也 一 1] ] ] 
把 这 个 表示 分 解 成 不 可 约 成 分 ,结果 发 现 它 含 有 表示 4, ,B, ,B,. 因此 这 种 情形 
下 能 级 ,分 裂 成 三 个 无 简 并 的 能 级 . 
$97 和 矩阵 元 的 选择 定 则 


群 论 不 但 能 给 出 任 一 对 称 物理 系统 的 能 级 分 类 ,而 且 还 能 给 出 一 个 简单 方 
法 ,用 来 求 出 该 系统 各 种 物理 量 矩 阵 元 的 选择 定 则 . 

这 个 方法 是 以 下 面 的 普遍 定理 为 基础 的 . 设 y'" 为 对 称 群 的 一 个 不 可 约 表 
示 ( 非 单位 表示 ) 的 一 个 基 范 数 . 这 个 函数 对 整个 空间 @ 积 分 等 于 零 : 


[wag =0 (97.1 ) 
上 式 的 证 明基 于 这 样 的 事实 ,一 个 延 及 整个 空间 的 积分 ,对 坐标 系 的 任意 变换 包 
括 任意 的 对 称 变换 在 内 都 是 不 变 的 . 因此 有 
J wdg= ep = > cy dg, 
将 上 式 对 所 有 的 群 元 求 和 ,结果 式 左 的 积分 增加 了 &g 倍 (g 是 该 群 的 阶 ) ,我 
们 有 : 
sv"dg= 5 [ws" cfpdy 
但 是 对 任 一 不 可 约 表示 (不 是 单位 表示 ) 讲 来 ,我 们 有 恒等式 > Gi”=0[ 此 式 
是 正 交 关 系 (94.7) 中 一 个 不 可 约 表示 等 于 单位 表示 时 的 特例 ]. 于 是 定理 得 证 . 
如 果 少 是 属于 群 的 某 一 可 约 表示 的 一 个 基 函 数 , 则 积分 | wdg 将 等 于 零 , 除 


非 这 个 可 约 表示 中 含有 单位 表示 . 这 个 定理 是 前 一 定理 的 直接 推论 . 
物理 量 f 的 矩阵 元 由 下 列 积 分 给 出 : 


(Bk|flai) = | Ag dg, (97.2) 
式 中 的 指标 a 和 B 区 分 该 系统 的 不 同 能 级 ,下 标 i,h 是 属于 同一 简 并 能 级 的 各 


(DD 是 指 该 物理 系统 的 位 形 空间 . 
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个 波 函 数 上 的 编号 . 由 函数 组 y:” 和 yw 给 出 的 该 系统 对 称 群 的 两 个 不 可 约 表 
示 ,我 们 分 别 记 作 D'” 和 D42 ,与 量 f 的 对 称 性 相对 应 的 群 的 表示 记 作 D,, 这 个 
表示 取决 于 /的 张 量 特性 . 例如 , 当 f 为 真 标量 时 , 它 的 算 符 f 对 所 有 的 对 称 变换 
保持 不 变 , 则 也 为 单位 表示 . 如 果 /为 硅 标 量 而 群 中 只 含 对 称 轴 时 ,这 一 结论 仍 
成 立 . 但 当 群 中 还 含有 反射 时 ,D, 便 不 再 是 单位 表示 ,虽然 它 的 维 数 等 于 1. 如 果 
8 是 一 个 矢量 , 则 刀 是 由 三 个 矢量 分 量 进行 线性 变换 所 给 出 的 一 个 表示 ,这 个 表 
示 对 极 矢 量 和 轴 矢 量 而 言 一 般 是 不 同 的 . 

乘积 fy 给 出 一 个 直 积 表示 D”@D,@D'. 仅 当 这 个 表示 包含 单位 
表示 时 ,也 就 是 直 积 D”@D'” 中 包含 D, 时 ,和 矩阵 元 才 不 等 于 零 . 实用 上 ,更 为 方 
便 的 办 法 是 把 D'”@D, 分 解 为 不 可 约 成 分 , 它 可 立刻 给 出 跃迁 矩阵 元 (从 D'* 型 
的 初 态 出 发 ) 不 等 于 零 的 所 有 各 种 DF 型 的 末 态 . 

在 标量 的 最 简单 情形 下 ,D, 为 单位 表示 ,由 此 可 以 立刻 知道 , 仅 当初 未 态 为 
同一 类 型 时 矩阵 元 才 不 等 于 零 :两 个 不 同 的 不 可 约 表示 的 直 积 D'“@D” 中 不 
含 单位 表示 ,可 是 一 个 不 可 约 表 示 和 其 自身 的 直 积 中 总 是 含有 单位 表示 . 这 是 定 
理 的 最 普遍 说 法 , 它 的 特例 我 们 早已 碰 到 过 . 

对 能 量 为 对 角 的 矩阵 元 ,也 就 是 属于 同一 谱 项 的 各 个 态 之 间 的 跃迁 矩阵 元 
(不 是 属于 类 型 相同 但 谱 项 不 同 的 两 个 态 之 间 的 跃迁 和 矩阵 元 ) ,需要 作 特 殊 的 处 
理 . 这 种 情形 下 我 们 不 是 有 两 组 不 同 的 函数 而 是 只 有 一 组 函数 yy” ,yw/”,…. 我 
们 要 用 不 同 的 方法 求 出 它 的 选择 定 则 , 它 依赖 于 量 f 在 时 间 反 演 下 的 行为 . 

我 们 来 考虑 一 个 由 波 函 数 y= cy;” 所 描述 的 态 . 此 态 中 的 平均 值 由 下 
列 求 和 式 给 出 : 

f= 2 c’ c,(ak |flai). 
在 复 共 恩 波 函 数 峭 ”= 三 c yw;” 所 描述 的 态 中 ,我 们 有 
f= > cc (ak|flai) = > ccr (ai|flak), 


如 果 f 对 时 间 反 演 不 变 , 这 两 个 态 不 但 属于 同一 能 级 而 且 还 有 相同 的 f 值 . 由 于 
系数 c; 是 任意 的 ,这 意味 着 

(ak|f|lai) = (ai|flak), 
因此 ,为 了 求 出 选择 定 则 ,我 们 不 需 考虑 整个 直 积 D'“@D'" ,而 只 需 考 虑 它 的 


QD” 当 我 们 采用 “物理 上 不 可 约 " 的 表示 时 ,由 于 基 消 数 总 可 取 成 实 函 数 , 我 们 在 (97.2) 式 中 不 再 区 
分 波 函 数 及 其 复 共 罗 函 数 . 
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对 称 部 分 [D'“ ] ,只 要 [D“”] 中 含有 D,, 就 有 非 零 矩 阵 元 Q@. 
但 当 f 在 时 间 反 演 下 变 号 时 ,从 y 变 到 yw' 必 随 之 有 f 的 变 号 . 从 而 用 同一 
方法 可 得 
(ak|flai)y = - (ailflak), 
在 此 情形 下 ,选择 定 则 是 由 直 积 的 反对 称 部 分 {D'“? + 确定 的 . 


习 题 


1. 当 存在 对 称 O 时 , 求 电 矩 d 和 磁 矩 A 的 矩阵 元 选择 定 则 . 
解 : 群 O 不 含 反 射 ,因此 极 矢 d 和 轴 矢 J 按 同一 不 可 约 表 示 ,变换 .下 和 和 群 


FA =F, FA,=F,, FOE =F, +h,, 
FF =4 +E+F +F,, ei a 9 
因此 不 等 于 零 的 (能 量 ) 非 对 角 元 为 下 列 跃 迁 : 
PsA bE, Py hs srd ss BE, 
群 O 的 不 可 约 表示 的 对 称 和 反对 称 乘积 为 
[4] =[42] =A,, [E] =A,+E, [Fi] =[F] =4 +E+F,, (2) 
{E?}=4,, {FI}={F2}=F,. 


对 称 乘 积 中 不 含 下 ,因此 矢量 d( 时 间 反 演 不 变 ) 没 有 (能 量 的 ) 对 角 元 . 磁 矩 在 
时 间 反 演 下 变 号 ,对 和 所, 态 有 对 角 元 . 
2. 同 题 1 ,但 为 对 称 DD,,. 
解 :D,, 群 中 矢量 d 和 Jj 具有 不 同 的 变换 规律 : 
dE ~ 
Ks Hy ~ Es, ph,~h,- 
本 题 及 下 面 的 题 中 ,记号 ~ 代表 “ 按 某 个 表示 变换 ”. 我 们 有 
EA =E,.A,, =E,, E,WA, =E,®A,, =E,, 
EOE,=A, +A,,. +E,, EE, =A4, +A;,. +E.. | 
因此 d,,d, 的 非 对 角 适 阵 元 中 ,不 等 于 零 的 有 跃迁 局 4 ,4 ,E,,E,+>4,, ,4,,. 
同 法 求 得 下 列 选 择 定 则 
d.,: A A, <>»A 时 


(3) 


lu ?9 
lg a yg 人 se 本 -本 
KK:: A A A mA; JJ Ber, 


Kx Hy * Eb, A 


中 乘积 [D " ] 中 总 是 含有 单位 表示 ,所 以 标量 的 对 角 元 (以 及 初 未 态 类 型 相同 的 非 对 角 元 ) 不 等 
于 零 . 
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DD, 群 不 可 约 表示 的 对 称 和 反对 称 乘积 为 
[A1,] =[A%] =[42] = [hz,] =41,, 
[Es] =[E,] =E, a 
我 们 看 到 对 于 d 的 分 量 ,不 存在 (能 量 的 ) 对 角 元 ;对 于 矢量 J 在 或 ,型 简 并 
能 级 的 各 态 之 间 存 在 着 内 :的 对 角 元 . 
3. 当 存 在 对 称 O 时 , 求 电 四 极 矩 张 量 Qi 的 给 阵 元 选择 定 则 . 
解 :对 群 O 而 言 , 张 量 Qi( 是 一 个 对 称 张 量 并 且 0 之 和 等 于 零 ) 的 各 个 分 
量 按 以 下 规则 变换 : 
0 ss te Qs Wot te = 


27i/3 ) . 


(4) 


(e=e 
把 ,EE 和 和 群 0 的 所 有 表示 的 直 积 进 行 分 解 后 ,可 得 非 对 角 元 的 下 列 选择 定 则 : 
0 0 0 EA buh Ps: ds: WE a 
0 0 MS EsA A Bs Pash Psy Pie*h: 
对 角 元 存在 于 下 列 态 中 (可 从 (2) 看 出 ): 
OOo Qs Bisl sys 
OO 
4. 同 题 3, 但 为 对 称 D;,,. 
解 : 对 群 刀 ,而 言 , 分 量 Qi 的 变换 规律 为 
0 = Wb 
O_ 具 有 标量 的 行为 . 把 ,和 群 D; 的 所 有 表示 的 直 积 进行 分 解 后 ,可 得 Qi 其 余 
分 量 的 非 对 角 元 选择 定 则 : 
Ek A 5 A ss 
只 有 对 ,和 上 ,的 态 , 对 角 元 才 是 非 零 的 [可 从 (4) 式 看 出 ]. 
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除了 $ 93 中 历数 的 各 种 有 限 点 群 外 ,还 存在 着 群 元 个 数 为 无 限 的 连续 点 
群 . 这 就 是 轴 对 称 群 和 球 对 称 群 . 

最 简单 的 轴 对 称 群 是 C, 群 , 它 含 有 绕 对 称 轴 旋 转 任意 角 9 的 Cl(y) 元 , 称 
为 两 维 旋转 群 . 这 个 群 可 以 看 作 C, 群 当 n 一 % 时 的 极限 情形 . 同 理 ,作为 Cw， 
C,,,D, ,D,, 等 群 的 极限 ,我 们 有 C。,C。,,D。,D。; 等 连续 群 . 

具有 轴 对 称 性 的 分 子 只 能 是 由 位 于 同一 直线 上 的 原子 所 组 成 . 如 果 它 对 该 
直线 的 中 点 并 不 对 称 , 它 的 点 群 就 是 C., 群 , 群 中 除了 绕 轴 旋转 外 还 有 对 通过 该 
轴线 的 任 一 平面 的 反射 o,. 如 果 该 分 子 对 称 于 轴线 的 中 点 , 它 的 点 群 就 契 D。， 
= C.,@C,. 作为 分 子 的 对 称 群 ,C。,C。,,D。 等 群 并 不 出 现 . 
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完全 球 对 称 的 群 含有 绕 通 过 中 心 的 任意 轴线 转 任 意 角 的 旋转 元 ,还 含有 对 
通过 该 中 心 的 任意 平面 所 进行 的 反射 ,这 个 群 是 单个 原子 的 对 称 群 ,我 们 把 它 记 
作 K. 所 有 空间 旋转 所 组 成 的 群 K( 它 称 为 三 维 旋转 群 或 简称 为 旋转 群 ) 是 它 的 
一 个 子 群 . 群 K 中 加 进 一 个 对 称 中心 后 即 得 群 K, ( K, = K@C,). 

连续 群 的 各 个 元 可 以 用 一 个 或 几 个 取 连 续 值 的 参量 加 以 区 别 . 以 旋转 群 为 
例 , 它 的 参量 可 以 取 确 定 坐标 系 转动 的 三 个 欧 拉 角 . 

$ 92 中 所 讲 的 有 限 群 的 一 般 性 质 以 及 与 此 有 关 的 一 些 概念 ( 子 群 , 共 斩 元 ， 
类 ,等 等 ) 可 以 直接 推广 到 连续 群 . 当然 ,与 群 的 阶 数 直接 有 关 的 那些 论述 (例如 
子 群 的 阶 可 以 除 尽 整 群 的 阶 ) 不 再 具有 意义 . 

C., 群 中 所 有 的 对 称 面 彼 此 等 价 , 因 此 所 有 反射 o, 组 成 一 类 , 它 具 有 连续 的 
群 元 . 此 群 的 对 称 轴 是 一 个 双向 轴 , 因此 它 具 有 连续 的 共 轿 元 类 ,每 类 含有 
C (+ 上 9) 两 个 元 . 群 D。, 的 类 可 以 从 群 C,, 的 类 直接 求 出 ,因为 D,, =C.8C. 

旋转 群 K 中 所 有 的 轴 都 是 等 价 的 而 且 是 双向 的 ,因此 转角 绝对 值 |o | 相同 
的 所 有 绕 任意 轴 的 旋转 元 组 成 一 类 . 群 K, 的 类 可 以 从 群 K 的 类 直接 求 出 . 

表示 的 概念 ,可 约 和 不 可 约 等 也 能 立即 推广 到 连续 群 . 每 个 不 可 约 表示 含有 
无 穷 系列 的 矩阵 ,但 是 相互 作 线 性 变换 的 基 范 数 的 数目 ( 即 该 表示 的 维 数 ) 仍 是 
有 限 的 . 这 套 基 函 数 总 是 可 以 这 样 来 选择 ,使 得 该 表示 是 么 正 的 . 一 个 连续 群 的 
不 同 的 不 可 约 表示 的 数目 是 无 限 的 ,但 构成 离散 序列 , 即 它们 可 以 挨个 计数 . 对 
于 这 些 表 示 的 矩阵 元 和 特征 标 ,也 存在 有 正 交 关系 ,它们 是 有 限 群 的 相应 关系 的 
推广 . (94.9) 式 现在 变 成 

| Cr Ge dr, = -666 | d7,, (98.1) 
(94. 10) 式 改 为 
人 (G) dr。 =6.s| dr7. (98.2) 


这 些 公式 中 的 积分 称 为 群 上 的 不 变 积分 ,dr。 可 用 群 参量 的 微分 表 出 并 使 dr。 
对 该 群 的 任意 变换 保持 不 变 @. 例如 旋转 群 中 可 取 dr。 = sin BdadBdy, 其 中 w,6 
和 是 定义 坐标 系 转动 的 三 个 欧 勒 角 (§ 58) ,此 时 | ar 三 全 

当 我 们 在 确定 总 角 动 量 的 本 征 值 和 本 征 函 数 时 ,实质 上 已 经 碰 到 过 三 维 旋 
转 群 的 不 可 约 表示 (没有 采用 群 论 的 术语 ). 角 动 量 的 三 个 分 量 算 符 (除了 一 个 


D 这 里 所 讲 的 连续 群 不 可 约 表示 的 各 种 性 质 仅 当 积分 式 (98.1) 和 (98.2) 收敛 时 才能 成 立 ,特别 是 
“群体 积 ” | ar。 必须 有 限 ,这 个 条 件 对 连续 点 群 确 是 满足 的 (但 对 于 像 相对 论 中 的 洛 仑 效 群 , 它 就 不 满 
足 ). 
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前 因子 外 ) 就 是 无 限 小 旋转 算 符 下 ,而 角 动量 的 本 征 值 标 志 了 其 波 函数 的 空间 旋 
巷 性 质 . 对 于 一 个 给 定 的 角 动 量 值 j, 有 27 +1 个 本 征 函数 y,, 与 之 相对 应 ,它们 
的 角 动 量 分 量 m 的 数值 不 同 但 同属 于 一 个 2; +1 重 简 并 的 能 级 . 在 坐标 系 转动 
下 ,这 组 函数 变 成 它们 的 线性 组 合 ,从 而 给 出 了 旋转 群 的 一 个 不 可 约 表示 . 因此 
从 群 论 的 观点 看 来 ,i 就 是 旋转 群 各 个 不 可 约 表示 的 编号 ,而 且 每 个 j 对 应 于 一 
个 刀 +1 维 表示 值 可 取 整 数 和 半 整 数 ,因此 群 表示 的 维 数 27 +1 可 取 所 有 的 整 
数值 1 ,2 ,3 ,…. 

这 些 表示 的 基 函 数 实质 上 已 在 $56 和 8$57 中 研究 过 , 群 表示 的 矩阵 见 
$ 58. 具有 给 定 j 值 的 一 个 表示 , 它 的 基 是 由 一 个 2/ 秩 对 称 旋 量 的 27+1 个 独立 
分 量 构成 的 (等 价 于 27+1 个 函数 光 ,,). 

旋转 群 中 7 值 为 半 整 数 的 不 可 约 表示 有 一 重要 特性 . 它 的 基 函 数 (奇数 秩 旋 
量 的 各 个 分 量 ) 转 动 2r 角 后 要 变 一 符号 ,可 是 2r 的 转动 等 于 群 的 单位 元 ,由 此 
得 出 结论 ,j 值 为 半 整 数 的 表示 都 是 双 值 表示 :对 于 每 个 群 元 ( 绕 某 轴 转 p 角 ， 
0 大 p 友 2T) ,该 表示 中 与 之 对 应 的 矩阵 不 是 一 个 而 是 两 个 ,这 两 个 矩阵 的 特征 标 
相差 一 个 符号 包 . 

前 面 提 到 ,一 个 孤立 原子 具有 对 称 性 K, = K@C,. 因此 从 群 论 观点 看 ,每 个 
原子 谱 项 对 应 于 旋转 群 K 的 某 个 不 可 约 表示 (确定 原子 的 总 角 动 量 值 J) 以 及 
C, 群 的 一 个 不 可 约 表示 (确定 态 的 字 称 )®@. 

当 把 原子 放 入 外 电场 时 , 它 的 能 级 分 裂 . 分 裂 能 级 的 数目 及 其 相应 状态 的 对 
称 性 质 可 用 $ 96 中 的 方法 来 确定 . 为 此 ,应 把 外 场 对 称 性 群 的 2J+1 维 表示 (由 
yw 困 数 组 所 构成 ) 分 解 成 为 该 群 的 不 可 约 表 示 . 这 就 需要 事先 知道 yj 函数 组 
所 给 出 的 表示 的 特征 标 . 

由 于 同类 元 的 不 可 约 表示 特征 标 是 相同 的 ,我 们 只 需 考虑 绕 z 轴 的 转动 就 
趾 跑 了 ,我 们 知道 , 绕 该 轴 转 w 角 后 波 函 数 wjw 要 乘 以 e” ,1M 是 角 动 量 沿 该 轴 的 
分 量 . 因此 函数 组 yjy 的 变换 和 矩阵 是 对 角 的 ,其 特征 标 为 


ci(T+D9 _e-iw 


J 
Pp) 二 eu? ES | 
M =-J | 


QD 数学 术语 中 ,这 些 算 符 就 是 旋转 群 的 生成 元 . 

@ 必须 指出 , 群 的 双 值 表示 不 能 算 作 真实 字义 下 的 表示 ,因为 它们 并 不 是 由 单 值 的 基 组 函数 给 出 
的 ; 男 外 见 $ 99. 

@ 此 外 ,原子 的 哈密 顿 量 对 电子 的 对 换 保 持 不 变 . 在 非 相 对 论 近 似 下 ,坐标 波 函 数 和 自 旋 波 函 数 是 
可 分 离 的 ,我 们 就 有 坐标 函数 所 给 出 的 置换 群 的 各 种 表示 . 如 果 给 定 了 置换 群 的 不 可 约 表示 ,原子 的 总 自 
旋 5 就 被 确定 ( $ 63). 但 当 计 及 相对 论 作 用 后 , 波 函 数 不 再 能 分 解 成 坐标 部 分 和 自 旋 部 分 . 粒子 坐标 和 自 
旋 同 时 对 换 的 对 称 性 ,不 能 用 来 标志 原子 谱 项 ,因为 泡 利 原理 只 允许 总 波 函数 对 所 有 电子 为 反对 称 . 这 一 
事实 与 计 及 相对 论 效应 后 自 旋 严格 讲 来 不 再 守恒 相 一 致 ,这 时 只 有 总 角 动 量 J 是 守恒 的 . 
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或 D 


sin (J + )¢ 
xX" (9) = 一 一 一 一 (98.3) 


sin a9 
对 于 反 演 1,M 值 不 同 的 函数 yw 具有 相同 的 行为 ,全 都 是 乘 以 +1 或 -1, 视 
原子 态 的 偶 或 奇 而 定 . 故 其 特征 标 为 
YT = (2 +1). (98.4) 
最 后 , 按 下 列 公 式 可 以 算出 对 o 面 反 射 以 及 旋转 -反射 wp 角 的 特征 标 : 
o=I1C,, S($) =IC(m + 0). 
让 我 们 再 来 考虑 一 下 轴 对 称 群 C。, 的 不 可 约 表 示 . 当 我 们 确定 具有 对 称 性 
C-, 的 双 原 子 分 子 ( 即 由 不 同 原子 组 成 的 分 子 ) 的 电子 谱 项 分 类 时 ,实际 上 已 经 
把 这 个 问题 解决 了 . 该 处 的 0 和 0 -两 个 谱 项 (2 =0) 对 应 于 两 个 一 维 不 可 约 表 
示 : 单 位 表示 4 和 表示 4, ,4; 的 基 函 数 对 所 有 旋转 保持 不 变 但 对 o 平面 的 反射 
变 一 符号 . 2 =1,2,… 的 双重 简 并 谱 项 对 应 于 各 个 二 维 表示 ,分 别 记 作 五 ， 
E,,…. 两 个 基 函 数 在 绕 轴 转 过 9 角 后 要 乘 以 e* ,而 在 o, 面 的 反射 中 两 者 相互 
变换 . 这 些 表 示 的 特征 标 为 


(98,.5) 





群 D。, =C。,6@C; 的 不 可 约 表示 可 从 群 C。, 的 直接 得 到 (对 应 于 原子 核 相 同 
的 双 原 子 分 子 的 谱 项 分 类 ). 

如 果 02 取 半 整数 值 ,函数 e*“ 给 出 群 C。, 的 不 可 约 双 值 表示 ,它们 对 应 于 
目 旋 为 半 整 数 的 分 子 的 谱 项 名 . 


中 ”为 避免 误解 ,我们 强调 指出 ,此 式 中 所 用 的 不 是 欧 拉 角 而 是 欧 拉 角 以 外 的 群 元 的 另 一 种 参量 化 : 
变换 现在 是 由 转轴 方向 及 绕 此 轴 的 转角 wp 所 标志 . 可 以 证 明 ,采用 这 组 参量 后 ,(98.2) 式 应 对 2(1 - 
cos pg ) dpdo 积 分 ,do 是 转轴 方向 的 立体 角 元 . 

四 与 三 维 旋转 群 的 结果 不 同 ,在 这 里 可 以 适当 挑选 2 的 分 数值 ,不 但 可 得 单 值 和 双 值 表示 ,而且 还 
可 有 三 值 或 更 多 值 的 表示 . 但 由 于 角 动 量 是 无 限 小 旋转 算 符 , 它 在 物理 上 允许 的 本 征 值 仍 由 上 述 三 维 旋 
转 群 的 表示 所 确定 . 因此 ,二 维 旋 转 群 (以 及 任 一 有 限 对 称 群 ) 的 三 值 (或 更 多 值 ) 表 示 从 数学 上 来 讲 虽 然 
是 肯定 的 但 是 没有 物理 意义 . 
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自 旋 为 半 整 数 的 态 ( 因 而 总 角 动 量 为 半 整 数 ) ,对 应 于 该 系统 对 称 点 群 的 一 
个 双 值 表示 . 这 是 旋 量 的 一 个 普遍 特性 ,因此 对 连续 点 群 和 有 限 点 群 都 能 成 立 . 
这 就 产生 了 寻求 有 限 点 群 的 不 可 约 双 值 表示 的 必要 性 . 

前 面 讲 过 , 双 值 表示 实际 上 不 是 一 个 真正 的 群 表示 ,特别 是 $94 中 所 讲 的 
公式 对 它们 并 不 适用 ,那些 公式 中 所 讲 的 所 有 不 可 约 表示 [例如 (94. 17) 式 中 的 
所 有 不 可 约 表示 的 维 数 平方 和 ] 只 是 指 单 值 的 真正 表示 . 

为 了 求 得 双 值 表示 ,最 好 采用 以 下 的 技巧 (H. A. Bethe,1929). 我 们 纯 形 式 
地 在 群 中 引入 一 个 新 元 ( 记 作 0), 它 代表 绕 任意 轴 旋 转 2r 角 但 并 不 等 于 单位 
元 EE, 它 的 平方 才 等 于 :0 =E. 因此 , 绕 n 阶 对 称 轴 的 旋转 C, 仅 当 连 续 施行 2n 
次 (而 不 是 nn 次 ) 后 才能 给 出 恒 等 变 换 : 

C= 和 GC (99.1) 

反 演 了 是 一 个 与 所 有 旋转 都 对 易 的 元 , 它 应 该 和 以 前 一 样 连续 施行 两 次 后 
等 于 .但 是 对 一 个 平面 的 两 次 反射 并 不 等 于 而 等 于 0: 

ogo” =0, go =E. (99.2) 
这 是 因为 反射 可 以 写成 r, = 1C, 的 形式 . 结果 所 得 的 一 组 元 组 成 了 某 个 虚构 的 
对 称 点 群 , 它 的 阶 数 等 于 原来 群 的 两 倍 . 我 们 把 这 种 群 称 为 双 点 群 . 实际 点 群 的 
双 值 表示 显然 就 是 所 对 应 双 群 的 单 值 表示 ,因此 可 用 通常 方法 求 出 . 

双 群 的 类 数 大 于 原来 群 (但 不 一 定 等 于 它 的 两 倍 ). 8 元 和 群 中 所 有 其 它 元 
都 是 对 易 的 D0, 因此 自 成 一 类 . 如 果 对 称 轴 是 双向 轴 , 则 双 群 中 的 元 CG; 就 和 元 
C2 =0C"… 相 共 恩 . 因此 , 当 有 二 阶 轴 存 在 时 ,元 的 分 类 也 要 看 这 些 轴 是 不 是 
双向 轴 ( 这 一 点 在 普通 的 点 群 中 并 不 重要 ,因为 C, 和 逆 旋 转 C2' 相 等 ). 

举例 来 讲 ,T 群 的 二 阶 轴 都 是 等 价 的 而 且 都 是 双向 轴 , 它 的 三 阶 轴 都 是 等 价 
的 但 都 不 是 双向 轴 . 因此 双 群 7'@ 中 的 24 个 元 分 成 以 下 七 类 :E,0, 三 个 旋转 C， 
和 三 个 CO 所 组 成 的 一 类 ,以 及 4C;,4C? ,4C;Q,4C;0 四 个 类 . 

一 个 双 点 群 的 不 可 约 表示 首先 含有 原点 群 的 各 个 单 值 表示 (此 时 的 QC 和 E 
都 对 应 于 单位 矩阵 ) ,其 次 就 是 原点 群 的 各 双 值 表示 ,此 时 的 元 0 对 应 于 一 个 负 
的 单位 矩阵 . 现在 我 们 感 兴趣 的 只 是 后 一 种 表示 . 

双 群 C',(n=1,2,3,4,6) 和 5S', 与 原 群 一 样 都 是 循环 群 @. 它们 的 不 可 约 表 
示 都 是 一 维 的 ,可 以 用 $95 的 方法 毫 无 困难 地 求 出 来 . 


@ 对 旋转 和 反 演 这 是 显然 的 ,对 于 平面 反射 ,由 于 它 能 表 成 反 演 和 旋转 的 乘积 形式 ,因此 也 和 @ 对 易 . 
@ 我 们 在 普通 点 群 上 加 一 撤 号 代表 双 群 . 
@ S =C!,S6= Cii, 其 中 含有 反 演 17, 它们 是 阿 贝 尔 群 但 不 是 循环 群 . 
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群 D',( 或 者 和 它 同 构 的 群 C',, ) 的 各 个 不 可 约 表示 可 以 应 用 与 单 群 相同 的 
方法 求 出 . 这 些 表示 是 由 e*“ 形 式 的 函数 给 出 的 ,yp 是 绕 n 阶 轴 的 转角 ,k 可取 
各 半 整 数值 (整数 值 对 应 于 普通 的 单 值 表示 ). 绕 二 阶 水 平 轴 旋 转 后 这 两 个 函数 
相互 对 调 ,旋转 C, 后 它们 乘 以 e**™”. 

双 立 方 体 群 的 表示 比较 不 容易 求 出 .. 群 7 的 24 个 元 被 分 成 七 类 . 因此 共有 
七 个 不 可 约 表示 ,其 中 的 四 个 和 群 7 的 相同 . 其 余 三 个 表示 的 维 数 平方 和 必 等 
于 12, 由 此 可 知 它 们 都 是 二 维 的 . 由 于 C, 和 C,0 属于 同类 , 故 有 x(C,) = 
X(C20) = -X(C,) ,因此 这 三 个 表示 中 都 有 x(C,) =0. 其 次 ,这 三 个 表示 中 至 少 
有 一 个 是 实 表示 ,因为 复 表示 只 能 以 共 红 方式 成 对 地 出 现 . 我 们 来 考虑 这 个 实 表 
不 ,并 且 假 定 C; 元 的 矩阵 已 经 化 成 对 角形 式 ( 设 对 角 元 为 c ,a,). 由 于 Ca = 0， 
故 有 al =a = -1. 为 了 使 XY(C;) =a, + a 等 于 实数 ,必须 令 a， = er ,a = 
e ” .结果 得 X(C:) =1,x(C3) =a? +a? = -1. 由 此 我 们 找到 了 一 个 表示 . 比较 
它 和 群 7 的 两 个 一 维 复 共 恩 表示 的 直 积 , 即 可 求 出 其 它 两 个 表示 . 

应 用 同样 的 方法 可 以 求 出 群 0' 的 表示 ,我 们 不 在 这 里 细 讲 了 . 表 8 给 出 了 
上 述 各 种 双 群 表示 的 特征 标 . 只 给 出 了 普通 点 群 的 双 值 表示 . 与 这 些 双 群 同 构 的 


群 具 有 同样 的 表示 . 
其 它 的 点 群 或 者 和 表 中 的 点 群 同 构 或 者 等 于 这 些 群 和 群 C .的 直 积 ,因此 它 
们 的 表示 无 需 特殊 计算 . 


与 通常 表示 的 理由 一 样 ,两 个 复 共 氏 双 值 表示 应 从 物理 上 看 成 一 个 维 数 加 
倍 的 不 可 约 表示 . 即使 是 对 特征 标 为 实数 的 两 个 一 维 双 值 表示 ,也 应 该 配 成 一 
对 . 这 是 因为 ( 见 $ 60) , 自 旋 为 半 整 数 的 系统 中 复 共 生 的 波 函 数 是 线性 独立 的 . 
如 果 我 们 有 一 个 实 特征 标的 一 维 双 值 表 示 @( 由 某 个 函数 少 所 给 出 ) ,那么 y 的 
复 共 斩 函 数 多 也 将 按 等 价 表示 变换 ,尽管 我 们 知道 沙 和 峭 * 是 线性 独立 的 . 另 
一 方面 ,两 个 相互 复 共 斩 的 波 函数 必 属 于 同一 能 级 ,由 此 可 见 ,物理 应 用 中 这 个 
表示 必须 加 售 . 

表 8 点 群 的 双 值 表示 


C7 CY” Ce 0 
eo cg cP 
E' |2 -2 0 0 0 
Dp, |E 0 6 3V, 30,0 
| GO CO 


@ 这 样 的 表示 可 以 在 ”为 奇数 的 C', 群 中 找到 , 它 的 特征 标 为 xX(C*) =( -1) 4 
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Eb, p -这 1 Ey 0 0 
CG Cs & Ce fo 3 30” 
A 0 
CO CC Oo GO we 50 300 
| 二 0 1 | 汐 = 0 0 
2 -2 0 1 -1 -3 3 0 0 
J .| 豆 -2 0 = 2 0 0 0 0 
ee G 
CQ CO CO 200 2UV',0 
| 0 本 BF 0 
J 站 有 = 0 二 三 应 0 
4C 2 4C0 4Cz 
| 六 4C 4 
0 3 3 3 3Q 3C,0 
Be | 有 = 这 | = = | 0 
这 一 2 € 一 ee = 和 0 
人 
2 一 之 e’ —€ 二 < 0 


4C3 4 3 3C. a 6C, 


0' |E 0 、 . 
sp ED sD BG C0 WW 
we 2 1 “有 i 
wb =2 1 = 四 < 全 了 
ca = | 1 0 0 0 0 


$ 97 中 关于 寻求 各 种 物理 量 f 的 矩阵 元 选择 定 则 的 方法 , 它 的 全 部 讨论 对 
目 旋 为 半 整 数 的 系统 仍然 成 立 , 只 是 对 能 量 而 言 的 对 角 和 矩阵 元 有 所 例外 ,重复 
$97 末 的 分 析 但 用 (60.2) 和 (60.3) 式 ,我 们 发 现 ,如 果 量 f 在 时 间 反 演 下 是 偶 
的 或 奇 的 ,在 求 其 选择 定 则 时 ,我 们 必须 采用 D'” 表 示 本 身 的 反对 称 积 | D'*”| 
和 对 称 积 [ D'” ] ,这 和 $97 中 所 讲 的 自 旋 为 整数 的 系统 的 选择 定 则 相反 人 0. 


习 题 
一 个 原子 处 于 具有 立方 对 称 性 O 的 场 中 四 , 求 其 能 级 (总 角 动 量 值 给 定 为 
四 应 用 这 些 定 则 时 应 该 注意 到 ,对 于 双 值 表示 ,单位 表示 不 是 在 它 的 对 称 乘 积 中 而 是 在 它 的 反对 
称 乘积 中 . 对 二 维 的 双 值 表示 来 讲 ,反对 称 乘积 | D'*”?| 正好 就 是 单位 表示 . 


四 例如 ,所 讲 的 可 以 是 指 晶 格 中 的 原子 .注意 本 题 中 外 场 的 对 称 群 是 否 存在 对 称 中 心 是 无 关 紧 要 
的 ,因为 波 函 数 的 反 演 性 质 ( 该 能 级 的 宇 称 ) 与 角 动 量 J 无 关 . 
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沧 根 。 

解 : 角 动量 相同 而 M) 值 不 同 的 一 组 原子 态 波 函数 给 出 了 O 群 的 一 个 2J 
+1 维 可 约 表 示 , 它 的 特征 标 由 (98.3) 式 给 出 .把 这 个 表示 分 解 成 不 可 约 表 示 (J 
为 整数 时 是 单 值 的 ,J 为 半 整 数 时 是 双 值 的 ), 即 可 求 出 能 级 分 裂 ( 见 $96). 下面 
列举 前 几 个 了 值 的 不 可 约 成 分 : 






A,+F, +k, 


第 十 三 章 
多 原子 分 子 


$ 100 ”分子 振动 的 分 类 


群 论 应 用 于 多 原子 分 子 ,首先 解决 的 是 电子 谱 项 的 分 类 问题 ,也 就 是 原子 核 
位 置 给 定 后 的 能 级 分 类 问题 . 它们 是 按 原子 核 位 形 的 对 称 点 群 的 不 可 约 表示 分 
类 的 . 但 是 我 们 必须 强调 一 个 明显 的 事实 ,这样 求 得 的 分 类 结果 是 对 一 定 的 原子 
核 位 形 而 言 的 ,因为 原子 核 移 位 后 这 样 的 位 形 对 称 性 就 要 遭 到 破坏 . 我 们 通常 所 
讲 的 位 形 都 是 指 原子 核 处 于 平衡 位 置 时 的 位 形 . 这 种 情形 下 求 出 的 分 类 结果 即 
使 当 原 子 核发 生 小 振动 时 仍 继续 具有 一 定 的 意义 ,但 当 振 动 不 能 再 认为 很 小 时 ， 

这 个 问题 在 双 原 子 分 子 中 并 不 出 现 , 因 为 它 在 原子 核 的 任意 位 移 下 仍 能 保 
持 它 的 轴 对 称 性 . 对 于 三 原子 分 子 也 发 生 类 似 的 情形 . 它 的 三 个 原子 核 总 是 处 于 
一 平面 内 ,这 个 面 就 是 这 个 分 子 的 一 个 对 称 面 . 因此 三 原子 分 子 的 电子 谱 项 永远 
能 用 这 个 平面 进行 分 类 ( 波 函 数 对 这 个 平面 的 反射 为 对 称 或 反对 称 ). 

对 于 多 原子 分 子 的 基态 电子 谱 项 ,存在 着 一 个 经 验 规则 ,根据 这 个 规则 绝 大 
多 数 分 子 的 基态 电子 波 函 数 是 全 对 称 的 (对 于 双 原 子 分 子 , 这 个 规则 已 经 在 
$ 78 中 提 及 ). 换 句 话说 ,这 个 波 函 数 对 分 子 对 称 群 的 所 有 元 都 保持 不 变 , 也 就 
是 说 , 它 属于 该 群 的 不 可 约 单位 表示 . 

群 论 的 方法 对 分 子 振动 的 研究 特别 有 用 (了 . P. Wigner,1930). 在 对 这 个 问 
题 进行 量子 力学 研究 之 前 ,必须 先 作 分 子 振动 的 纯 经 典 研究 ,这 种 纯 经 典 研 究 把 
分 子 看 作 是 由 许多 相互 作用 着 的 粒子 (原子 核 ) 所 组 成 的 一 个 经 典 系统 . 

根据 经 典 力 学 ( 见 《4 力 学 》§23,§24) ,粒子 数 为 V 的 一 个 系统 (这 些 粒 子 
不 在 一 直线 上 ) 具 有 3N -6 个 振动 目 由 度 . 在 3N 个 总 目 由 度 中 ,有 整个 系统 的 
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三 个 平 动 自由 度 和 整个 系统 的 三 个 转动 自由 度 Q@. 作 小 振动 的 多 粒子 系统 的 能 
量 表 式 可 以 写成 : 


1 = 1 
b= 2 Ma ils + 说 ku,u, ( 100; 1) 


式 中 的 mi ,hk 是 一 些 常 系数 ,wu 是 粒子 离开 平衡 位 置 的 位 移 矢量 分 量 ( 下 标 i,h 
既 标 志 粒 子 也 标志 矢量 分 量 ). 把 wu 进行 适当 的 线性 变换 以 后 ,我 们 可 以 在 
(100. 1) 式 中 消去 整个 系统 的 平 动 和 转动 坐标 ,并 且 可 以 选取 这 样 的 振动 坐标 
系 ,使 得 (100. 1) 式 中 的 两 个 二 次 型 都 变 成 平方 和 . 再 对 这 些 振动 坐标 进行 归 一 
化 ,使 得 动能 表 式 中 的 所 有 系数 都 等 于 1 ,结果 就 得 以 下 形式 的 振动 能 量 : 


] : ] 
下 Uw 六 oo 之 上 (100.2) 


振动 坐标 0, 称 为 简 正 坐标 ;w。 是 相应 的 独立 振动 的 频率 . 有 可 能 发 生 几 个 
简 正 坐标 对 应 于 同一 个 频率 的 情形 ( 称 为 多 重 频率 ). 简 正 坐标 的 下 标 a 相当 于 
不 同 频率 的 编号 ,下 标 i(i=1,2,…,f,) 则 为 属于 同一 频率 的 各 种 不 同 坐 标 编号 
(f, 称 为 该 频率 的 多 重度 ). 

(100.2) 式 的 分 子 能 量 必须 对 对 称 变换 保持 不 变 . 这 意味 着 简 正 坐标 组 
Q6,i=1,2,… ,f(a 为 给 定 ) 在 分 子 对称 点 群 的 任 一 变换 下 相互 变换 ,并 使 平方 
和 >，0Q。 保 持 不 变 . 换 句 话说 ,属于 同一 振动 频率 的 一 组 简 正 坐 标 给 出 了 分 子 


对 称 群 的 一 个 不 可 约 表示 ,该 频率 的 多 重度 就 是 这 个 表示 的 维 数 . 这 个 表示 的 不 
可 约 性 ,与 $ 96 中 对 薛 定 兽 方程 之 解 所 作 的 论证 相同 . 两 个 不 等 价 的 不 可 约 表 
不 能 够 具有 相同 的 频率 ,这 是 极为 偶然 的 例外 . 需要 保留 的 例外 仍然 是 特征 标 为 
相互 复 共 轿 的 两 个 不 可 约 表 示 . 由 于 简 正 坐 标的 物理 实质 ,它们 只 能 是 实 量 , 因 
此 两 个 相互 复 共 轿 的 表示 从 物理 上 讲 应 该 对 应 于 同一 本 征 频 率 而 具有 两 倍 的 多 
重度 . 

根据 以 上 这 些 考虑 ,我 们 可 以 不 必 具 体 求解 简 正 坐 标 这 个 复杂 问题 ,就 有 可 
能 对 分 子 的 各 种 本 征 振动 进行 分 类 . 为 此 ,必须 首先 求 出 (根据 下 面 描述 的 方 
法 ) 所 有 振动 坐标 合 在 一 起 所 给 出 的 表示 ,我 们 把 它 称 为 总 振动 表示 . 这 个 表示 
尽 可 约 的 ,把 它 分 解 成 为 不 可 约 成 分 后 即 可 求 得 各 本 征 频率 的 多 重度 以 及 各 相 
应 振动 的 对 称 性 质 . 同一 个 不 可 约 表 示 有 可 能 在 这 个 总 表示 中 出 现 若干 次 ,这 就 
表明 存在 着 若干 个 不 同 的 频率 但 具有 相同 的 多 重度 和 相同 的 振动 对 称 性 . 

我 们 从 下 列 事实 出 发 寻求 这 个 总 表示 . 群 表示 的 特征 标 对 基 函 数 的 线性 变 
换 是 不 变 的 . 因此 我 们 可 以 不 用 简 正 坐标 为 基 范 数 来 计算 特征 标 , 而 用 原子 核 离 


山 如果 所 有 粒子 都 在 一 直线 上 ,振动 自由 度数 就 等 于 3N-5( 这 种 情形 下 只 能 有 两 个 转动 自由 度 ， 
因为 线 型 分 子 的 绕 轴 自转 是 没有 意义 的 ). 
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开平 衡 位 置 的 位 移 矢 量 分 量 wu, 作为 基 函 数 来 计算 这 个 总 表示 的 特征 标 . 

当 我 们 计算 点 群 中 某 一 元 6 的 特征 标 时 ,只 需 考虑 在 G 的 变换 下 保持 不 动 
(更 确切 地 说 ,保持 其 平衡 位 置 不 动 ) 的 那些 原子 核 . 因为 在 G 的 旋转 或 反射 下 ， 
如 本 原子核 1 变 到 了 相同 原子 核 2 原先 所 在 的 位 置 ,这 就 意味 着 G 的 操作 使 核 
1 的 位 移 变 成 了 核 2 的 位 移 . 换 句 话说 ,6 和 矩 阵 的 第 i 行 (对 应 于 该 原子 核 的 位 
移 u,) 中 就 不 存在 对 角 和 矩阵 元 . 另 一 方面 ,在 G 的 操作 下 ,平衡 位 置 保持 不 变 的 
那些 原子 核 的 位 移 矢 量 分 量 只 能 变换 成 为 它们 自身 的 组 合 ,因此 可 以 把 它们 和 
其 余 原子 核 的 位 移 矢 量 区 分 开 来 考虑 . 

我 们 先 考虑 转角 为 9 的 绕 某 一 对 称 轴 的 旋转 C(p). 设 ,,u,,w, 是 菜 原 子 核 
的 位 移 矢 量 分 量 ,这 个 原子 核 的 平衡 位 置 正好 在 对 称 轴 上 ,因而 不 受 旋转 C(9) 
的 影响 . 这 些 分 量 , 和 任 一 普通 矢量 ( 极 矢 量 ) 的 分 量 一 样 ,在 转动 下 是 按 以 下 公 
式 变 换 的 . (z 轴 为 对 称 轴 ) : 


/ 一 

U , =U.cos 9 +u,sin p， 
/ -mm 

&L y= 一 UssSin y+u,cos 9, 
/ 一 

也 z = Ue 


它 的 特征 标 ,也 就 是 变换 矩阵 的 对 角 元 之 和 ,等 于 1 +2cos p. 如 果 在 这 个 对 称 轴 
上 共有 Ne 个 原子 核 ,总 特征 标 就 等 于 
Ni(1 +2cos p)， (100,3) 
但 是 这 个 特征 标 是 对 应 于 所 有 3NN 个 位 移 w 的 变换 ,因此 必须 从 中 分 离 出 整个 
分 子 的 平 动 和 转动 (小 转动 ) 变换 . 平 动 变换 是 由 分 子 质心 的 位 移 矢 量 U 确定 
的 , 它 的 特征 标 因 此 是 1 + 2cos 9p. 整个 分 子 的 转动 是 由 转角 矢量 0 52 确定 的 . 
天 量 602 是 一 个 轴 矢 量 . 但 是 对 坐标 系 的 旋转 而 言 , 轴 矢 量 和 极 矢量 是 一 样 的 . 
因此 天 量 802 所 对 应 的 特征 标 也 是 1 + 2cos g. 总 计 起 来 ,(100. 3) 式 中 必须 减 去 
2(1 +2cos p). 因 此 在 总 振动 表示 中 旋转 C(p) 的 特征 标 X(C) 等 于 
xX(C)=(Nc -2)(1 +2cos p). (100.4) 
单位 元 的 特征 标 显然 等 于 总 的 振动 自由 度 :x(E) =3N -6( 可 从 Ne =N,p =0 的 
(100.4) 式 求 出 ). 
应 用 同样 的 方法 ,我 们 可 以 算出 旋转 -反射 变换 SCp)( 绕 z 轴 转 wp 角 再 对 
xy 平面 反射 一 次 ) 的 特征 标 . 此 时 每 一 矢量 按 下 列 公式 变换 . 
U', = Uc0s 9 +u,sin p， 


u,= —u,sin JP +u,cos 9p， 


由 ”大 家 知道 ,无限 小 转角 可 以 看 作 一 个 矢量 82 ,这 个 矢量 的 绝对 值 等 于 转角 . 它 的 方向 沿 着 按 右 
手 螺旋 法 则 规定 的 转轴 方向 . 这 样 定义 的 62 显然 是 一 个 轴 矢 量 . 
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它 所 对 应 的 特征 标 为 ( -1+2cos 8). 因此 在 3N 个 位 移 w 所 给 出 的 表示 中 , 它 的 
特征 标 为 

N( -1 +2co0s 9p), (100.5) 
AN 是 在 操作 SCp) 下 保持 不 动 的 原子 核 数 ,这 个 数 显然 只 能 等 于 0 或 1. 质心 的 
位 移 矢 量 U 对 应 于 特征 标 -1 +2cos p. 矢量 80 是 一 个 轴 矢 量 , 它 对 坐标 系 的 反 
演 保持 不 变 . 另 一 方面 ,旋转 -反射 变换 SCp) 可 表 成 

S(9)=C(9)o,=C(9)C,I=C(m +9)1 

亦 即 旋 转 +9 角 后 再 来 一 次 反 演 . 所 以 对 矢量 82 来 讲 ,S(e) 的 特征 标 等 于 
C(T +9) 的 特征 标 ,也 就 是 等 于 1 +2cos( 站 +o) =1 -2cos 9. 因为 ( -1 +2cos p) 
+ (1 -2cos pg) =0, 所 以 (100.5) 式 就 是 总 表示 中 旋转 -反射 变换 S(o) 的 特征 
标 X(S) : 

X(S) =Ns( -1+2cos o) (100.6) 
特殊 情形 下 ,对 平面 反射 的 特征 标 (p =0) 为 X(o) = N。, 反 演 的 特征 标 (o = 
为 Y(7) = -3N.. 

这 样 求 出 了 总 振动 表示 的 特征 标 x 以 后 ,就 只 需 把 它 分 解 成 为 不 可 约 表示 ， 
应 用 (94. 16) 式 以 及 $95 中 所 给 的 特征 标 表 就 能 办 到 ( 见 本 节 例 题 ). 

线 型 分 子 的 振动 分 类 不 需要 应 用 群 论 . 总 的 振动 自由 度 是 3N -5. 其 中 必须 
把 两 类 振动 区 分 开 来 ,一 类 是 诸 原子 保持 在 一 直线 上 , 另 一 类 则 不 属于 这 种 情 
况 出 . NN 个 粒子 在 同一 直线 上 运动 时 的 自由 度 等 于 N, 其 中 的 一 个 相当 于 整个 分 
子 的 平 动 自 由 度 . 因此 诸 原 子 保持 在 一 直线 上 振动 的 简 正 坐标 数 等 于 N-1. 一 
般 讲 来 , 它 和 N -1 个 不 同 的 本 征 频率 相对 应 . 其 余 的 (3N -5) -(W-1) =2N - 
4 个 简 正 坐标 ,相当 于 破坏 分 子 共 线 的 各 种 振动 ,它们 与 N -2 个 不 同 的 双重 简 
并 频率 相对 应 (每 一 个 频率 有 两 个 简 正 坐 标 ,分 别 在 两 个 正 交 平 面 中 作 同 样 的 
振动 ). 


习 题 
1. 试 求 NH, 分 子 (一 个 等 边 三 角 锥 ,原子 N 在 顶点 ,三 个 于 原子 在 底 角 , 见 
图 41) 简 正 振动 的 分 类 . N 
解 :这 个 分 子 的 对 称 点 群 为 C,. 绕 三 阶 轴 旋转 只 有 一 Ne 
个 原子 (N) 不 动 ,对 0, 反 射 有 两 个 原子 不 动 (N 和 一 个 ~ 


H). 根据 (100.4),(100.6) 式 求 得 总 表示 的 特征 标 为 ; 


WD ”如 果 该 分 子 对 称 于 轴线 的 中 点 ,还 会 出 现 另 一 种 振动 特点 , 见 本 节 题 10. 
@ 应 用 C., 群 不 可 约 表示 的 记号 ( 见 §$98) ,我 们 可 以 说 ,有 NN - 1 个 振动 是 4, 型 的 ,有 N -2 个 振 
动 是 El 型 的 . 


$ 100 ”分 子 振动 的 分 类 . 365 . 


6 0 2 
把 这 个 表示 分 解 为 不 可 约 成 分 ,结果 发 现 含有 两 个 4 表示 和 两 个 已 表示 . 因此 
有 两 个 无 简 并 的 频率 对 应 于 两 个 4 型 的 振动 ,保持 着 该 分 子 的 全 部 对 称 性 ( 称 为 
完全 对 称 的 振动 ) ,还 有 两 个 双重 简 并 的 频率 ,它们 的 简 正 坐标 按 已 表示 变换 . 
2. 同 题 1 ,但 为 Hz0O 分 子 ( 图 42). 


解 :对 称 群 为 C,,. C, 变换 使 0 原子 保持 不 动 ,a, 变 换 时 (对 分 子平 面 的 反 
射 ) 三 个 原子 都 不 动 ,r', 反 射 时 只 有 0 原子 不 动 . 总 振动 表示 的 特征 标 为 : 
Ww Cs CT， oy 
3 ] 3 ] 
这 个 表示 可 分 解 成 24, ,1B, 不 可 约 表示 ,也 就 是 说 ,存在 着 两 个 全 对 称 振 动 和 一 
个 对 称 性 为 Bi 表示 的 振动 ,所 有 的 频率 都 是 无 简 并 的 . 图 42 中 画 出 了 三 个 相应 
的 简 正 振动 . 
3. 同 题 1 ,但 分 子 为 CHC1 (图 43a). 
解 :分 子 对 称 群 为 Cs. 用 同一 方法 我 们 求 得 三 个 4, 型 的 全 对 称 振动 和 三 个 


4. 同 题 1 ,但 分 子 为 CHs(C 原子 处 于 四 面体 的 中 心 ,四 个 再 原子 在 顶 角 ， 
图 43b). 


解 : 分 子 对 称 群 为 T, ,振动 为 14,,1E ,2F,. 
5， 同 题 1 ,但 分 子 为 CoHs( 图 43c). 
解 : 分 子 对 称 群 为 D,. 振动 为 : 
By Vda Ls THs 
lB vy 3 4B.., QE 
6. 同 题 1 ,但 分 子 为 OsF, (Os 原子 在 立方 体 的 中 心 ,F 原子 在 顶 角 上 ,图 
43d). 
解 :分 子 对 称 群 为 0,. 振动 为 : 
于 
7. 同 题 1. 但 为 UF。 分子 (U 原子 处 于 和 八 面体 中 心 ,F 原子 在 顶 角 上 ,图 


lg? 2 有 号 5 3 
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43e ) . 
解 :分 子 对 称 群 为 0, ,振动 为 : 


DW 2 © 


2g 》 


1g 》 





8. 同 题 1 ,但 分 子 为 C,H,( 图 43f). 
解 :分 子 对 称 群 为 D;,. 振动 为 : 
> RE 
9. 同 题 1 ,但 分 子 为 C,H, (图 43g; 所 有 原子 在 同一 平面 内 ). 
解 :分 子 对 称 群 为 D,,. 振动 为 
A | 全 
(所 取 的 坐标 轴 见 该 图 ). 
10. 同 题 1, 但 为 一 线 型 分 子 , 由 NN 个 原子 所 组 成 并 且 对 称 于 它 的 中 点 . 
解 :除了 本 节 所 讲 的 线 型 分 子 的 振动 分 类 外 ,还 需要 考虑 对 中 点 反 演 的 性 
质 . 存在 着 两 种 不 同 的 情况 ,要 看 N 是 偶数 还 是 奇数 . 
如 果 N 是 偶数 (N=2p) ,该 分 子 的 中 点 处 就 不 存在 原子 .给 出 了 该 分 子 半藏 


wu" 


wr By bs LB 205 
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P 个 原子 沿 轴 线 的 独立 位 移 后 ,可 令 其 余 的 p 个 原子 具有 与 前 者 相等 和 相反 的 
位 移 , 结 果 就 有 pp 个 振动 使 诸 原 子 保持 在 轴线 上 并 且 对 称 于 它 的 中 点 ,其 余 的 
(2p -1) -p=p 一 1 个 共 线 振动 对 中 点 则 是 反对 称 的 .此 外 ,p 个 原子 不 处 于 同一 
直线 上 的 运动 自由 度 为 2p. 我 们 令 对 称 置 放 的 原子 具有 相等 和 相反 的 位 移 , 就 
得 到 2p 个 对 称 的 振动 ,但 在 其 中 必须 扣 掉 相当 于 分 子 转动 的 两 个 自由 度 . 因此 
共有 忆 -1 个 双重 简 并 的 频率 使 得 原子 离 轴 振动 并 且 对 称 于 它 的 中 点 ,其 余 
(2p -2)-(P-1)=P-1 个 双重 简 并 频率 相当 于 对 中 点 反对 称 的 振动 . 应 用 
D., 群 不 可 约 表 示 的 名 称 ( 见 598 末 段 ) ,我 们 可 以 说 ,4 型 的 振动 有 己 个 ,4 
i, ,Ei 型 的 振动 各 有 p 一 1 个 . 

如 果 NN 是 奇数 (N=2p+1), 经 过 类 似 的 分 析 可 以 证 明 ,A,,A,,E, 型 的 振 
动 各 有 pp 个 而 ,型 的 振动 有 p 一 1 个 . 


$ 101 振动 能 级 
从 量子 力学 的 观点 看 来 ,分 子 的 振动 能 量 由 下 列 哈密 顿 量 的 本 征 值 所 确定 : 
半 到 
= 去 > "加 TO 
是 简 正 坐标 0 所 对 应 的 动量 算 符 . 由 于 这 个 哈密 顿 量 可 





式 中 的 P。 = 一 廊 


以 分 解 成 独立 项 (P, + oz02) 之 和 , 它 的 能 级 就 可 以 表 成 下 列 求 和 式 : 
ke ("。 + 村 ) = 2 hw (» w=), (101..2.) 
式 中 的 v。 = 2 ui ;大 是 频率 w, 的 多 重度 . 它 的 波 函 数 等 于 相应 线性 谐振 子 波 
函数 的 乘积 : 
v= | | yw。， (101.3) 
yy, = 常数 x exp | -了 Qe | [1 H, (caQa). CO) 
,代表 wv 阶 厄 米 多 项 式 ,c。 = Vw。/h. 如 果 w。 中 存在 着 多 重 频率 ,振动 能 级 一 般 
讲 来 是 简 并 的 . (101.2) 式 中 的 能 量 仅 依赖 于 求 和 v。 = > vi. 因此 能 级 简 并 度 


等 于 用 v 凑 成 一 组 给 定 ， 的 拼 凌 方 式 数 . 对 于 单个 。 讲 来 ,拼凑 方式 数 为 @ 
CL 
ol CIT 


@ 等 于 we 个 球 放 到 大 个 匣子 中 的 置 放 方式 数 . 
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因此 总 简 并 度 为 : 
(We hs 
| Wl 
对 于 双重 简 并 的 频率 ,这 个 乘积 中 的 因子 等 于 v。 +1, 三 重 简 并 频率 的 因子 则 为 


(ve +1) (v, +2). 


必须 指出 的 是 ,以 上 的 简 并 度 仅仅 对 纯粹 的 谐振 动 才 成 立 . 当 我 们 在 哈密 顿 
量 中 考虑 了 简 正 坐标 的 更 高 次 才 ( 非 谐振 动 ) 以 后 ,这 个 简 并 会 被 解除 ,即使 不 
是 完全 的 解除 (进一步 讨论 见 8$ 104). 

属于 同一 简 并 振动 谱 项 的 一 组 (101.3) 式 的 波 函 数 ,给 出 了 分 子 对 称 群 的 
某 个 表示 (这 个 表示 一 般 是 可 约 的 ). 但 是 ,属于 不 同 频率 的 函数 组 是 相互 独立 
变换 的 . 因此 由 (101.3) 式 的 所 有 波 函 数 给 出 的 一 个 表示 ,等 于 由 (101.4) 式 的 
果 数 组 所 给 出 的 各 个 表示 的 直 积 ,所 以 我 们 只 要 研究 后 一 种 表示 就 可 以 了 . 

(101.4) 式 中 的 指数 因子 对 所 有 的 对 称 变换 保持 不 变 . 在 尼 米 多 项 式 中 ,只 
有 需 次 相同 的 项 能 够 进行 相互 变换 (对 称 变换 显然 不 会 改变 每 项 的 才 次 ). 为 一 
方面 ,每 人 它 的 最 高 次 项 所 决定 , 即 可 写作 


( 101.5) 


HH, (coQ4) = 常数 .0902 …0: + 低 次 项 ， 
因此 我 们 只 要 考虑 最 高 次 项 就 可 以 了 . 
具有 相同 v。= 对 ww 值 的 各 个 函数 属于 同一 谱 项 . 因此 把 ws 个 0。 相 乘 起 


米 ， 它们 的 各 种 乘积 可 以 给 出 一 一 个 表示 ,这 个 表示 就 是 以 0 为 基 的 不 可 约 表示 
的 v 次 对 称 乘积 ( 见 $94)(L. Tisza,1933). 

对 于 一 维 表示 , 它 的 "次 对 称 乘积 的 特征 标 显 然 是 出 

XC) = Ix(C)]: 

对 二 维和 三 维 表示 讲 来 ,最 好 应 用 以 下 的 数学 技巧 . 外 不 可 约 表 示 各 个 基 函 数 的 
平方 和 对 所 有 的 对 称 变 换 保持 不 变 . 因此 可 以 把 这 组 基 哨 数 形 式 地 看 作 是 一 
二 维 或 三 维 矢量 的 各 个 分 量 ,并 把 对 称 变换 看 作 是 作用 在 这 个 矢量 上 的 某 种 旋 
转 ( 或 反射 ). 需 要 强调 的 是 ,这 样 的 旋转 和 反射 不 能 和 实际 的 对 称 变 换 混 为 一 
谈 ,它们 (对 于 每 一 个 给 定 的 群 元 G6) 还 依赖 于 所 考虑 的 表示 . 

我 们 进一步 考虑 二 维 表 示 . 设 XY(Cc) 为 所 给 二 维 表 示 中 茶 一 群 元 的 特征 标 ， 
且 有 Xx(G) 头 0. 一 个 二 维 矢 量 在 平面 中 旋转 gp 角 后 , 它 的 x,y 分 量 的 变换 矩阵 的 
对 角 元 之 和 等 于 2cos p. 如 令 


中 我们 采用 x,(G) 记 号 代替 不 方便 的 [x ](G). 
@ 这 个 办 法 是 由 A. C. KomraHenu(1940) 采 用 的 . 


$ 102 分子 对 称 位 形 的 稳定 性 * 369. 





2cos P =x( G), (101.6) 
我 们 就 可 以 求 出 这 个 不 可 约 表示 中 群 元 6G 形式 上 所 对 应 的 转角 w. 这 个 表示 自 
吴 的 "次 对 称 乘客 ,是 由 >+1 个 基 函 数 x",x”'y,…,y" 给 出 的 . 这 个 v 次 对 称 乘 
需 表 示 的 特征 标 为 册 
sin(v+l)op 


X,(G) = 和 (101.7) 


X(G) =0 的 情形 需要 特殊 的 考虑 ,因为 零 特征 标 既 可 能 是 旋转 5/2 角 也 可 能 是 
反射 . 如 果 x(G ) = -2, 则 为 旋转 wn/2 角 , 而 x,(G) 为 : 


yt -1D (101.8) 
如 果 x(G ) =2, 则 XY(GC) 必 须 看 作 反 射 ( 即 * 一 x,y -y 的 变换 ) 的 特征 标 ,此 时 
XC) = (101.9) 


同 法 可 得 三 维 表示 对 称 乘 索 的 特征 标 公 式 . 所 给 表示 中 群 元 所 对 应 的 那 种 
形式 上 的 旋转 或 反射 ,很 容易 利用 表 7( 8$95) 求 出 . 这 种 形式 上 的 变换 ,就 是 坐 
标 系 按 所 给 表示 变换 的 那个 同 构 群 中 与 所 给 x(G) 值 相对 应 的 那个 变换 . 例如 对 
于 O 群 和 TT, 和 群 的 表示, 我 们 应 取 O 群 的 变换 ;但 对 于 这 两 个 群 的 ,表示 ,我 
们 应 取 7T, 群 的 变换 . 它们 的 特征 标 x,(G) 我 们 不 在 这 里 推导 . 
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当 原 子 核 具 有 对 称 位 形 时 ,如 果 对 称 群 具有 一 个 或 一 个 以 上 的 维 数 大 于 1 
的 不 可 约 表示 , 则 分 子 的 一 个 电子 谱 项 有 可 能 是 简 并 的 . 我 们 要 问 ,这 样 的 对 称 
位 形 是 不 是 该 分 子 的 一 个 稳定 平衡 位 形 . 我 们 完全 不 考虑 自 旋 的 影响 (如 果 它 
存在 的 话 ) ,因为 这 种 影响 在 多 原子 分 子 中 通常 可 以 略 去 不 计 . 我 们 要 讲 的 电子 
谱 项 简 并 性 因此 和 自 旋 无 关 , 仅 仅 是 轨道 简 并 性 . 

如 果 所 给 位 形 是 稳定 的 ,作为 核 距 函数 的 分 子 能 量 在 所 给 位 形 下 必 是 一 极 
小 值 . 这 就 意味 着 ,原子 核 小 位 移 时 ,能 量 的 改变 式 中 不 能 含有 这 种 位 移 的 线性 
项 . 

设 五 为 该 分 子 电 子 态 的 哈密 顿 算 符 ,原子 核 的 间距 是 它 的 一 些 参量 . 当 原 
子 核 具 有 所 给 的 对 称 位 形 时 ,我 们 把 这 个 哈密 顿 算 符 记 作 所 . 可 以 取 简 正 振动 


@ 计算 x,(6) 时 最 好 采用 下 列 形式 的 基 函 数 . 
Cw %+iy)”™ (%-iy),.…,( Ys 
此 时 的 旋转 变换 和 矩阵 是 对 角 的 ,对 角 元 之 和 为 : 


eizyp + ei(z-2)9 有 +e-ioy 
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坐标 0。 作 为 确定 原子 核 小 位 移 的 各 个 量 . 把 五 展 成 0 的 短 级 数 后 可 得 : 
H = Bt 3 Vals + 妆 Wg QQg + …， (102.1) 


B,i,k 


Y, 歼 ,… 等 展开 系数 只 1 是 电子 坐标 的 函数 在 对 称 变换 下 ,0, 诸 量变 为 相互 间 的 
组 合 ,此 时 (102. 1) 式 中 的 各 个 和 变 成 同一 类 型 的 另 一 些 和 . 因此 我 们 可 以 把 对 
称 变换 形式 地 看 作 Q。 不 变 时 这 些 和 中 的 系数 的 变换 . 特别 是 也 ,系数 (给 定 w 值 
的 一 组 系数 ) 将 和 坐标 0Q。 一 样 按 对 称 群 的 同一 表示 变换 . 这 是 因为 哈密 顿 量 对 
所 有 的 对 称 变换 保持 不 变 , 它 的 展 式 中 的 每 一 个 齐 次 项 包括 线性 项 在 内 也 将 对 
所 有 的 对 称 变换 保持 不 变 吕 . 

我 们 来 考虑 某 个 简 并 的 (在 对 称 位 形 下 ) 电 子 谱 项 E。. 原子 核 的 位 移 破坏 了 
分 子 的 对 称 性 ,一 般 讲 来 它 会 引起 谱 项 的 分 裂 . 近似 到 核 位 移 的 线性 项 为 止 , 谱 
项 的 分 裂 值 由 展开 式 (102. 1) 中 线性 项 的 矩阵 元 所 组 成 的 一 个 久 期 方程 所 确 
定 , 这 种 矩阵 元 为 


Vs = 5 06%] WoVayedg, (102.2) 


式 中 的 几 ,是 属于 所 考虑 简 并 谱 项 的 电子 态 的 波 函 数 (已 选 为 实 函数 ). 对 称 
位 形 的 稳定 性 要 求 与 8 成 正比 的 分 裂 值 等 于 零 ,也 就 是 要 求 这 个 久 期 方程 所 有 
的 根 全 都 等 于 零 ,这 就 意味 着 V,, 和 矩阵 本 身 必须 等 于 零 . 当然 ,我 们 只 应 该 考虑 破 
坏 分 子 对 称 性 的 那些 简 正 振动 ,也 就 是 说 应 该 把 全 对 称 振动 (对 应 于 群 的 单位 
表示 ) 事 先 除去 . 

由 于 0 是 任意 的 ,所 以 车 (102.2) 式 的 矩阵 元 等 于 零 则 只 能 是 以 下 的 所 有 
积分 等 于 零 : 


| ,Vy dg. (102.3) 


令 D" 为 电子 波 函 数 y, 借 以 变换 的 不 可 约 表示 ,D, 为 V, 借 以 变换 的 不 可 约 
表示 ;我 们 已 经 讲 过 ,表示 D, 就 是 简 正 坐 标 0,, 借 以 变换 的 那个 表示 . 根据 $ 97 
中 的 结论 ,如 果 [D'” ] x D。 中 含有 单位 表示 也 就 是 [DW ] 中 含有 D., 则 
(102. 3) 式 的 积分 不 等 于 零 . 反之 则 所 有 的 积分 都 等 于 零 . 

由 此 可 见 , 如 果 表 示 [D'” ] 中 不 含有 标志 分 子 振动 的 任何 一 个 刀 不 可 约 
表示 (单位 表示 除外 ) ,所 给 的 对 称 位 形 就 是 稳定 的 . 对 于 无 简 并 的 电子 态 讲 来 ， 
这 个 条 件 总 能 得 到 满足 ,因为 一 维 表示 自身 的 对 称 乘 寡 是 一 个 单位 表示 . 

举 CH 型 的 分 子 为 例 ,其 中 的 一 个 原子 (C) 处 于 中 心 , 另 四 个 原子 (HH) 处 于 
四 面体 的 四 个 项 角 上 . 这 样 的 位 形 具有 7, 对 称 性 . 简 并 电子 谱 项 相当 于 这 个 群 


@@ 严格 讲 来 ,Vi; 应 按 Qu。 的 复 共 生 表 示 变 换 . 但 是 正如 我 们 已 经 指出 的 ,如 果 这 两 个 复 共 示 表示 并 
不 相同 ,那么 从 物理 上 讲 来 应 该 把 它们 合 在 一 起 看 成 一 个 维 数 加 倍 的 表示 . 所 以 这 个 声明 并 不 重要 . 
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中 的 E,F ,下 ,表示 . 该 分 子 具有 一 个 4 型 简 正 振动 (全 对 称 振 动 ) ,一 个 Ek 型 双 
重 简 并 振动 和 两 个 F, 型 三 重 简 并 振动 ( 见 $100, 题 4).E,F,F, 自 身 的 对 称 乘积 


”为 


[B] =A,4+E, [Fi]=[E] = 三 4 +E+F,: 
我 们 看 到 ,每 个 中 至 少 含有 一 个 或 ,表示 ,因此 对 简 并 电子 态 讲 来 所 考虑 的 
四 面体 位 形 是 不 稳定 的 . 

这 个 结论 构成 一 个 普遍 规律 , 称 为 杨 - 特 勒 定理 (H. A. Jahn, 了 上 . Teller， 
1937) : 当 存 在 简 并 电子 态 时 ,原子核 的 任何 对 称 位 形 ( 共 线 时 除外 ) 都 是 不 稳定 
的 . 由 于 这 种 不 稳定 性 ,原子 核 以 破坏 这 种 对 称 位 形 的 方式 运动 ,以 使 谱 项 的 简 
并 性 完全 解除 . 我 们 可 以 这 样 说 ,一 个 对 称 ( 非 共 线 的 ) 分 子 的 电子 基 项 只 能 是 
非 简 并 的 . 由 

刚才 讲 过 线 型 分 子 是 一 个 例外 . 这 一 点 不 用 群 论 也 易 证 明 . 原子 核 的 离 轴 位 
移 是 具有 & 和 ”分量 的 一 个 普通 矢量 (¢ 轴 沿 分 子 轴 ). 我 们 在 $87 中 看 到 ,这 
种 矢量 的 矩阵 元 中 只 有 角 动 量 的 轴 分 量 4 值 改变 1 的 那些 路 迁 和 矩阵 元 才 不 等 
于 零 . 另 一 方面 , 线 型 分 子 简 并 谱 项 的 两 个 态 分 别 具 有 角 动 量 轴 分 量 值 4 和 
-4(4>1). 这 两 个 态 间 的 跃迁 至 少 要 使 4 的 改变 值 等 于 2, 因 此 和 矩阵 元 总 是 等 
于 零 . 由 此 可 见 ,分 子 中 原子 核 的 共 线 位 形 有 可 能 是 稳定 的 ,即使 电子 态 为 简 并 
也 是 一 样 . 

对 定理 的 一 个 建设 性 的 普遍 证 明 出 于 以 下 的 考虑 (E. Ruch,1957). 由 于 原 
子 核 的 位 形 对 称 性 而 导致 的 电子 态 的 简 并 , 仅 当 分 子 的 对 称 点 群 中 至 少 出 现 一 
个 阶 数 n>2 的 旋转 (C,) 轴 或 旋转 -反射 (5,) 轴 时 才 有 此 可 能 . 此 时 相互 简 并 
态 的 波 函 数 ( 即 表示 D'” 的 那些 基 函 数 ) 中 至 少 有 一 个 波 函 数 的 电子 密度 p = 
|y|* = 六 对 该 轴 不 是 旋转 不 变 的 ,电子 的 电场 将 和 电子 密度 一 样 对 该 轴 也 不 对 
称 . 在 一 个 ( 非 共 线 ) 分 子 中 ,存在 着 一 些 不 在 轴 上 的 等 价 核 ,在 C, 或 5, 旋转 下 相 
互 易 位 . 因此 从 电场 看 来 这 些 等 价 核 所 处 的 位 置 是 不 等 价 的 . 但 是 电场 内 一 组 市 
电 粒 子 的 各 个 平衡 位 置 的 等 价 性 并 不 需要 电场 本 身 的 对 称 性 ,这 样 的 事 是 不 可 
能 的 ,除非 是 巧合 . 

对 定理 的 系统 证 明 不 过 是 上 述 物理 情况 的 一 种 数学 具体 化 . 让 我 们 来 指出 
这 个 证 明 的 结构 (E. Ruch,A. Schinhofer,1965 ) 2. 

我 们 来 考虑 ( 非 线 型 分 子 中 ) 某 个 核 a, 它 不 在 分 子 的 “中 心 * 上 ( 即 不 在 群 


Q@ 由 于 同一 对 称 性 导致 的 简 并 电子 态 中 的 对 称 性 遭受 破坏 这 一 物理 概念 是 由 朗 道 (1934) 提 出 的 . 
杨 和 特 勒 考虑 了 分 子 中 所 有 可 能 的 各 种 原子 核对 称 位 形 并 用 以 上 方法 逐个 加 以 考察 后 证 明了 这 个 定理 . 
@) 详 见 E. Ruch,A. Schnhofer,Theoret. chim. acta( Berl. ). 1965. , Bd. 3. 3. 291. 
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中 对 称 变换 的 固定 点 上 ) ;也 不 在 对 称 主轴 上 ,如 果 有 这 样 的 主轴 的 话 @. 设 玖 
为 保持 核 a 不 动 的 所 有 分 子 对 称 变换 的 集合 ,五 是 分 子 总 对 称 群 G 的 一 个 子 
群 , 它 可 能 是 C, ,C,,C,,C,, 诸 点 群 之 一 . 在 G 中 而 不 在 H 中 的 那些 变换 把 核 a 
变 到 其 它 等 价 核 a’,a”,… 的 位 置 上 去 . 设 ; 为 这 组 等 价 核 的 数目 , 子 群 且 的 阶 显 
然 等 于 g/s,g 是 整 群 G 的 阶 ( 即 ;为 子 群 五 在 群 G 中 的 指数 )®@. 

s 的 数目 至 少 是 3. 因为 维 数 大 于 1 的 不 可 约 表示 D'” 的 存在 ,至 少 要 有 一 
个 阶 数 高 于 2 的 对 称 轴 ( 已 经 讲 过 ) ,根据 所 述 条 件 , 核 a 不 在 这 个 主轴 上 . 

群 G 的 表示 D'” 对 于 对 称 性 较 低 的 群 五 而 言 一 般 是 可 约 的 . 我 们 假定 它 分 
解 成 为 HH 的 不 可 约 表示 时 含有 一 个 维 数 为 1 的 表示 do. 它 是 由 一 个 电子 波 函 
数 y 给 出 的 ,y 是 己 ” 表 示 的 基 函 数 之 一 . 由 于 d'” 的 维 数 为 1,p = 对 互 中 的 
所 有 变换 保持 不 变 , 也 就 是 给 出 了 该 群 的 一 个 单位 不 可 约 表示 . 

H 的 这 种 单位 表示 也 可 以 用 原子 a 的 位 移 之 一 0, 为 基 矢 得 到 ,这 个 位 移 沿 
着 从 分 子 中 心 到 核 a 的 径 矢 . 

对 这 个 位 移 施行 G 中 的 所 有 操作 后 ,得 到 群 G 的 一 个 D, 表 示 ( 一 般 为 可 
约 ) 的 基 函 数组 . 由 于 在 G 中 而 不 在 五 中 的 每 个 变换 把 位 移 0. 变 换 到 其 它 *-1 
个 等 价 核 a',a”,… ,中 的 一 个 位 移 上 ,而 不 同 核 的 位 移 当 然 是 线性 独立 的 ,所 以 
Do 的 维 数 为 :. 构成 Do 基 函 数组 的 位 移 0,,0,,,… 肯 定 地 不 能 对 应 于 整个 分 子 
的 移动 或 转动 :如 果 有 三 个 或 更 多 个 等 价 核 的 话 ,它们 的 径 向 位 移 不 能 组 合成 为 
分 子 的 这 些 位 移 . 

同 理 , 对 函数 p = 施行 所 有 变换 后 可 得 群 G 的 一 个 表示 D,. D, 的 维 数 可 
能 是 * 也 可 能 小 于 *, 因 为 我 们 没有 理由 假定 * 个 函数 p,Gp,G%,… 都 是 线性 独 
立 的 . 但 是 我 们 可 以 说 ,如 果 表 示 D, 不 同 于 D, ,那么 它 一 定 整个 地 包含 在 D。 
内 岛 . 此 外 , 它 一 定 不 是 单位 表示 ,因为 对 整 群 G 而 言 肯定 不 是 不 变 的 ;只 有 
维 数 超过 1 的 不 可 约 表示 D4” 的 基 函 数 的 平方 和 才 是 不 变 的 . 

表示 D。 和 D, 的 这 些 性 质 立刻 能 给 出 所 需 的 结论 :D, 是 总 振动 表示 的 一 部 
分 ,D, 是 [D'”] 表示 的 一 部 分 ,不 含 单位 表示 . D。 中 包含 了 D,, 这 就 说 明了 
[D'” ] 中 至 少 含 有 一 个 非 单位 振动 表示 D, ,这 正 是 我 们 要 证 明 的 . 

上 述 论证 中 ,我 们 假定 了 D'” 分 解 成 为 子 群 及 的 不 可 约 表 示 时 含有 一 个 维 


@D 所 谓 主 轴 是 指 (立方 体 群 和 二 十 面体 群 以 外 的 对 称 群 中 )n >2 的 C, 或 5, 轴 . 
@ 群 G 的 所 有 元 可 以 分 成 5S 个 陪 集 召 ,6G'H,G"H,…, 其 中 6G',G”,… 是 把 核 a 变换 到 a',a”,… 的 
孝 ， 
@ 这 个 论断 的 含义 如 下 . 设 子 群 豆 的 一 个 表示 ( 维 数 为 ,P) 是 由 几 套 不 同 的 基 函 数组 给 出 的 ,并 设 
对 其 中 的 一 套 施行 G 中 的 所 有 变换 后 给 出 G 的 一 个 yf 维 表示 ,s 是 子 群 豆 在 G 中 的 指数 . 那么 我 们 就 可 
以 这 样 说 ,对 任何 其 它 一 套 基 函数 组 施行 同样 的 变换 后 所 得 的 一 个 G 群 表示 ,或 者 和 前 一 个 表示 相同 或 
者 完全 包含 在 前 一 个 表示 之 内 ,严格 证 明 见 371 页 的 脚注 @. 


$ 103 陀螺 转动 的 量子 化 .373 . 


数 为 1 的 表示 . 这 个 假定 在 绝 大 多 数 情况 下 是 正确 的 . 例如 , 当 HH=C,,C.,C,， 
C;, 时 肯定 是 正确 的 (因为 这 些 群 的 所 有 不 可 约 表示 的 维 数 为 1). 当 =C,,C， 
而 n>2 时 也 肯定 是 正确 的 ,只 要 D'” 的 维 数 为 奇数 (因为 C, 和 C,, 群 只 有 维 数 
为 1 或 2 的 不 可 约 表 示 ). 考察 点 群 不 可 约 表示 的 特征 标 表 以 后 ,可 以 看 到 一 个 
例外 ,这 就 是 立方 体 群 G =0,7T,,0, 的 二 维 表示 相对 于 子 群 H =C, ,CC,，,. 

让 我 们 取 G =O 和 五 = C; 这 个 特例 , 它 只 反映 表示 的 名 称 . 两 个 电子 波 函 数 
兴 ,给 出 O 群 的 D'” = 五 表示 以 及 子 群 C; 的 4d”=E 表示 ,至 于 C, ,由 乘积 
Wi pa , 业 1 业 ,给 出 的 表示 为 [E?] = 4 + EE. 以 核 a 的 任 一 位 移 和 撩 量 O 的 三 个 分 量 
为 基 ,可 得 同样 的 C, 表 示 . 在 这 种 情形 下 ,0O 的 D, 表 示 为 [D'“” ] = 4 +E, 不 含 
对 应 于 整个 分 子 移动 或 转动 矢量 的 Ff, 表示, 它 同时 含有 单位 表示 和 一 个 非 单位 
表示 . 由 于 D, 包 含 在 Do( 维 数 为 3;) 内 (理由 同 前 ) ,这 就 证 明了 这 些 情 况 下 分 子 
也 是 不 稳定 的 @. 

与 本 章 之 初 所 作 的 声明 相 一 致 ,以 上 的 全 部 讨论 中 我 们 把 电子 态 的 简 并 性 
完全 归结 为 纯 轨 道 的 来 源 .但 可 指出 ,即使 计 及 自 旋 - 轨道 作用 和 自 旋 - 自 旋 作 
用 , 杨 - 特 勒 定理 仍 能 成 立 , 唯 一 区 别 是 ,在 自 旋 为 半 整 数 的 ( 非 线 型 ) 分 子 中 克 
拉 默 斯 双重 简 并 不 会 导致 不 稳定 性 ,这 和 § 60 中 证 明 的 普遍 定理 相 一 致 . 后 者 
对 应 于 双 点 群 的 二 维 双 值 不 可 约 表示 . 这 种 情形 下 之 所 以 没有 不 稳定 性 ,可 以 从 
以 下 纯 形 式 的 论证 中 看 出 . 在 ”为 双 值 表 示 的 情形 下 , 求 (102. 3 ) 和 矩阵 元 的 选 
择 定 则 时 ,我 们 必须 考虑 反对 称 乘 积 1D'” | 而 不 是 对 称 乘积 ( 见 $99). 但 对 维 
数 为 2 的 每 个 双 值 不 可 约 表示 讲 来 ,反对 称 乘积 均 为 单位 表示 ,这 就 是 说 ,这 些 
乘积 中 肯定 不 含 与 分 子 的 任何 非 全 对 称 振动 相对 应 的 那些 表示 . 
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在 多 原子 分 子 转动 能 级 的 研究 中 ,往往 由 于 在 研究 转动 时 必须 同时 研究 振 
动 而 遇 到 了 困难 . 作为 初步 例子 ,让 我 们 把 转动 的 分 子 看 作 一 个 刚体 (一 个 陀 
螺 ) , 亦 即 具有 “刚性 联结 ”的 原子 . 

仿 ,7,6 为 一 坐标 系 , 它 的 三 个 坐标 轴 沿 着 陀螺 的 三 个 转动 惯量 主轴 并 随 
陀螺 一 起 转动 . 把 经 典 能 量 表 式 中 的 转动 角 动 量 分 量 J ,J, ,J, 改 成 相应 的 算 符 
以 后 , 即 得 相应 的 哈密 顿 量 : 


了 2 
/: 
= 中 
/4 B 


式 中 的 1 ,1 ,I 是 陀螺 的 三 个 主 转动 惯量 . 


= |( a (103.1) 


Q 还 有 一 个 例外 是 二 十 面体 群 的 4 维 表 示 , 作 类 似 的 处 理 后 得 到 同样 的 结论 . 
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旋转 坐标 系 中 角 动 量 分 量 算 符 J,,J, ,J, 间 的 对 易 关 系 不 是 那么 明显 的 , 因 
为 角 动 量 分 量 J], ,J, ,J. 间 的 通常 对 易 关 系 式 是 在 定 坐 标 系 中 推导 出 来 的 . 但 是 ， 
它们 很 易 用 以 下 公式 求 出 
(Ta)(T BD) -=-(7 07 oj= -i (axb), (109.25 
式 中 a,b 是 标志 该 刚体 的 两 个 任意 对 易 矢 量 . 把 上 式 左 边 写 在 x,y,z 定 坐 标 系 
中 ,应 用 角 动 量 分 量 间 以 及 它们 和 任 一 矢量 的 分 量 间 的 普通 对 易 法 则 ,很 易 验 证 
以 上 等 式 是 成 立 的 . 
现在 设 a 和 4b 是 沿 & 和 7” 轴 的 单位 矢量 . 则 a xz 是 沿 z 轴 的 单位 矢量 ,由 
(103. 2) 给 出 
Ti (103.3) 
同 法 可 得 另外 两 个 对 易 式 . 于 是 旋转 坐标 系 中 角 动 量 分 量 算 符 的 对 易 式 与 定 坐 
标 系 中 的 区 别 仅 在 于 式 右 差 了 一 个 符号 D0. 由 此 可 知 ,根据 以 前 的 对 易 式 求 得 的 
本 征 值 以 及 抢 阵 元 等 等 公式 只 要 一 律 改 成 它们 的 复 共 斩 式 ,就 能 对 J,,J,,J, 适 
用 . 特别 是 J 的 本 征 值 (本 节 中 记 作 %, 而 J 的 本 征 值 记 作 MN) 的 取 值 为 天 = 
-J ,…, +,J 是 一 个 整数 , 即 陀螺 角 动 量 的 值 . 
球 型 陀螺 
现在 来 求 转动 陀螺 的 能 量 本 征 值 ,最 简单 的 情形 是 刚体 的 三 个 主 转动 惯量 
全 都 相等 : = 大 =7 = 了 1. 当 分 子 的 对 称 群 是 一 个 立方 体 点 群 的 时 候 就 属于 这 种 
情形 . (103. 1) 式 的 哈密 顿 量 呈 下 列 形 式 


其 本 征 值 为 
BY, (103.4) 


其 中 每 个 能 级 具有 角 动 量 相对 于 刚体 本 身 的 2J +1 个 方向 简 并 性 ( 即 J, = 大 有 
2J+1 个 值 )@. 

对 称 陀 螺 

当 陀 螺 的 主 转动 惯量 只 有 两 个 相等 时 , 即 1 =1， 关 14 时 ,也 不 难 算出 其 能 
级 . 具有 二 阶 以 上 对 称 轴 的 一 个 分 子 就 属于 这 种 情形 . 哈密 顿 量 (103. 1) 呈 下 列 
形式 : 


由 ”这 个 事实 表明 ,从 所 作用 的 陀螺 波 函 数 看 来 ,*,y,z 坐标 系 的 转动 等 价 于 &,n,l 坐标 系 的 反 转 
动 . 

中 今后 我 们 不 再 去 管 角 动 量 沿 定 坐标 轴 的 2J + 1 重 方向 简 并 性 ,这 种 简 并 总 是 存在 的 ,但 在 物理 
上 并 不 重要 . 如 果 把 这 种 简 并 性 包括 在 内 ,一 个 球 型 陀螺 的 能 级 总 简 并 度 为 (2J +1)? 
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] 72 
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= 二 天】 5 a + | 
由 此 可 见 , 具 有 确定 的 J,k 值 的 态 所 具有 的 能 量 为 
B= 却 1(J+1) + 二 电 ( 二 -二 ] 甩 ， (103.6) 
此 式 给 出 了 对 称 陀螺 的 能 级 . 
球 型 陀螺 中 出 现 的 对 k 值 的 简 并 在 这 里 得 到 了 部 分 的 解除 . 只 有 符号 相反 
的 两 个 k 值 具有 相同 的 能 量 ,这 与 角 动 量 沿 陀 螺 轴 的 两 个 相反 方向 相对 应 . 因此 
对 称 陀螺 的 能 级 (k 关 0) 都 是 双重 简 并 的 . 
因此 对 称 陀螺 的 定 态 要 用 三 个 量子 数 来 描述 : 角 动 量 J 及 其 沿 陀螺 轴 的 分 
量 (J, =%) 以 及 沿 空间 固定 的 z 轴 的 分 量 (J.=M) ;陀螺 的 能 量 与 最 后 一 个 量子 
数 无 关 . 角 动 量 及 其 沿 空间 固定 轴 的 分 量 , 以 及 沿 刚性 联结 于 一 个 物理 系统 上 的 
轴 分 量 @ ,三 者 之 间 所 以 能 同时 测量 是 由 于 算 符 和 /不 但 能 相互 对 易 而 且 还 
和 算 符 J, =J n 对 易 ,n 是 沿 轴 的 单位 矢量 . 这 一 点 可 通过 直接 计算 加 以 证 
明 ,但 也 能 事先 知道 : 角 动 量 算 符 是 一 个 无 限 小 转动 算 符 ,而 固定 于 陀螺 上 的 两 
个 矢量 的 标 积 J n 对 坐标 轴 的 任意 转动 是 不 变 的 . 
求 对 称 陀螺 的 定 态 波 函数 于 是 就 变 成 了 求 ,J 和 J, 算 符 的 共同 本 征 函 
数 . 这 在 数学 上 又 和 角 动 量 本 征 函 数 在 有 限 转动 下 的 变换 规律 有 关 . 改变 量子 数 
的 记号 以 后 ,(58.7) 式 的 规律 可 写成 
水 mv = Ry Dw Ca BY) (103.7) 


我 们 取 yj 为 用 定 坐 标 x,y,z 描述 的 陀螺 状态 波 函 数 ,yj 为 用 附着 在 陀螺 上 的 
坐标 轴 ,mn,l 描述 的 状态 波 函 数 . 在 和 物理 系统 (例如 陀螺 ) 刚 性 连结 的 坐标 系 
中 ,yj 具有 与 系统 的 空间 方向 无 关 的 定 值 yj . (103.7) 式 给 出 了 yjw 对 角度 的 
依赖 关系 . 设 1JM) 态 还 具有 确定 的 沿 z 轴 的 角 动 量 分 量 值 k. 这 意味 着 只 有 具有 
这 个 天 值 的 yj 才 不 等 于 零 ,于 是 (103.7) 的 求 和 式 中 只 剩 下 一 项 
jm = Di (wps 

上 式 给 出 了 状态 波 函 数 1JMk) 和 欧 拉 角 的 关系 ,这 些 欧 拉 角 定义 了 陀螺 转 

轴 和 固定 轴 的 关系 . 采用 下 列 波 函 数 归 一 化 条 件 : 


| | Ws | sinBdadBdy =1]， 


1 
Le 


我 们 有 
“1 


3 Doe (eBiy)s (103.8) 





Ym: =1 


QD 不 要 和 沿 两 个 空间 固定 轴 的 分 量 混淆 起 来 (这 两 个 分 量 不 能 同时 测量 ). 
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式 中 的 相 因 子 是 这 样 选 定 的 ,使 得 k=0 时 (103.8) 式 的 函数 变 成 总 角 动 量 为 J， 
分 量 为 W 的 自由 (不 附着 于 上 轴 ) 角 动量 本 征 函 数 , 亦 即 通常 的 ( 球 谐 ) 商 数 ; 参 
考 (58.25) 式 @. 
非 对 称 陀 螺 
4 和 关 加 和 关 1c 时 ,能 级 的 一 般 表 式 无 法 算出 . 角 动 量 相 对 于 陀螺 方向 的 简 并 现 
在 完全 被 解除 ,对 每 个 给 定 的 了 值 有 2J+1 个 无 简 并 的 能 级 . 计算 这 些 能 级 时 ， 
我 们 要 从 和 矩阵 形式 的 薛 定 雇 方程 出 发 (0. Klein ,1929) ,做 法 如 下 . 
/以 及 角 动 量 7 分 量具 有 定 值 的 陀螺 状态 波 函 数 yn 就 是 上 面 导 出 的 
(103. 8) 式 的 函数 (为 方便 计 我 们 略 去 下 标 必 , 因 为 能 量 和 M 无 关 ). 在 这 些 状 
态 中 , 非 对 称 陀螺 的 能 量 并 不 具有 定 值 . 另 一 方面 ,在 定 态 中 J .分 量 并 不 具有 定 
值 , 亦 即 能 级 没有 确定 的 大 值 , 定 态 波 函数 呈 下 列 线性 组 合 形式 ， 
i= >, cui (103.9) 


式 中 已 假定 所 有 的 函数 具有 公共 的 MM 值 ,代入 薛 定 齐 方程 应 = E,y ,中 ,得 方 
程 组 


2, (JE|HIJE') - Eo)er =0 (103. 10) 
上 式 有 解 的 条 件 为 以 下 久 期 方程 : 
[XJE|H|JE'Y - E8,,,| =0， CLOS. L113 


此 式 的 根 给 出 陀螺 的 能 级 ,然后 用 (103. 10) 给 出 使 哈密 顿 量 对 角 化 的 (103.9) 
式 中 的 线性 组 合 系数 , 亦 即 给 出 具有 给 定 7 值 ( 及 M 值 ) 的 陀螺 定 态 波 函 数 . 计 
算 对 这 些 波 函数 而 言 的 任何 物理 量 矩 阵 元 ,就 化 成 对 对 称 陀 螺 波 函数 而 言 的 矩 
阵 元 . 

算 符 1 ,7 只 有 大 值 改变 1 的 跃迁 矩阵 元 ,而 jf. 只 有 对 角 元 ( 见 (27. 13) 式 ， 
把 式 中 的 LM 改 成 J,k). 因此 算 符 及 ,J?, 户 从 而 及 只 有 kk 或 &+2 的 跃迁 算 
阵 元 .k 的 奇 态 和 侦 态 间 没 有 跃迁 矩阵 元 ,这 使 得 2J +1 次 的 久 期 方程 立刻 分 解 
成 J 次 和 J+1 次 的 两 个 独立 方程 . 其 中 一 个 只 含 为 偶数 的 跃迁 矩阵 元 , 另 一 
方程 只 食 上 为 奇数 的 路 迁 矩 阵 元 . 这 两 个 方程 都 能 进一步 化 成 两 个 次 数 较 低 的 
方程 . 为 此 ,我们 不 能 用 函数 组 办 定义 的 矩阵 元 ,而 必须 用 下 列 函 数组 定义 的 矩 
阵 元 : 


WD 不 用 有 限 转动 理论 直接 推导 (103.8) 式 见 题 1, 用 (103.8) 式 的 波 函 数 计算 各 种 量 的 矩阵 元 见 
$ 110 和 $87 ;与 双 原 子 分 子 (无 自 旋 ) 相 应 公式 的 差别 仅 在 于 量子 数 的 名 称 ( 见 § 82 第 二 个 附注 ). 
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十 十 
UU | We th ss Wo = 
, (103. 12) 
Wy Fn -Wi a) (EO0). 


指标 + 和 -不 一 样 的 函数 具有 不 同 的 对 称 性 (对 通过 z 轴 的 平面 所 作 的 反射 ,会 
改变 的 符号 ) ,它们 之 间 的 跃迁 矩阵 元 因而 等 于 零 . 因此 我 们 可 把 久 期 方程 分 
解 成 一 个 对 ( + ) 态 的 和 一 个 对 ( - ) 态 的 . 

上 只 有 对 吻 关 系 (103. 3) 的 哈密 顿 量 (103. 1 ) 具有 特殊 的 对 称 性 : 它 对 ] ,7 ， 


J, 算 符 中 任意 两 个 算 符 的 同时 反 号 保持 不 变 . 这 种 对 称 性 形式 地 对 应 应 于 D, 群 . 
因此 非 对 称 陀螺 的 能 级 可 按 此 群 的 不 可 约 表示 分 类 . 从 而 有 四 类 无 简 并 能 级 ,分 
别 对 应 于 4,B, ,B,,B, 表 示 ( 见 $95, 表 7). 

很 多 确定 非 对 称 陀螺 的 哪些 态 属于 哪个 类 型 . 为 此 ,我 们 必须 找 出 yy ,和 
(103. 12) 式 函数 的 对 称 性 质 . 这 可 从 (103. 8 ) 式 直接 做 起 ,但 从 通常 的 球 谐 函 数 
做 起 更 为 简单 ,我 们 注意 到 ,就 其 对 称 性 质 而 言 , 角 动量 分 量具 有 定 值 的 状态 
波 函 数 是 和 下 列 角 动 量 本 征 函 数 一 样 的 ; 

VIPp) ~e "0,(0) (103.13) 
其 中 0,p 是 &,n,t 坐标 轴 中 的 球面 角 , 记 号 ~ 代表 “变换 相同 ”; (103. 13) 中 取 
复 共 轿 是 由 于 对 易 式 (103.3) 的 右边 反 号 . 

绕 泛 轴 转 过 7 角 后 ( 即 对 称 操作 CI”) ,(103. 13 ) 式 的 函数 被 乘 以 ( - 1) 4， 

be :Wn—( -1) Wi 

操作 C;” 可 看 作 反 演 再 加 上 对 比 平面 的 一 次 反射 ;第 一 个 操作 使 少 x 乘 以 
( -1) ,第 二 个 操作 (ep k 的 符号 . 根据 函数 8@8， ,的 定义 
(28.6) ,我 们 有 

Ca WS er 
最 后 ;对 强 作 ”= 权 ” 0 得 
Ga UP Ch 

应 用 这 些 变 换 规则 ,我 们 发 现 函 数组 (103. 12) 的 态 分 属于 下 列 各 种 对 称 类 

型 : 
J 偶 ，% 偶 
,|7 偶 ，% 奇 
Ya17 告 ， 天 介 
J 奇 ， 大 奇 


WwW HH 


ftD 
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J 偶 ， 偶 BR 

_|7 偶 ， 1 奇 了 

i oe (103.14) 
J] 奇 ， 上 奇 B， 


对 于 一 个 给 定 的 J 值 ,很 易 算 出 每 一 类 型 中 的 态 数 .4 型 及 每 个 已 ,B,,B, 型 
中 的 态 数 如 下 : 


( 103. 15 ) 





对 于 非 对 称 陀螺 ,存在 着 4,B,,B,,B, 型 各 态 间 跃迁 和 矩阵 元 的 选择 定 则 :这 
些 规 则 很 易 用 通常 的 对 称 性 考虑 得 到 . 对 于 物理 矢量 4 的 分 量 讲 来 ,我 们 有 下 
列 选择 定 则 : 


A,: AB'® ,BH OB™, 
Ms MB Br eB (103. 16 ) 
有 AB BeesB 


为 清楚 起 见 , 群 表 示 的 符号 上 标注 了 一 个 坐标 轴 , 绕 该 轴 旋 转 时 所 注 表示 的 特征 
标 为 +1. 


习 题 


1. 通过 直接 计算 算 符 了 ,J,,J, 的 共同 本 征 函 数 , 求 出 对 称 陀螺 的 1JME) 态 
波 浮 数 (FF. Reiche,H. Rademacher,1926). 
解 : 为 了 求 出 作为 欧 拉 角 a,B,Y 的 通 数 的 jm, 我 们 必须 用 欧 拉 角 表 出 沿 定 
轴 %,y,z 的 角 动 量 分 量 算 符 . 由 于 沿 任 一 轴 的 角 动 量 分 量 算 符 为 -io/ep ,p 是 绕 
该 轴 的 转角 ,我 们 有 
2 = > 人 。 导 
sig hy 
其 中 gp,,8,,9; 为 绕 相 应 轴 的 转角 . 对 这 些 角 的 微 商 可 化 成 对 qa,B,Yy 角 的 微 商 ， 
因为 无 限 小 转动 沿 转轴 可 作 夭 量 相 加 .图 20(8$58) 用 欧 拉 角 表 出 了 无 限 小 转动 
6a ,08 ,67 的 矢量 方向 . 取 它 们 沿 定 轴 x%w,y,z 的 分 量 , 即 得 绕 定 轴 的 转角 
0p, = -Sin a6B + cos asin B67y ， 





0p, = cos a68 + sin asin B67 ， 
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0p. = Oa + cos BOY. 











反 过 来 有 
Oa = -cot Beos a6p. -cot Bsin abp, +6p.， 
0B = -sin a69, +cos a6p，， 
_Cosa a 
sinB Bp 
从 这 些 表 式 得 
7 ， 0 9 CO 全 羡 
法 | 0 mt De 人 
oa 0 sinB 9y 
J, = | — sin acot B + cos + | 
oa 98 sinB 9 
a 


(sled 
当 把 算 符 /,= -i3/9a 和 J,= -i3/9y(y 为 绕 Z 轴 的 转角 ) 作 用 在 Wjw 上 后 ,这 
些 算 符 分 别 被 NM 和 天 所 代替 ( 波 函 数 与 ww 和? 角 的 关系 是 由 因子 exp(iaM + 
iyk) 给 出 的 ). 从 而 有 . 


| (3 -Meot B+ 





二 


全 有 个 信子 一 ia _ 
d= -i = | 356 Meot B+ 8)- 
剩 下 的 推导 和 §28 未 完全 一 样 . 我 们 从 方程 J ,yj =0 出 发 ,此 式 对 M=J 
的 波 通 数 成 立 , 从 而 有 


(加 -Jeot B+ 


aB Bhi 


上 式 的 归 一 化 解 为 


一 (2J/+1)! a dt 业 . I 人 
Vn =i( -1) i CR | (sin 3B ] De ; 


归 一 化 积分 是 一 个 欧 拉 B 函 数 . 上 式 除了 一 个 相 因 子 外 ,实际 上 与 下 式 相 同 ( 参 


考 {58.26)): 
Da ,B,Y). 
TT 


所 选 的 相 因 子 与 (103.7) 中 的 定义 一 致 . 
对 Wj 反复 应 用 下 式 就 可 算出 M < 了 的 各 个 波 函 数 
a = (T= T+) 


最 后 结果 与 (103.8) 相 同 , 该 处 的 函数 D' 为 (58.10) 和 (58.11) 式 ,并 计 及 了 这 
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些 函 数 的 对 称 性 质 (58. 18 ). 
2. 计算 非 对 称 陀螺 的 (大 "| 五 | 大 和 矩阵 元 . 
解 :根据 (27.13 ) 式 得 


(EI RNk) = (EB) = 二 [JCJ+1) -本 ]， 
CALEES OT A 
= 于 [(J- 有 (JTJ-E-D(J+E+D(J+E+2)] 二 ， 
为 简洁 计 , 纸 阵 元 中 一 律 省 略 了 对 角 指 标 J, 所 求 的 哈密 顿 量 和 矩阵 元 因此 为 @ 
(Ek|HIE) = (a +h) [I(T +1) _ 7] + ck， 
(Ek|H|IE+2) =(k+2|HIk) = (1) 
= Sab) rh+) (++2)] 


相对 于 函数 组 (103. 12 ) 而 言 的 矩阵 元 ,可 通过 (1) 式 的 矩阵 元 表 出 : 
(Er |H|IE) =(%|HIEY (kzx1), 
(1 1HILE》 =<1|H | £1 |H|=1》, 


(k+|HIE+2,+)=(k|HIk+2) ,(kz0) (2 
(0O+ |HI2+»=V2(0|H|2). 
3. 试 求 J=1 的 非 对 称 陀 螺 的 能 级 . 
解 :三 次 的 久 期 方程 分 解 成 三 个 线性 方程 .其 中 一 个 给 出 
E, =(0+|HI0+)=3(a+b), (3) 


根据 上 式 可 以 立刻 写 出 其 它 两 个 能 级 ,因为 a,b,c 三 个 参量 是 以 对 称 的 方式 出 
现在 这 个 问题 中 ,从 而 有 


E, = (a+e), 有 = (b+e). (4) 


bk sb ,五 ;能 级 分 别 属 于 包 对 称 类 型 5 i a 这 些 态 的 波光 数 为 wy = os Us 一 
yi ,ys = 

4. 同 题 2, 但 J] =2. 

解 : 久 期 方程 为 5 次 ,分 解 成 为 三 个 线性 方程 和 一 个 二 次 方程 . 从 一 个 线性 


中 题 2 至 题 5 中 ,采用 下 列 记号 使 公式 简化 : 
sa = 有， 


@ 这 是 根据 对 称 性 的 考虑 .例如 能 量 El 对 于 参量 a 和 4 是 对 称 的 ,因此 它 的 态 对 & 轴 和 7 轴 具 有 
同样 的 对 称 性 , 亦 即 属于 B| 型 的 态 . 
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方程 得 
E,=(2-|H|2-) =2Fc + (a+b), ES 
这 是 属于 已 型 的 一 个 能 级 . 由 此 立刻 可 知 ,一 定 有 B, 和 B, 型 的 其 它 两 个 能 级 : 
E, =2b + 3 (a+e), E, =2ra + (b+e) 
这 三 个 能 级 具有 波 函 数 yy = Wy , = Wy ,V3 = wa. 
二 次 方程 为 
(0+|H|IO+)-E (2+|HI0+) 0 £6 
(2+ |HIO+)» (2 不 | 王国 二 玖 | 


解 出 得 
EY PY (7) 
这 两 个 能 级 属于 4A 型 ,相应 波 浮 数 为 WV 放 和 由 沁 的 线性 组 合 . 
5. 同 题 2, 但 J=3. 
解 :入 期 方程 为 7 次 ,分 解 成 为 一 个 线性 方程 和 三 个 二 次 方程. 线性 方程 给 


出 

E,=《2-|H|2-》=2#(a+b+e), (8) 
这 是 一 个 属于 A 型 的 能 级 .一 个 二 次 方程 为 题 3 的 (6) 式 ,但 J 值 不 一 样 . 它 
根 为 


(+b) 十 让 ec 下 V4(a -pb) +c +ab—-ac-be, (9) 


这 是 B 型 能 级 . Eo b,c 后 得 到 . 

6. 具有 四 极 矩 的 一 个 系统 ,处 于 任意 的 外 电场 中 , 求 其 能 级 分 裂 . 

解 : 取 张 量 9 pg/9x;0x4 的 三 个 主轴 为 坐标 系 ( 见 576 题 3) ,哈密 顿 量 的 四 极 
甜 部 分 可 化 成 

Ro A 
由 于 上 式 和 (103.1) 式 的 哈密 顿 量 在 形式 上 完全 类 似 , 本题 等 价 于 寻求 非 对 称 
陀螺 的 能 级 ,唯一 区 别 是 现在 系数 之 和 4+ 刀 +C=0, 并 且 角 动量 还 可 具有 半 整 
数值 . 这 些 可 用 同样 的 方法 从 头 算 起 ,但 对 整数 ] 值 可 用 题 3 和 题 5 的 结果 ,对 
前 几 个 J 值 ,所 得 的 能 级 移动 值 Ak 如 下 : 
ET -MBs =A, B,C 


下 运 划 。 AE= + (4 +B +C); 


J =2. AE S34,3B,.30, v6(A BB C0). 
/=3/2 时 分 聚 能 级 保持 双重 简 并 ,与 克拉 默 斯 定理 (§ 60) 一 至 
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$ 104 分 子 的 振动 转动 相互 作用 


运 今 为 止 我 们 把 转动 和 振动 看 作 分 子 的 两 种 独立 运动 .但 在 实际 上 ,这 两 种 
运动 的 同时 存在 产生 了 它们 之 间 的 特殊 相互 作用 (E. Teller,L. Tisza, G. Placzek ， 
1932—1933). 

让 我 们 先 从 线 型 多 原子 分 子 考虑 起 . 一 个 线 型 分 子 可 以 作 两 类 振动 ( 见 
$ 100 末 段 ) :频率 为 无 简 并 的 纵 振 动 和 频率 为 双重 简 并 的 横 振 动 . 现在 我 们 对 
后 一 类 振动 感 兴趣 . 一 般 来 讲 , 作 横 振 动 的 分 子 具有 某 种 角 动 量 . 这 一 点 从 简单 
的 力学 考虑 看 来 是 很 明显 的 ,但 它 也 能 从 量子 力学 的 考虑 证 实 . 后 一 种 考虑 还 
能 使 我 们 求 出 该 角 动 量 在 所 给 振动 态 中 的 各 种 可 能 值 . 

我 们 假定 分 子 中 某 一 双重 频率 w。 受 到 了 激发 . 振动 量子 数 为 的 能 级 是 ， 
+1 重 简 并 的 . 与 该 能 级 对 应 的 是 以 下 w +1 个 波 函 数 : 


ys = 常数 xexp| -二 c(02 +02)] 玉 (cos) 克 (ceO。) 


其 中 ww + ws =v。, 或 者 是 这 些 波 函 数 的 任意 的 独立 线性 组 合 . 与 指数 因子 相 乘 
的 那个 多 项 式 的 总 短 次 ( 0。 的 短 加 上 0Q,, 的 短 ) ,对 这 些 函 数 讲 来 都 是 相等 的 并 
等 于 v。. 显然 ,我 们 总 能 选取 y,， 的 下 列 线性 组 合作 为 基本 函数 组 ; 


i= 常数 xexp| -二 2(Q3 +02,)] x 


| 


方 括号 内 是 一 个 确定 的 多 项 式 , 我 们 只 写 出 了 它 的 最 高 次 项 . 1 是 一 个 整数 ,可 
以 取 v,+1 个 不 同 的 值 v ,wv -2,v, -4,…, -vv. 

模 振 动 的 简 正 坐 标 0。,0.。 是 两 个 离开 分 子 轴 的 正 交 位 移 . 绕 轴 旋转 角 
后 ,多 项 式 的 最 高 次 项 (因而 整个 函数 少 ， 被 乘 以 

op {i (2 ] -ip (27) } = emp( 记 ep) 

由 此 可 见 ,(104.1) 式 的 函数 对 应 于 角 动量 的 轴 分 量 为 1 的 一 个 态 . 

我 们 得 到 的 结论 是 ,双重 频率 w, 被 激发 的 态 ( 具 有 量子 数 v) 中 ,该 分 子 具 
有 一 个 能 取 下 列 诸 值 (相对 于 分 子 轴 ) 的 角 动 量 

l=90 ,0 一 2)7。 一 4 ， 一 人 (104.2) 

它 称 为 分 子 的 振动 角 动 量 . 如 果 有 若干 个 横 振 动 同时 被 激发 ,总 的 振动 角 动 量 就 








DD 例如 , 周 相差 为 了 的 两 个 正 交 模 振 动 ,可 以 看 作 一 个 弯 折 分 子 绕 一 纵 轴 的 纯 转动 
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等 于 》 1,, 加 上 电子 轨道 角 动 量 以 后 ,给 出 该 分 子 沿 轴 的 总 角 动 量 /. 


分 子 的 总 角 动 量 不 能 小 于 沿 轴 的 角 动 量 ( 与 双 原 子 分 子 的 情形 类 似 ), 即 

j 的 取 值 为 
三 | | |2| +1,, 

换 句 话说 ,不 存在 =0,1,…,|1| -1 的 态 . 

简 谐振 动 的 情形 下 ,能量 只 和 量子 数 v 有关 而 与 1 无 关 . 考虑 非 简 谐 振动 以 
后 ,振动 能 级 的 简 并 度 (对 i 值 而 言 的 简 并 度 ) 有 所 解除 . 但 是 ,这 种 解除 是 不 完 
全 的 :分 裂 能 级 保持 着 双重 简 并 ,!l 和 所 有 1 同时 改变 符号 的 两 个 态 具 有 相同 的 
能 量 . 这 是 因为 在 能 量 的 下 一 级 近似 ( 简 谐振 动 后 的 下 一 级 近似 ) 中 ,出 现 1 的 
二 次 型 > goglols(8os 是 常数 ). 通过 类 似 于 双 原 子 分 了 于 中 的 4 双 线 效应 ,这 种 


余 留 的 双重 简 并 即 可 得 到 解除 . 
回 到 非 线 型 分 子 时 ,首先 要 作 下 列 力 学 性 质 的 说 明 . 对 于 任意 一 个 多 粒子 
( 非 线 型 ) 系 统 讲 来 ,就 有 一 个 怎样 把 振动 和 转动 完全 区 分 开 来 的 问题 ; 换 句 话 
说 ,我 们 怎样 去 理解 一 个 “ 非 转 动 的 系统 ”. 乍 看 起 来 ,不 存在 转动 的 判 据 似乎 是 
角 动量 等 于 零 ， 
3 三 只 (104.3) 
(三 是 对 该 系统 的 粒子 求 和 ). 但 是 这 个 式 子 的 左边 并 不 等 于 某 一 坐标 函数 对 时 
间 的 全 微 商 . 因此 这 个 等 式 不 能 通过 对 时 间 的 积分 而 表 成 某 一 坐标 困 数 等 于 夫 
的 形式 .但 这 正好 是 合理 地 定义 “ 纯 振动 "和 “ 纯 转 动 " 这 两 个 概念 所 需要 的 . 
因此 作为 无 转动 的 定义 ,我 们 必须 采用 下 列 条 件 : 
3 re XW 0, (104.4) 
式 中 zo 是 粒子 平衡 位 置 的 径 矢 . 令 r=ro+u,u 是 小 振动 中 的 位 移 , 我 们 有 v = 
= 政 .(104.4) 式 对 时 间 积 分 后 得 
mr XH=0. (104.5) 
该 分 子 的 运动 可 以 看 作 是 满足 条 件 (104. 5 ) 的 纯 振 动 与 整个 分 子 转动 的 组 合 山 . 
把 角 动 量 写 成 以 下 形式 : 
mrxv = mr XV + omuxy, 
我 们 看 到 ,与 无 转动 定义 (104.4) 相 一 致 ,我 们 必须 把 > mu xy 理解 为 振动 角 动 
量 . 但 是 必须 指出 ,这 个 角 动 量 只 是 系统 总 角 动 量 的 一 个 部 分 , 它 根 本 不 守恒 . 因 
此 对 每 个 振动 态 只 能 附加 一 个 振动 角 动 量 的 平均 值 . 
不 具备 二 阶 以 上 对 称 轴 的 一 个 分 子 ,是 属于 非 对 称 陀螺 型 的 . 这 类 分 子 中 的 


QH ”分子 的 平 动 一 开始 就 可 除去 ;只 要 所 选 的 坐标 系 相对 于 分 子 的 质心 保持 不 动 . 
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所 有 振动 频率 都 是 无 简 并 的 (它们 的 对 称 群 只 有 一 维 的 不 可 约 表示 ). 因此 所 有 
的 振动 能 级 不 存在 简 并 . 但 在 所 有 非 简 并 态 中 , 角 动 量 的 平均 值 一 定 等 于 零 ( 见 
$ 26). 由 此 可 见 ,在 非 对 称 陀 螺 型 的 分 子 中 ,所 有 态 的 振动 角 动 量 平 均值 都 等 
于 茹 

如 条 分 子 的 对 称 元 素 中 存在 着 一 个 二 阶 以 上 的 对 称 轴 , 这 个 分 子 就 属于 对 
称 陀 螺 型 . 这 种 分 子 的 振动 频率 既 有 无 简 并 的 也 有 双重 简 并 的 . 对 前 者 振动 角 动 
量 的 平均 值 仍 等 于 零 . 对 双重 简 并 频率 讲 来 , 沿 分 子 轴 的 角 动 量 平均 值 并 不 等 于 
零 . 

计 入 振动 角 动 量 后 ,也 不 难 求 出 分 子 (对 称 陀螺 型 ) 的 转动 能 量 表 式 . 它 的 
能 量 算 符 与 (103.5) 式 的 差别 在 于 ,该 式 中 的 陀螺 转动 角 动 量 现在 要 改 成 总 角 
动量 7( 守恒 量 ) 和 振动 角 动量 1" 之 差 : 
Cm (104.6) 


hoa = fj) 
所 求 的 能 量 等 于 平均 值 Hssa. (104. 6) 式 中 含有 J 分 量 的 平方 项 ,这 些 项 给 出 
(103.6) 式 的 纯 转动 能 量 . J 分量 的 平方 项 给 出 的 是 和 转动 量子 数 无 关 的 当 
数 ,可 以 略 去 . 我 们 现在 感 兴趣 的 是 J 分量 和 J 分量 的 乘积 项 ,这 些 项 代表 了 
分 子 振动 和 转动 的 相互 作用 , 称 为 科 里 奥 利 作 用 (因为 它 对 应 于 经 典 力学 中 的 
科 里 奥 利 力 ). 对 这 些 项 进行 平均 时 ,应 该 注意 到 振动 角 动量 的 上 横 分 量 和 了 横 
分 量 的 平均 值 等 于 零 . 因此 科 里 奥 利 作 用 的 能 量 平均 值 为 


-7 (104.7) 


式 中 的 到 整数 ) 和 $103 中 的 一 样 ,是 总 角 动 量 的 分 子 轴 投 影 值 ,k, = J" 为 标志 
该 振动 态 的 振动 角 动 量 分 量 平均 值 ;与 4 值 不 同 ,k, 不 是 一 个 整数 . 

最 后 来 研究 球 型 陀螺 式 的 分 子 . 它 包括 了 对 称 群 为 任 一 立方 体 群 的 那些 分 
子 . 这 种 分 子 具有 无 简 并 的 以 及 双重 和 三 重 简 并 的 频率 (对 应 于 立方 体 群 中 具 
有 的 那些 一 维 、 二 维和 三 维 不 可 约 表示 ). 振动 能 级 的 简 并 性 ,总 是 被 非 简 谐 运 
动 部 分 地 解除 ;考虑 了 这 个 效应 以 后 ,除了 无 简 并 能 级 外 只 留 下 双重 和 三 重 简 并 
的 能 级 . 我 们 现在 要 讨论 的 就 是 这 些 被 非 简 谐 运 动 所 分 裂 的 能 级 . 

很 易 证 明 , 对 球 型 陀螺 式 的 分 子 讲 来 ,振动 角 动 量 的 平均 值 不 但 在 非 简 并 的 
振动 态 中 等 于 零 ,而 且 也 在 双重 简 并 的 振动 态 中 等 于 零 . 这 一 点 只 要 根据 对 称 性 
的 考虑 就 可 以 证 明 . 实际 上 ,属于 同一 简 并 能 级 的 两 个 态 中 的 平均 角 动 量 和 撩 量 ， 
在 分 子 对 称 群 的 所 有 变换 下 必 相 互 变换 . 但 是 没有 一 个 立方 对 称 群 能 够 只 在 两 
个 方向 间 进 行 相互 变换 ,至 少 要 有 三 个 方向 才能 进行 相互 变换 . 

根据 以 上 的 考虑 还 可 以 知道 ,对 于 三 重 简 并 振动 能 级 的 态 ,振动 角 动 量 的 平 
均值 并 不 等 于 零 . 经 过 对 振动 态 平均 以 后 , 角 动 量 是 用 一 个 算 符 表示 ,其 矩阵 元 
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就 是 三 个 相互 简 并 态 之 间 的 跃迁 矩阵 元 . 与 态 数 相 一 致 , 这 个 算 符 一 定 具 有 这 


的 形式 ,其 中 的 1 是 单位 长 的 角 动 量 算 符 (因此 时 21+1 =3),Z 是 标志 该 振动 能 
级 的 常数 . 分 子 转动 运动 的 哈密 顿 量 为 


地 下 他 7r(a)、2 
Ha = 和 
经 过 上 述 平均 后 变 成 下 列 算 符 : 
4 i 
Hew = ta "i (104.8) 
第 一 项 的 本 征 值 就 是 (103. 4) 式 的 转动 能 量 , 第 二 项 是 一 个 与 转动 量子 数 无 关 
的 不 重要 的 常数 . (104. 8) 式 的 最 后 一 项 给 出 了 所 求 的 振动 能 级 的 科 里 奥 利 分 
裂 值 . J .7 的 本 征 值 可 以 用 通常 方法 算出 ; 它 可 以 具有 ( 当 了 给 定 后 ) 三 个 不 同 
的 值 (对 应 于 矢量 1+J 的 三 个 值 :J+1,J -1,7]). 结果 得 
天 


2 2 
EW" = -人 = (1+1) EN- 二， (104.9) 
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分 子 波 函 数 是 电子 波 函数 以 及 原子 核 振 动 波 函数 和 转动 波 函 数 的 乘积 . 我 
们 已 经 分 别 地 讨论 了 这 些 函 数 的 对 称 类 型 及 其 分 类 . 现在 尚 待 讨论 整个 分 子 的 
谱 项 分 类 ,也 就 是 总 波 函 数 所 能 具有 的 对 称 性 . 

如 果 给 出 了 三 个 因子 对 某 一 变换 的 对 称 性 ,它们 的 乘积 对 该 变换 而 言 的 对 
称 性 也 就 被 确定 . 为 了 完备 地 标志 态 的 对 称 性 ,我 们 还 必须 知道 分 子 中 所 有 粒子 
(电子 和 核 ) 的 坐标 同时 反 演 时 总 波 函 数 所 具有 的 行为 . 根据 总 波 函 数 在 这 个 变 
换 下 变 号 还 是 不 变 号 ,我 们 把 相应 的 态 分 别称 为 负 的 或 正 的 @. 

但 是 必须 指出 ,只 有 对 不 存在 立体 异 构 体 的 分 子 , 态 的 反 演 特性 才 具 有 意 
义 . 如 果 存 在 着 立体 异 构 性 ,分子 经 反 演 后 所 得 的 位 形 不 能 通过 空间 旋转 与 原 位 
形 重合 ,这 些 就 是 分 子 的 “ 右 旋 " 异 构 体 和 “左旋 ” 异 构 体 @. 因此 , 当 存 在 着 立体 
异 构 体 的 时 候 , 相 互 反 演 所 得 的 两 个 波 函 数 实质 上 属于 不 同 的 分 子 ,它们 间 的 比 
较 就 失去 了 意义 @. 

我 们 在 $ 86 中 看 到 , 双 原 子 分 子 中 的 核 自 旋 , 对 分 子 谱 项 按 其 简 并 度 的 排 
列 方式 ,以 及 对 某 些 情形 下 某 种 对 称 能 级 的 完全 受 禁 等 ,都 有 间接 的 重要 影响 . 


中， 我们 习惯 地 但 不 太 理想 地 采用 了 与 双 原 子 分 子 相 同 的 术语 ( § 86). 

四 为 了 使 立体 异 构 体 能 够 存在 ,该 分 子 必须 没有 与 反射 有 关 的 任何 对 称 元 素 (没有 反 演 中 心 .对称 
面 \ 旋 转 -反射 轴 ). 

@ 严格 讲 来 ,量子 力学 给 出 的 这 两 类 异 构 体 间 的 跃迁 概率 总 是 不 等 于 零 . 可 是 这 个 概率 与 原子 核 
穿 过 势 全 有 关 , 是 极 小 的 . 
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这 种 影响 对 多 原子 分 子 也 是 存在 的 . 但 是 现在 的 问题 要 复杂 得 多 ,需要 在 每 种 具 
体 情况 下 应 用 群 论 方法 . 
这 个 方法 的 要 点 是 这 样 的 . 总 波 函 数 除 了 坐标 部 分 外 (这 是 迄今 为 止 我 们 
所 研究 的 ) 还 有 自 旋 因子 ,这 个 因子 是 所 有 核 自 旋 在 某 一 选 定 空间 方向 的 投影 
值 的 函数 . 一 个 原子 核 的 自 旋 投 影 o 可 以 取 2i + 1 个 不 同 值 (i 是 该 原子 核 的 自 
旋 ). 给 出 ci ,0o,,… ,on(NN 是 分 子 中 的 原子 总 数 ) 的 所 有 可 能 值 后 ,共有 (2i + 
1 ) (2i, +1)…(2is +1) 个 不 同 的 自 旋 因 子 数 值 . 在 每 一 种 对 称 变换 下 ,有 些 原子 
核 ( 同 类 的 核 ) 对 调 了 位 置 ,如 果 设 想 自 旋 值 仍 “保留 不 动 ”, 则 这 种 变换 就 等 价 
于 原子 核 则 的 自 旋 值 交换 . 因此 ,各 个 自 旋 因子 可 以 相互 线性 变换 ,从 而 给 出 分 
于 对 称 群 的 某 个 表示 (这 个 表示 一 般 讲 来 是 可 约 的 ). 把 它 分 解 成 为 不 可 约 表示 
后 , 即 得 自 旋 波 函数 所 能 具有 的 各 种 对 称 类 型 . 
对 于 目 施 因子 所 给 出 的 表示 ,很 易 写 出 它 的 特征 标 x sw (6G) 的 一 般 公式 .为 
此 只 需 注意 到 ,一 个 对 称 变换 中 只 有 这 样 一些 自 旋 因 子 是 保持 不 变 的 ,这 些 因 子 
中 被 对 调 的 原子 核 正好 具有 相同 的 ec。 值 .除了 这 些 因子 外 其 它 的 自 旋 因子 会 相 
互 对 调 , 所 以 它们 对 特征 标 毫 无 贡献 . 记 住 o, 可 取 2i, +1 个 值 ,我 们 就 有 
Xe GC) = TI(27 +1y, C105,1) 
式 中 的 连 乘 积 是 若干 组 原子 的 连 乘 积 (每 一 组 原子 提供 连 乘 积 中 的 一 个 因子 )， 
每 一 组 原子 具有 相同 的 o, 值 并 在 所 给 的 G 变换 下 相互 易 位 . 
但 是 ,我 们 对 自 旋 函数 的 对 称 性 质 不 如 对 坐标 函数 那样 感 兴趣 (我 们 所 指 
的 是 坐标 函数 对 核 坐 标 置 换 而 言 的 对 称 性 ,电子 的 坐标 则 保持 不 变 ). 这 两 种 对 
称 性 是 直接 相关 的 ,因为 任 一 对 原子 核对 换 后 ,总 波 函 数 必须 lst sh phd 
变 , 要 看 它 服从 费 米 统计 还 是 玻 色 统计 ( 换 名 话说 ,总 波 函 数 必须 乘 以 ( -1)” 
是 所 对 换 原子 核 的 自 旋 ). 我 们 在 特征 标 (105. (中 引 大 适当 的 辣子 ,而 所 和 到 
下 式 所 示 的 群 表示 特征 标 X(C) ,这 个 群 表示 中 包含 了 坐标 波 函 数 借以 变换 的 所 
有 不 可 约 表示 : 
YG) = 再 二) (105.2) 
nm 是 G 变换 下 进行 相互 易 位 的 第 a 组 原子 核 中 的 原子 核 数 . 把 这 个 表示 分 解 成 
为 各 个 不 可 约 成 分 后 , 即 得 该 分 子 坐 标 波 函数 所 能 具有 的 各 种 对 称 类 型 以 及 各 
个 相应 能 级 的 简 并 度 (今后 所 讲 的 简 并 度 , 都 是 指 原子 核 系统 的 不 同 自 旋 态 
数 中 ) . 
每 一 类 型 的 对 称 态 ,与 分 子 中 等 价 原子 核 组 的 某 一 总 自 旋 值 相 联系 (等 价 
原子 核 组 在 分 子 对 称 群 的 变换 下 相互 易 位 ). 这 种 联系 并 不 是 单 值 的 :每 一 类 型 
的 对 称 态 可 以 和 等 价 原子 核 组 的 不 同 自 旋 值 相 联系 .在 每 种 具体 情形 下 也 可 以 


中 ”这 种 意义 下 的 能 级 简 并 度 ,通常 称 为 该 能 级 的 核 统 计 权 重 ( 见 $ 86 最 后 一 个 附注 ). 


$ 105 ”分 子 谱 项 的 分 类 “387 : 





用 群 论 方法 确定 这 种 联系 . 

作为 一 个 例子 ,我 们 来 考虑 非 对 称 陀螺 型 的 乙烯 分 子 CH (图 43g, 对 称 群 
为 站) 化 学 符号 右上 角 的 数字 标明 了 所 属 的 同位 素 , 这 个 指标 是 必要 的 ,因为 
不 同 的 同位 素 具 有 不 同 的 核 自 旋 . 目前 情形 下 H' 的 核 自 旋 等 于 1/2 而 C2 的 核 
自 旋 等 于 零 . 因此 只 需 考虑 氧 原子. 

我 们 取 图 43g 中 所 画 的 坐标 系 ,z 轴 垂 直 于 分 子平 面 ,z 轴 沿 分 子 轴 . 对 xy 
面 反 射 时 所 有 的 原子 保持 不 动 , 其 它 的 反射 和 旋转 使 氢 原 子 成 对 地 对 换 . 按 
(105.2) 式 可 得 下 列 群 表示 特征 标 : 





E ICxy) ol(xz) o (yz) I G(s) Gy (Cy) Gy) 
16 16 4 4 4 4 4 4 


把 这 个 表示 分 解 成 不 可 约 成 分 ,结果 发 现 它 含有 以 下 几 种 D,, 群 的 不 可 约 表示 : 
74,,3B,,,3B,,,3B,. 数字 代表 可 约 表示 中 包含 该 不 可 约 表示 的 次 数 :这 些 数字 
也 就 是 各 个 相应 能 级 的 核 统计 权重 @ 

以 上 所 得 的 乙烯 分 子 态 的 分 类 ,是 对 总 (坐标 ) 波 函数 (包括 电子 ,振动 和 转 
动 部 分 ) 而 言 的 . 但 在 通常 情况 下 ,我 们 对 以 上 结果 的 兴趣 往往 在 另 一 方面 . 这 
就 是 说 ,知道 了 总 波 函 数 所 能 具有 的 对 称 性 以 后 ,只 要 给 定 电子 态 和 振动 态 ,就 
可 以 直接 求 出 所 能 具有 的 各 种 转动 能 级 (以 及 它们 的 统计 权重 ). 

我 们 以 基态 电子 谱 项 的 最 低 振动 能 级 ( 振动 未 被 激发 的 能 级 ) 的 转动 结构 
为 例 ,假定 基态 的 电子 波 函 数 是 全 对 称 的 (符合 所 有 多 原子 分 子 的 实际 情况 )， 
在 这 种 情况 下 ,总 波 函 数 的 绕 轴 旋转 对 称 性 也 就 是 转动 波 函 数 所 具 的 对 称 性 . 和 
以 上 所 得 的 结果 相 比较 ,我 们 就 可 以 知道 ,乙烯 分 子 中 4 和 已 型 的 转动 能 级 是 
正 的 ( 见 §$103), 且 有 统计 权重 7 和 3; 而 B, 和 有 型 的 能 级 是 负 的 ,统计 权重 等 
村 

和 双 原 子 分 子 一 样 ( 见 $ 86 末 ) ,由 于 核 自 旋 与 电子 的 作用 极 弱 ,乙烯 分 子 
中 核对 称 性 不 同 的 态 实际 上 不 能 相互 路 迁 ,因此 处 于 这 些 态 中 的 分 子 ,犹如 同一 
物质 的 不 同 变态 . 故 乙烯 C;*H! 具有 四 种 变态 ,其 核 统计 权重 分 别 为 7,3,3,3. 

作出 上 述 结论 时 ,要 点 在 于 对 称 性 不 同 的 态 是 属于 不 同 能 级 的 (其 间距 远 
大 于 核 自 旋 的 作用 能 ). 对 于 核对 称 性 不 同 的 态 属于 同一 简 并 能 级 的 那 种 分 子 
讲 来 ,上 述 结论 不 能 成 立 . 

再 举 一 个 例子 ,对 称 陀螺 型 的 氨 分 子 N“H3 (图 41, 对 称 群 C,,). N"* 的 核 自 
旋 等 于 1,H' 的 核 自 旋 等 于 1/2. 应 用 (105. 2) 式 , 即 得 我 们 感 兴趣 的 C,, 群 表示 
的 特征 标 : 


QD ”每 一 类 型 的 态 与 乙烯 分 子 中 四 个 H 原子 的 总 自 旋 值 的 关系 ,在 题 1 中 推导 . 
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EF ZG, S30 
24 6 -12 


它 信 有 以 下 的 C;, 群 不 可 约 表示 :124,,6E, 因 此 有 两 类 能 级 :它们 的 核 统 计 权 重 
等 于 12 和 6Q@. 

对 称 陀螺 的 转动 能 级 (J 值 为 给 定 ) 是 按 量子 数值 分 类 的 . 和 上 例 一 样 ,我 
们 来 考虑 NH, 分 子 基态 电子 谱 项 的 最 低 振动 能 级 的 转动 结构 (也 就 是 假定 电子 
波 函 数 和 振动 波 聘 数 都 是 全 对 称 的 ). 在 求 转动 波 函 数 的 对 称 性 的 时 候 我 们 应 
该 注意 到 ,有 意义 的 只 是 指 绕 轴 旋转 下 的 变换 性 质 . 因此 可 以 把 对 称 平面 改 成 垂 
直 于 这 些 平面 的 一 些 二 阶 对 称 轴 ( 对 一 平面 的 反射 等 价 于 绕 这 样 一 个 二 阶 轴 旋 
转 再 加 上 一 次 反 演 ). 在 目前 情形 下 ,所 考虑 的 C,, 群 就 可 以 换 成 和 它 同 构 的 也, 
点 群 . 

k= + |k| 的 转动 波 函 数 绕 三 阶 竖 直 轴 进 行 0; 旋转 后 被 乘 以 e**"1* ,如 线 
二 阶 水 平 轴 进 行 0, 旋转 则 发 生 相互 变换 ,因此 它们 给 出 了 D, 群 的 一 个 二 维 表 
示 . 如 果 |k| 不 是 3 的 倍数 ,这 个 表示 就 是 不 可 约 的 已 表示 . 总 波 函 数 的 C;, 群 表 
不 ,可 以 按 谱 项 的 正 或 负 对 x(U,) 乘 以 +1 或 -1 后 得 到 .但 由 于 EE 表示 中 的 
X(U,) =0, 因 此 不 论 谱 项 的 正 负 仍 都 得 到 五 表示 (但 此 时 为 C,, 群 的 表示 不 是 
D,; 群 的 表示 ). 由 此 得 出 结论 , 当 |k| 不 等 于 3 的 倍数 时 , 正 负 能 级 都 是 可 能 的 ， 
核 统计 权重 为 6( 总 坐标 波 函 数 的 对 称 性 属于 EF 型 ). 

当 |k| 为 3 的 倍数 (但 不 等 于 零 ) 时 ,转动 波 函 数 给 出 的 (D, 群 ) 表 示 具 有 下 
列 特征 标 : 


这 个 表示 是 可 约 的 ,分 解 为 4, ,4, 表 示 . 为 了 使 总 波 函 数 属于 C, 群 的 4 表示 , 转 
动能 级 4 必须 是 负 的 ,4, 必 须 是 正 的 ,由 此 可 见 , 当 |k| 为 3 的 倍数 并 且 不 等 于 
零 时 , 正 负 能 级 都 是 可 能 的 , 核 统 计 权重 为 12( 能 级 为 4, 型 ). 
最 后 ,对 应 于 角 动 量 分 量 上 =0 的 只 有 一 个 转动 函数 ; 它 所 给 出 的 表示 具有 
特征 标 @ 
E 2 3U, 


1 1 ( -1)’ 


Q@@ 42: 型 谱 项 的 氢 核 总 自 旋 为 3/2 ,巨型 谱 项 的 氧 核 总 自 旋 为 1/2. 注意 在 不 可 约 表示 中 出 现 二 维 的 
表示 五 并 不 表示 在 分 子 能 级 中 出 现 附加 的 简 并 ,这 是 置换 简 并 ,在 $ 63 中 已 经 说 过 . 
思 角 动 量 值 为 了 而 投影 值 为 零 的 本 征 函数 旋 转 7 角 后 被 乘 以 ( -1)”， 
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如 果 总 波 函 数 为 4, 型 对 称 , 它 经 反 演 后 必然 给 出 ( -1)“ 和 因子. 由 此 可 见 , 当 大 
=0 时 ,J 值 为 偶数 的 能 级 只 能 是 负 的 ,J 值 为 奇数 的 能 级 只 能 是 正 的 ;两 种 情形 
下 的 统计 权重 都 等 于 6(4, 型 能 级 ). 

总 结 以 上 结果 , 即 得 下 表 , 表 中 列 人 了 各 种 不 同 左 值 时 N"*H! 分 子 的 基态 电 
子 谱 项 最 低 振 动能 级 所 能 具有 的 各 种 态 (符号 +, - 表示 正 态 和 人 负 态 ): 





1#| 不 是 3 的 倍数 6E 6E 

| 大 | 是 3 的 倍数 1924; 124, 

=o 为 偶数 64, 
/为 奇数 64, 


和 上 给 定 以 后 ,NH, 分 子 的 能 级 一 般 讲 来 是 简 并 的 (还 可 参考 题 3 中 ND, 的 
表 ). 这 种 简 并 性 由 于 下 列 特殊 效应 而 被 部 分 地 解除 ,这 个 效应 与 氢 原 子 的 有 限 质 
量 以 及 与 氮 分 子 的 形状 扁平 有 关 . 该 分 子 


中 的 原子 作 不 大 的 竖 直 位 移 后 就 有 可 能 从 ~ 
图 44 的 一 个 位 形 跃迁 到 另 一 个 位 形 , 这 两 HH H 
个 位 形 可 以 通过 对 一 个 平面 的 反射 而 相互 一 


得 到 ,这 个 平面 平行 于 三 角 锥 的 底 边 . 这 种 Te 


跃迁 导致 了 能 级 的 分 裂 ,使 正 负 能 级 彼此 流 
分 开 . (一 维 情形 下 与 此 类 似 的 效应 见 $ 50 
题 3). 这 两 个 位 形 被 一 个 “ 势 又 "所 隔 开 ， 图 44 


能 级 分 裂 值 与 原子 穿 过 这 个 “ 势 又 "的 概率 成 正比 . 氨 分 子 的 这 个 概率 尽管 由 于 以 
上 所 讲 的 性 质 而 比较 大 ,但 是 它 的 分 裂 值 还 是 很 小 的 (10 eV). 

球 型 陀螺 式 分 子 的 例子 , 见 本 节 题 5. 

习 十 

1. 确立 C，Hs 分 子 中 态 的 对 称 性 与 该 分 子 中 氨 核 总 自 核 间 的 关系 . 

解 :由 四 个 再 核 的 总 自 旋 可 以 具有 7T=2,1,0 三 个 值 , 它 的 投影 MM, 可 取 2 
到 -2 的 各 个 值 . 我 们 从 Mj 的 最 大 值 开始 ,逐个 地 考虑 M, 值 相同 的 那些 自 旋 因 
子 所 给 出 的 表示 . 

Mi =2 时 只 有 一 个 自 旋 因子 ,其 中 所 有 原子 核 的 自 旋 投影 值 都 等 于 1/2. M,， 
=1 时 有 四 个 不 同 的 自 旋 因子 ,它们 的 区 别 在 于 四 个 原子 核 中 一 个 核 的 自 旋 投 


影 值 等 于 -地 . 最 后 ,M, =0 时 有 六 个 不 同 的 自 旋 因子 ,要 看 选取 哪 两 个 核 的 自 


中 应 用 置换 群 的 方法 求解 类 似 的 问题 ,可 以 考虑 I.G. Kaplan 的 书 ( 见 $63) ,第 6 章 , 8 2. 
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旋 投 时 值 等 于 - 这 三 组 自 旋 因子 给 出 的 三 套 群 表示 特征 标 如 下 表 所 示 . 


EC 


= 0 
于 自 旋 1=2. 

Mj=1 时 可 以 有 1=1 和 7=2, 第 二 个 表示 减 去 第 一 个 表示 后 再 把 它 分 解 成 
不 可 约 表 示 , 结 果 发 现 1=1 时 有 B,,,B,,,B,, 三 种 态 . 

最 后 ,Mj=0 时 可 以 具有 MM,=1 的 各 个 表示 和 了 =0 的 表示 . 第 三 个 表示 减 
去 第 二 个 表示 后 得 到 两 个 4A, 态 ,对 应 于 自 旋 1=0. 

2. 对 Cs Hs ,Cs Hs,N2 04 分子 , 求 总 (坐标 ) 波 函数 的 对 称 类 型 及 其 相应 能 
级 的 统计 权重 [所 有 这 些 分 子 具 有 同一 形式 , 核 自 旋 为 i(H?) =1,i(C*) =172， 
ICN“) =1]. 

解 : 与 本 节 所 讲 的 C， Hs 分 子 的 方法 相同 , 求 得 下 列 各 态 (所 选 的 坐标 轴 也 
和 例 中 的 一 样 ) : 













3. 同上 题 ,但 分 子 为 N H 

解 : 与 本 节 中 N Hi 六 放 罗 入 区 一 样 , 求 得 的 态 为 304, ,34, ,24E. 

对 基态 电子 谱 项 最 低 振 动能 级 讲 来 ,不 同 的 上 值 具有 下 列 各 态 : 
(二 ) 本 

上 | 不 是 3 的 倍数 24E 

1k| 是 3 的 倍数 304, ,34， 304, ,34， 


/为 偶数 304, 34, 
=0 
和 为 奇数 34， 304, 





$ 105 分 子 谱 项 的 分 类 .391 . 


4. 与 上 题 同 ,但 分 子 为 C; He( 见 图 43f; 对 称 群 为 D,,). 
解 : 可 能 态 具 有 下 列 类 型 :74,,,14,,,34,,,134,,,9E,,11E.,. 
对 基态 电子 谱 项 最 低 振 动能 级 讲 来 ,可 得 下 列 各 态 : 


1k| 不 是 3 的 倍数 Lim 

1k| 是 3 的 倍数 14,, ,134, 

1 -0[7 为 偶数 站 珊 
为 奇数 134,, 





5. 同上 题 ,但 为 甲烷 分 子 C”"Hs(C 原子 在 四 面体 中 心 ,四 个 H 原子 在 顶 
角 ) . 

解 : 这 个 分 子 属于 球 型 陀螺 式 ,对 称 群 为 Tj. 用 同一 方法 可 以 求 出 可 能 态 的 
类 型 为 :54,,1E,3F (分子 的 总 自 旋 相应 地 等 于 2,0,1). 

球 型 陀螺 的 转动 态 是 按 总 角 动 量 ] 值 分 类 的 .每 个 J 值 有 2J+1 个 转动 函 
数 , 给 出 了 O 群 的 一 个 2J+1 维 表示 ,O 群 与 T, 群 同 构 , 它 是 把 T, 群 中 的 所 有 
对 称 平面 换 成 重 直 于 它 的 二 阶 轴 后 得 到 的 . 这 个 表示 的 特征 标 由 (98.3) 式 所 确 
定 . 例 如 J=3 时 可 得 下 列 群 表示 特征 标 : 





其 中 所 含 的 O 群 不 可 约 表 示 为 4 ,F ,F. 再 来 研究 基态 电子 谱 项 最 低 振 动能 级 
的 转动 结构 ,所 得 的 结论 是 ,J=3 时 总 波 函 数 为 A, 型 的 能 级 只 能 是 正 的 ,型 态 
的 能 级 则 可 正 可 负 . 对 于 前 几 个 J 值 ,可 得 下 列 各 态 ( 它 们 的 核 统计 权重 也 一 起 
写 出 ) : 


5A,,1E,3F, 





第 十 四 章 
角 动 量 的 相 加 





$106 31 符号 


$ 31 中 导出 的 角 动 量 相 加 法 则 ,给 出 了 角 动 量 为 刀 和 户 的 两 个 粒子 (或 两 个 
更 复杂 的 部 分 ) 所 组 成 由 的 系统 总 角 动 量 的 各 种 可 能 值 . 这 个 法 则 实际 上 和 波 函 
数 的 空间 旋转 性 质 密切 相关 ,并 可 根据 旋 量 的 性 质 立 即 得 出 . 
角 动 量 为 六 和 的 粒子 波 函 数 分 别 是 2j, 秩 和 2j, 秩 的 对 称 旋 量 ,系统 的 波 函 
数 则 等 于 它们 的 乘积 : 
i ee (106.1) 
这 个 乘积 对 所 有 的 指标 对 称 化 后 ,得 到 一 个 2(j, +jj) 秩 的 对 称 旋 量 ,对 应 于 总 
角 动 量 为 ji + 户 的 态 . 如 果 我 们 把 乘积 (106. 1) 中 的 一 对 指标 缩 并 掉 , 其 中 的 一 
个 指标 取 自 ww” 另 一 个 指标 取 自 wy” (否则 缩 并 后 等 于 零 ) ,由 于 yw 中 和 wy 都 
征 对 称 旋 量 ,A,,… 和 p,c,… 中 不 管 取 哪 一 对 指标 进行 缩 并 都 是 一 样 的 ,经 过 
对 称 化 以 后 ,得 到 一 个 2(j, +j, -1) 秩 的 旋 量 ,对 应 于 角 动 量 为 jj +j, -1 的 
态 @. 继续 这 种 手续 ,可 得 从 ji +j, 直 到 1j, -j1 的 j 值 各 一 次 ,和 已 知 的 角 动 量 相 


中 ”严格 讲 来 ,我 们 总 是 考虑 这 样 一 个 系统 (以 后 不 必 每 次 声明 ) , 它 的 各 部 分 之 间 相互 作用 很 弱 , 以 
致 每 部 分 的 角 动 量 在 一 级 近似 下 可 以 看 作 是 守恒 的 . 

下 面 所 得 的 全 部 结果 ,当然 不 但 能 应 用 于 两 个 粒子 (或 粒子 系统 ) 的 总 角 动 量 的 相 加 ,而 且 也 能 应 用 
于 同一 系统 的 轨道 角 动 量 和 自 旋 的 相 加 ,假如 自 旋 - 轨道 耦合 是 足够 的 弱 的 话 . 

@ ”为 避免 误解 , 作 下 列 说 明 是 有 益 的 . 双 粒 子 系统 的 波 函数 永远 是 一 个 2(j, +j ) 秩 的 旋 量 , 这 个 秩 
数 一 般 地 不 等 于 2j,j 是 该 系统 的 总 角 动 量 . 但 是 ,这 个 旋 量 可 以 等 价 于 一 个 低 秩 旋 量 . 例如 , 角 动 量 六 =j 


= 本 的 双 粒 子 系统 波 函数 是 一 个 2 秩 旋 量 . 但 如 总 角 动 量 j = 0, 这 个 旋 量 是 反对 称 的 ,因而 可 化 成 一 个 标 


量 .一 般 讲 来 ,总 角 动 量 7 确定 了 该 系统 旋 量 波 函 数 的 对 称 性 : 它 对 2 个 指标 是 对 称 的 并 对 其 余 指标 反对 
称 . 
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加 法 则 相 一 致 . 

从 数学 上 讲 来 ,这 就 是 把 旋转 群 两 个 不 可 约 表示 (2j, +1 维和 2j, +1 维 ) 的 

直 积 D”xD"” 分 解 为 不 可 约 成 分 ,于 是 角 动 量 的 相 加 法 则 可 写成 
DY x D2 eh +J2) +D" +J2 一 1) en 十 万 (5 

为 了 完全 解决 角 动 量 相 加 问题 ,我们 还 须 研究 怎样 由 两 个 组 成 粒子 的 波 函 
数 构造 具有 给 定 总 角 动 量 值 的 系统 波 函 数 问题 . 

我 们 先 从 简单 情形 开始 , 亦 即 两 个 角 动 量 相 加 后 所 得 的 总 角 动 量 等 于 零 的 
情形 . 此 时 显然 有 ji = 户 以 及 角 动 量 分 量 m, = - m,. 令 ,为 一 个 粒子 的 归 一 化 
状态 波 函 数 ( 呈 非 旋 量 形式 ) ; 它 具 有 和 角 动 量 j 和 分 量 m. 所 求 的 系统 波 函 数 yj,， 
等 于 m SI PR ls 

=e CO) 2) 
wo a 1) win Yi-n, : (106.2) 
7 等 于 放 和 j, 的 公共 值 . 求 和 式 前 的 因子 来 自 归 一 化 . 求 和 式 中 的 各 个 系数 必须 
具有 相同 的 绝对 值 , 因 为 所 有 的 角 动 量 分 量 值 m 应 该 是 等 概率 的 . (106.2) 式 中 
的 符号 序 次 很 易 用 波 函 数 的 旋 量 形式 求 出 . 采用 旋 量 记号 ,(106.2) 中 的 求 和 式 
为 下 列 标量 (系统 总 角 动 量 为 零 ) 
SS (106.3) 
它 是 由 两 个 27 秩 旋 量 所 组 成 . 根据 上 式 , 我 们 可 从 (57.3 ) 式 直接 求 出 (106.2) 式 
中 各 项 的 符号 . 

但 应 注意 ,一般 讲 来 我 们 只 能 确定 求 和 式 (106.2) 中 各 项 的 相对 符号 ,至 于 
整个 求 和 式 的 符号 则 可 能 与 角 动 量 的 “ 相 加 次 序 ” 有关. 实际 上 ,如 果 把 水 2) 中 
所 有 的 旋 量 指标 全 部 下 降 ( 有 j+m 个 指标 为 1 -m 个 指标 为 2) 并 把 yy"* 中 的 
指标 全 部 上 升 ,(106. 3 ) 的 标量 就 要 乘 以 ( -1)”, 当 j 为 半 整 数 时 就 要 变 一 符 
号 . 

其 次 ,我 们 来 考虑 总 角 动 量 为 零 的 一 个 系统 ,由 角 动 量 为 ji ,j,,j, 分 量 为 m,， 
ma ,ms 的 三 个 粒子 所 组 成 . 总 角 动 量 等 于 零 的 条 件 是 mm, + m, +m; =0, 并 且 j， 
疡 , 力 中 任意 一 个 的 值 可 以 从 其 它 两 个 值 的 矢量 相 加 法 则 中 得 到 ,也 就 是 说 ,7 ,jj， 
及 在 几何 上 应 该 是 一 个 封闭 三 角形 的 三 条 边 . 换 句 话说 ,每 一 个 值 介 于 其 它 两 值 
的 和 与 差 之 间 : 





| = | <]J; < + J ; 竺 等 
代数 和 ji +js + 显然 是 一 个 整数 . 
所 考虑 系统 的 波 函 数 为 下 列 求 和 式 : 
3 1 也 全 9 K33 
中 本 四 LL 2 Di 


每 个 j 的 取 值 是 从 -j. 到 j. 这 个 公式 中 的 系数 称 为 维 格 纳 ( Wigner)3j - 符号 . 按 
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定义 仅 当 mm +m, +ms =0 时 它们 才 不 等 于 零 . 

置换 下 标 1,2,3 时 ,(106.4) 式 的 波 函数 只 能 改变 一 个 不 重要 的 周 相 因子 . 
实际 上 37 符号 可 以 全 部 定义 成 实 量 ( 见 后 面 ) ,wy 的 不 确定 性 就 变 成 只 是 它 的 公 
共 符 号 的 不 确定 性 (正如 (106.2) 式 的 函数 那样 ). 这 意味 着 3) 符号 中 列 的 对 换 
使 它 或 者 不 变 或 者 变 一 符号 . 

确定 求 和 式 (106.4) 中 系数 (31 符号 的 常用 定义 ) 的 一 个 最 对 称 的 方法 是 这 
样 的 .采用 旋 量 记号 ,是 由 三 个 旋 量 y' ”x,y ,yy 的 乘积 经 过 全 部 指 
标的 缩 并 后 形成 的 一 个 标量 ,每 一 对 缩 并 指标 取 自 其 中 的 两 个 不 同 旋 量 . 对 粒子 
1 和 2 讲 来 , 缩 并 时 yw" 取 上 标 w'” 取 下 标 ;对 粒子 2 和 3, 缩 并 时 水” 取 上 标 
wy“ 取 下 标 ; 对 粒子 3 和 1, 则 yw” 取 上 标 y'" 取 下 标 . 很 易 证 明 ,这 三 类 缩 并 指 
标 分 别 有 j + 一方 ;jz + -六 和 广 +js 一刀 对 . 这 个 缩 并 规则 唯一 地 确定 了 yo 的 
符号 . 

显然 ,采用 了 这 个 定义 以 后 ,指标 1,2,3 的 循环 置换 使 保持 不 变 . 这 意味 
着 37 符号 对 列 的 循环 置换 保持 不 变 . 很 易 看 出 ,1,2,3 中 任意 两 个 指标 的 对 换 ， 
会 使 ji +j, + 对 旋 量 指标 发 生 升 降 ,这 意味 着 yo 要 乘 以 ( -1)”'*'”; 换 句 话 说 ， 
3j 符号 具有 下 列 性 质 : 

四 ， 区 i 和 (106.5) 

即 当 ji + 万 + 为 奇数 时 ,任意 两 列 的 对 调 要 变 一 符号 . 

最 后 ,很 易 看 出 


> ， 
=( -1)2 J2 +J3 (106.6) 
-mm -mm;, mi m, mm; 


每 个 角 动 量 z 分 量 的 变 号 可 看 作 绕 y 轴 转 站 角 的 结果 ,这 等 价 于 把 所 有 的 旋 量 
下 标 上 升 并 同时 把 所 有 的 上 标 下 降 ( 见 (58.5) 式 ). 
从 (106.4) 式 出 发 ,可 以 导出 一 个 重要 公式 ,这 个 公式 能 够 给 出 具有 给 定 ] 
和 m 值 的 双 粒 子 系统 的 y;, 波 函数 ,为 此 ,我 们 把 粒子 1! 和 2 一 起 看 作 一 个 系 
统 . 由 于 这 个 系统 的 角 动 量 j 和 粒子 3 的 角 动 量 j, 相 加 后 所 得 的 总 角 动 量 等 于 
零 , 故 一 定 有 j= 有 ,m= -ms. “TT 2) ,我 们 可 写成 
j—m a 
Yo = 二 [1 (106.7) 
此 式 应 该 和 (106.4) 式 比较 (该 式 中 的 有 ,ms 改 成 j, -m). 在 这 里 ,我 们 首先 要 计 
及 这 样 的 事实 ,(106.7) 中 的 求 和 是 按 (106.3) 式 的 构造 法 则 进行 的 ,与 (106.4) 
的 求 和 式 的 构造 法 则 并 不 一 致 ;为 了 把 (106.7) 化 成 (106.4) 的 形式 ,不 难看 出 ， 
我 们 必须 把 粒子 1 和 3 的 每 对 缩 并 指标 上 下 对 调 一 下 ,这 就 产生 了 一 个 附加 因 
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子 ( -1) 一 2. 比较 的 结果 为 @ 
Vin Sh < 0 (2 +1 外 了 人 (106.8) 
式 中 对 mi ,m, 的 求 和 应 满足 m, + ma = m 的 条 件 . 
(106. 8) 式 给 出 了 我 们 所 需要 的 表 式 , 它 把 角 动 量 为 j, 和 包 的 两 个 粒子 波 函 
数组 合成 为 系统 的 波 函 数 . 该 式 可 写成 


VW ;, 3 3 (mim, jm) Yim hm, ( ma =m—m), (106.9) 
式 中 的 系数 
本 页 沁 } 
(mim, |jm 》 一 = | l (106.10) 
m m, —m 


组 成 一 个 变换 矩阵 , 它 把 (27 +1) (27, +1) 个 正 交 归 一 化 的 完备 波 函 数 1mm,》 
变换 成 为 同样 完备 的 1jm) 波 函数 组 (具有 给 定 的 ji ,j 值 ). 这 种 系数 称 为 矢量 耦 
合 系数 或 克 莱 布 什 -高 丹 (Clebsch - Gordan) 系数 . 记号 (mm,1jm) 就 是 一 组 函 
数 展 为 男 一 组 函数 时 常用 的 (11. 18) 式 中 的 展开 系数 的 记号 . 为 简洁 计 , 我 们 已 
在 记号 中 省 略 了 两 组 函数 共有 的 量子 数 放 和 jh. 必要 时 可 恢复 成 
imijm jjyjm) . 

〈106.9) 的 变换 矩阵 是 么 正 的 ( 见 $12). 因 此 逆 变 换 系 数 


Wi >, (hh 7723 十 ms Imim, yi, + m2 ( 106.11 ) 


js Jy | 
等 于 (106.9) 式 中 变换 系数 的 复 共 斩 . 后 面 将 指出 ,这 些 系数 都 是 些 实 量 ,因此 
简单 地 有 
Cm ha [jm = 7m | nw mm, 

根据 量子 力学 的 一 般 规则 , (106. 11) 中 展开 系数 的 平方 给 出 了 系统 具有 某 个 j 
和 m 值 的 概率 ( 当 ji,m, 和 j,,m, 为 给 定时 ). 

变换 (106.9) 的 么 正 性 意味 着 它 的 系数 满足 一 定 的 正 交 条 件 . 根据 (12. 5) 
和 (12.6) 式 有 


记 (mms |jmy Cm mz lj mh) 二 


ed ek/ 


由 根据 (60.2) 式 ,时 间 反 演 下 , 波 函 数 变 成 
We 一 TV 

很 易 验 证 ,(106.8) 式 的 右边 确实 同 其 左边 一 样 按 上 式 变换 的 . 
四 克 莱 布什 -高 丹 系 数 (C - G 系数 ) 在 有 的 文献 中 记 作 
Cmima 或 Cm 


m1 ,2m2° 
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万 72 学 万 Ja 六 
=(2+1) > | 
m1] ,m2 mm 7 一 72 nm 7772 一 7 


=5 .5 (106. 12) 


站 





> mmljm) (mim’, ljm) = 
J 


] Ja 7 有 J J 
7 m m, -mlm’, m’, -mm 


a (106. 13) 
3 符号 的 一 般 显 示 表 达 式 是 相当 元 长 的 . 它 可 写成 0 
hn 产 户 CE (下 霹 2 


x[ (+m,)! (= mA 庆 (J -mm)!l (ht+m)! (js -mi)!] ”x 
( “ly -72 -m3 


. 之 z(t hm btm a) htm +z)! (ji nm +z)! 
(106. 14) 

式 中 对 所 有 的 整数 z 值 求 和 ,但 由 于 负 整 数 的 阶乘 为 无 穷 大 ,这 个 求 和 式 中 只 有 
为 数 有 限 的 项 . 求 和 式 前 的 系数 明显 对 称 于 下 标 1,2,3; 把 求 和 变量 z 的 值 变 换 
一 下 即 可 看 出 求 和 式 本 身 也 具有 这 种 对 称 性 . 

除了 根据 37 符号 的 定义 直接 导出 的 对 称 性 质 (106.5) 和 (106.6) 式 以 外 ,31 
符号 还 存在 着 其 它 一 些 对 称 性 质 ,但 它们 的 推导 较为 复杂 ,我 们 不 在 这 里 给 出 . 
所 讲 的 这 些 对 称 性 可 用 37 符号 的 参量 所 组 成 的 下 列 3 x3 数值 表 很 好 地 表达 出 
来 : 


my Ws 


, . J 3 1 =Jz 肋 + 天 一 万 
J1 Ja2 J3 b | ; 
i J2—m, J3 ms |， (106.15) 


mm] nL, m3 | . . 
Jitm, Ja2 +m, Ja +t+m; 


此 表 中 每 行 或 每 列 之 和 都 等 于 j, +j, + 方 . 然后 有 : (1) 表 中 任意 两 列 对 调 后 ,3) 
符号 要 乘 以 ( -1)”"*"”( 与 (106.5) 所 给 的 性 质 相同 ) ;(2) 任意 两 行 对 调 后 同 
样 要 乘 以 ( -1)”"***”( 对 下 面 两 行 讲 来 ,与 (106.6) 所 给 的 性 质 相同 ) ;(3) 表 中 


QD 〈106.9) 式 中 的 系数 由 维 格 纳 (了 E. P. Wigner, 1931) 首先 算出 . 它 的 对 称 性 质 及 对 称 表 式 
(106. 14) 由 拉 卡 (G. Racah ,1942) 首先 导出 . 最 直接 的 导出 方法 也 许 是 利用 (57.6) 式 把 如 的 旋 量 表 式 
(加 以 适当 的 归 一 化 后 ) 直接 化 成 (106.4) 的 求 和 式 . 注意 (57.6) 中 的 系数 是 实 的 ,因此 317 符号 也 一 定 是 
实数 . 另 一 种 推导 见 A. R. Edmonds, Angular Momentum in Quantum Mechanics , Princeton ,1957. 后 面 的 37 符 
号 表 引 自 此 书 . 
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的 行 和 列 对 调 后 3 符号 保持 不 变 册 . 
下 面 给 出 特殊 情形 下 的 茶 些 简单 公式 . 按 (106.2) 有 下 列 数值 : 


/ 0) = el (106. 16 ) 
m -mm 0 Morel 


由 (106. 14) 式 直接 可 得 : 
人 J Ji 十] TR 
一 一 1)” 2 "2 x 
mm ms mm; 


(Di! (Zh)t (Nm tm)!l (+ =m =m)! We 
(2 t+) (fi tm (a -mi)tl (+m)! (js -ma)! 


(106.17) 
/1 y2 J3 a -++ ma 
Ji -Ji 一 了 3 m 
(Wt) CA- +t Ch t=p)!l (~ 人 +h—m) (+m 
下 列 公式 
Nn J 访 本 = -1 | + J) (hh +) (~ 0 
0 (2p +1)! 
p! 
“(p J! (Ry)! (B=)! 
(106. 18) 


当 2p =ji +js +j 为 偶数 时 ,上 式 的 推导 需要 许多 附加 计算 外, 当 2p 为 奇数 时 ,这 
个 31 符 号 由 于 对 称 性 (106. 6) 而 等 于 零 . 

表 9 中 列 和 人 了 j=1/2,1,3/2,2 的 各 种 3 符号 值 ,以 供 参考 .对 于 每 一 个 jh 
值 , 表 中 只 给 出 了 少数 几 个 3; 符号 ,其 余 的 3 符号 可 以 根据 (106.5),(106.6) 
式 以 及 这 个 表 推 出 . 


表 9 317 符号 表 
1 1 
下 7 > 司 1 ES 和 
= in ”2 
本 -m- 方 (B+ 2 +2) 


QD” 见 T. Regge,1] nuovo cimento 10,544,1958;11,116,1959. (106. 15) 对 称 性 (以 及 6j 符号 (108.3) 
式 的 性 质 ) 的 更 深入 的 数学 特征 的 讨论 见 评述 性 文章 由 A. CmoponmuHcknit wu JI. A. Ilenernn,y®@H ,106,3 
(1972.); 

@@ 见 前 引 Edmonds 的 书 . 
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(天台 
nm, -mMm—m; ms 

0 

2m 


(| 


1 


[3 冶 
| 


1/2 


(J-m)(j-m+1) | 


区 | J — 
Cm lh m+ 厅 9 
mm 一 11 一 1123 m3 


3 es 


172 


三 


上 ) (i-m+ 广 ， | 


sea 
(H+ (H+2)(2+3)(2j+4) 


3 


2 


[ll 
I 
Ci 


21(27+1)(27+2)(27+3) 


+1)(27+2)(27+3)(27+4) 


六 2 
nm 一 1 一 71113 m3 


| 


续 表 
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续 表 


0 


mA) 

[(217-1)21027+1)(27+2)(27+3)] 
mil Om 
pr TE 


6C+m+2) jtmtD)(j -m+2) (jm+1)]” 
| (27+1)(27+2)(27+3)(27+4)(27+5) 


j 
J+]l 
J+2 
,+m 
j I nd | qT 
J+l 
J+2 
j 


C3 et (= 0) 172 


-20 +2m+2) [Far C2) Cr 


(itm to- ma m+- ml 
(27+1)(27+2)(27+3)(27+4)(27+5) 


2 
人 
(21-1)21(27+1)(27+2)(27+3) 


+1 of Om DOO-m m+) jtm+2)]” 
| 21(217+1)(27+2)(27+3)(27+4) 


+2 Gm DO-mG-mt+)-m+2)]” 
| (27+1)(27+2)(27+3)(27+4)(27+5) 


习 题 


试 求 自 旋 为 1/2 轨道 角 动 量 给 定 为 1 的 粒子 态 的 角 部 波 函 数 与 总 角 动 量 为 
j 投影 值 为 m 的 状态 波 函 数 之 间 的 关系 . 

解 :这 个 问题 可 以 用 一 般 公式 (106.8) 解 决 ,把 该 式 中 的 ”理解 为 轨道 角 
动量 本 征 函 数 ( 即 球 谐 函数 了 ), 把 ”理解 为 自 旋 波 函 数 xX(o)[ 其 中 的 


| 
T= 宝 二 


1 1 
Yi, = ( | mr > J Et 
Cr Mo —m 和 


OU 


把 3j 符号 值 代 入 后 , 即 得 : 
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i 1 一 7 了 ] 
Pret 2j [Se 于 十 rl | 
/| (=)Y J+m+l (-=) | 
Win oj NT a Br | 


$107 张 量 的 矩阵 元 


$ 29 中 曾经 得 到 过 物理 矢量 的 矩阵 元 与 角 动量 分 量 值 间 的 一 些 关 系 式 . 这 
些 式 子 实际 上 不 过 是 任意 秩 不 可 约 张 量 ( 见 § 57) 的 某 些 相 应 的 一 般 公 式 的 一 
个 特例 凯 . 

一 个 (整数) 秩 不 可 约 张 量 的 2k+1 个 分 量 按 其 变换 性 质 来 说 等 价 于 2k + 
1 个 球 谐 函数 了 ,gq = -k,…,k( 见 $57 最 后 一 个 附注 ) ,这 就 是 说 ,把 一 个 张 量 
的 分 量 适 当地 线性 组 合 以 后 ,我 们 可 以 得 到 一 组 量 ,这 组 量 在 转动 下 按 函 数组 
yw 的 规律 变换 . 我 们 用 f, 代 表 这 组 量 , 称 为 秩 球 张 量 . 

以 k=1 的 矢量 为 例 ,fi, 和 矢量 诸 分 量 的 关系 式 为 


fo sie,, fn F(tio,). (107.1) 
参考 (57.7). 二 秩 张 量 的 相应 公式 为 
fa = -Fas fn = + (0 +io,), 
(107.2) 


和 三 -二 Ws 土 2ia, ). 
且 有 ao.. +a,, +a,=0®. 

两 个 (或 更 多 个 ) 球 张 量 f/。 oo 可 按 角 动 量 相 加 法 则 构造 出 张 量 乘积 尖 ， 
形式 上 代表 着 对 应 于 这 两 个 张 量 的 “ 角 动 量 ”. 因此 可 以 按 下 式 从 kk, 和, 秩 的 
两 个 球 张 量 构造 出 KK=k +k,,… ,1k, -大 1 秩 的 球 张 量 : 

(fgn) ro = 2, (qq921KO)f,, 8,, = 
人 (107.3) 


k, k, Kk 
=( = V 2K+l Sy | ine 
q1'92 \ Yd1 42 = 


(参考 (106.9) 式 ). 但 是 ,两 个 同 为 秩 的 张 量 的 标 积 通常 定义 成 为 
Gasjus > (~1) "gs .,, ( 17 二) 


中  $107 一 $109 中 所 分 析 的 问题 ,大 部 分 结果 是 由 拉 卡 (G. Racah ,1942_1943) 给 出 的 
@ 之 所 以 要 取 ,如 为 复 量 仅仅 是 因为 我 们 采用 的 是 球 分 量 , 而 该 张 量 原来 的 笛 卡 儿 分 量 都 是 些 实 


量 . 
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这 个 式 子 和 天 =Q@=0 的 (107.3) 式 相差 一 个 因子 V2k+1 ,可 参考 (106.2) 式 Q@. 
这 个 定义 也 可 改写 成 
(fi84)00 = Us 


如 采 我 们 注意 到 球 张 量 的 复 共 斩 为 包 ( 参 考 (28.9) ) 
ke 
把 物理 量 表 成 球 张 量 的 形式 对 其 矩阵 元 的 计算 特别 方便 ,这 样 一 来 就 能 直 
接应 用 角 动 量 相 加 理论 中 的 各 种 结果 . 
按 和 矩阵 元 的 定义 ,我 们 有 


四 (107.5) 
nj'm’ 


其 中 y,, 为 系统 的 定 态 波 函 数 , 该 态 由 它 的 角 动 量 j, 分 量 m 和 其 余 量 子 数 的 集 
合 n 所 描写 . (107.5) 式 左右 两 边 的 函数 按 其 变换 性 质 来 说 ,分 别 对 应 于 
(106.11) 式 的 两 边 , 因 此 可 以 立刻 得 到 以 下 一 些 选择 定 则 :%k 秩 不 可 约 张 量 的 f， 
分 量 的 矩阵 元 ,除了 满足 ” 角 动 量 相 加 法 则 ?7 =j +kk 的 jm 一 j'm' 跃 迁 和 矩阵 元 外 ， 
其 余 都 等 于 零 , 亦 即 量 子 数 六 yy 必 必须 满足 “三 角形 法 则 ”( 构成 一 个 封闭 三 角形 
的 三 条 边 ) ,并 且 有 m" =m +g. 特别 是 , 仅 当 27=% 时 ,对 角 元 才能 不 等 于 零 . 

其 次 ,根据 同样 的 变换 对 应 , 求 和 式 (107.5) 中 的 系数 应 该 和 (106. 11) 式 中 
的 系数 成 正比 ( 维 格 纳 - 埃 克 特定 理 Wigner - Eckart). 这 一 点 确定 了 这 些 系数 
和 m,m' 的 关系 ,因此 和 矩阵 元 可 写成 下 列 形式 : 


《am |fi, Imm) = 
(107.6) 


7 


= 1) | J | ys 
-mm gq m 


其 中 大 .代表 7 和 7 一 者 中 较 大 的 那 一 个 ,27 1 及 由 去 > 是 一 些 和 元 ,而 4 无 关 
的 量 , 称 为 约 化 矩阵 元 . 这 个 公式 解决 了 矩阵 元 和 角 动 量 分 量 的 依赖 关系 问题 . 
这 个 关系 完全 是 由 对 旋转 群 而 言 的 对 称 性 质 所 支配 的 ,至 于 和 其 它 量子 数 的 关 
系 则 由 上 岂 , 本 身 的 物理 特性 所 确定 久 ， 


算 符 组 广 之 间 存 在 着 下 列 关系 : 
fr = = 1 (107.7) 
因此 对 其 矩阵 元 讲 来 ,下 式 成 立 : 


Q@ ”如 果 矢 量 A 和 B 对 应 于 (107.1) 式 的 球 张 量 ,fi, 和 gi, 则 有 (figi)oo=4:B 秩 . 

加 ”我们 重复 一 下 关于 (106.8) 式 的 说 明 : 按 此 规则 ,对 (107.3) 式 右边 的 两 个 上 和 态 秩 张 量 取 复 共 
红 , 则 使 式 左 的 kK 秩 张 量 也 成 为 其 复 共 思 é. 

图 ”根据 这 些 结果 ,立刻 可 得 $ 29 中 给 出 的 矢量 矩阵 元 的 选择 定 则 及 其 公式 (29.7) , (29.9). 
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Cwm [A lm” = -Ty | ,ln | ( 107 8) 
把 (107.6) 代 入 上 式 并 利用 3; 符号 的 性 质 (106.5) 和 (106.6) ,可 得 约 化 矩阵 元 
的 “ 厄 米 "关系 中 : 
(ny fm = 《nf |r (OY 
标量 (107.4) 的 矩阵 元 对 7 和 m 是 对 角 的 . 控 矩 阵 乘法 规则 有 
(n'jm | (AS oo Injm) 全 
( = 了 - EA Cn'jim [fos [nm"”) nym’" |g,, ,Injm) ， 
把 (107. 6) 代 入 上 式 ， 利用 3j As gq 和 m" 求 和 后 ,得 到 
(n'jm | (figt) o6 |njm) i >, (n'y | RU | g; | nj). 


(107. 10) 
同 理 易 得 矩阵 元 平方 和 的 下 列 公式 


> ay JF, (107.11) 
A ICn’ 'm’ lf lnim) 1 = ln Eh 让] COT 12) 
第 一 式 是 在 给 定 m 值 下 对 g 和 m' 求 和 ,第 二 式 是 在 给 定 g 值 下 对 m 和 m' 求 和 
(两 式 均 有 m’' =m +9g). 
为 参考 计 ,我 们 来 考察 f,, 就 是 球 谐 函 数 7 本身 时 的 情形 ,给 出 它 对 一 个 粒 
子 的 两 个 整数 轨道 角 动 量 态 i, 和 1, 之 间 的 跃迁 矩阵 元 , 即 下 列 积 分 : 


(lm,lY, llm,) = | We 7 do. (107. 13) 


除了 角 动 量 相 加 法 则 (1+ = ) 所 赋予 的 选择 定 则 以 外 ,这 个 和 矩阵 元 还 有 一 个 / 
+ li + 必须 为 偶数 的 规则 . 这 是 来 自 宇 称 守 恒 , 它 要 求 两 个 粒子 态 的 宇 称 乘积 
( -1) ”必须 等 于 所 考虑 物理 量 的 宇 称 ( -1) ( 见 $30). 

(107. 13 ) 式 的 那些 矩阵 元 是 $ 110 中 所 算 的 一 个 更 普遍 的 积分 的 一 个 特例 
(是 该 节 附 注 ) ,它们 由 下 式 给 出 : 


1 1 1 
Wem I 路 
1 玩 用? 


l 
人 0 ELOY. LA 
0 0 0 4T7 


特别 是 m, =m, =m =0 时 ,得 三 个 勒 让 德 函数 的 乘积 积分 式 : 


@ 定义 式 (107.6) 中 的 相 因子 实际 上 是 这 样 选 定 的 ,使 得 (107.9) 式 成 立 ， 
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1 1 1? 
BP, CnyP, Cayds = 107. 15 
[Pip)P, Cp) Pp) dy 人 ; 0 (107.15) 


$108 6j 符号 


$ 106 中 我 们 定义 3 符号 为 (106.4) 式 中 对 总 角 动 量 为 零 的 三 个 粒子 波 函 
数 求 和 时 的 系数 . 从 旋转 变换 的 性 质 讲 来 ,这 个 和 是 一 个 标量 ,由 于 这 一 点 ,具有 
给 定 放 , 记 , 沁 值 (以 及 所 有 可 能 的 mi, ,ma ,ms 值 ) 的 一 组 3 符号 可 以 看 作 这 样 一 组 
量 ,它们 在 旋转 下 是 按 乘 积 加 ， 几 ， 几 。 的 道 步 规律 变换 的 ,使 得 整个 和 是 一 个 
标量 

根据 这 个 观点 我 们 可 以 提出 只 用 3j 符号 构造 标量 的 问题 . 这 个 标量 必须 只 
依赖 于 j, 不 依赖 于 随 转 动 变 化 的 m. 换 句 话说 , 它 必 能 表 成 对 所 有 的 m 求 和 的 
形式 ,这样 的 求 和 式 就 是 两 个 31 符号 乘积 的 下 列 “ 缩 并 ” 式 ， 


> i | J] | (108.1) 
[参考 标量 (106. 2 ) 的 构造 方法 ]. 


由 于 每 个 “ 缩 并 ”针对 着 一 对 m ,构造 一 个 完整 的 标量 时 我 们 必须 考虑 偶数 
个 3 符号 的 乘积 . 两 个 3; 符号 的 乘积 缩 并 时 ,由 于 其 正 交 性 ,显然 有 


于 浊 态 Ji ]2 J3 Se 
六 C= 
mmm (TM 72 Mm; 一 111 一 mm 一 Ts 


9 2 
Ji J2 J3 
和 -1 
ml] sm2 sm3 | mm 7773 


其 中 应 用 了 等 式 m, + ma + ms =0 及 (106. 6) ,(106. 12) 式 . 因此 构造 一 个 非 平 
凡 标量 所 需 的 最 少 因子 数 等 于 4， 

每 个 3 符号 中 ,三 个 7 值 组 成 一 个 封闭 三 角形 . 由 于 每 个 
j 值 必须 出 现在 两 个 31 符号 的 “ 缩 并 "中 ,显然 ,在 用 4 个 3j 符 
号 的 乘积 构造 一 个 标量 时 ,一 定 会 有 6 个 j 值 组 成 一 个 不 规 
则 四 面体 的 6 条 棱 ( 图 45) ,每 一 个 3 符号 对 应 于 它 的 一 个 
面 . 我 们 在 定义 所 需 的 标量 时 ,对 其 缩 并 过 程 照例 要 用 一 定 的 
条 件 , 它 由 下 式 给 出 : 

| el 0 六 记 广 } 


J4 J5 J6 所 有 mm -1h 一 和 一 11 


为 js Jé 怒 J Jé js 大 A 
x (108.2) 
mi 





图 45 
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式 中 对 所 有 m 的 所 有 可 能 值 求 和 ,但 由 于 每 个 3 符号 中 的 三 个 m 值 之 和 必须 
为 零 ,6 个 m 中 实际 上 只 有 3 个 m 是 独立 的 ,(108.2) 式 所 定义 的 量 称 为 6 符号 
或 拉 卡 系数 . 

根据 定义 (108.2) ,应 用 37 符 号 的 对 称 性 质 ,不 难 验证 67 符号 中 的 三 列 进行 
任意 置换 时 ,或 者 任意 两 列 的 上 下 指标 同时 对 调 时 ,6j 符号 保持 不 变 . 由 于 这 些 
对 称 性 质 ,6j 符号 中 的 间 ,… ,js 可 以 排列 成 24 种 等 价 的 形式 包 . 此 外 ,67 符号 还 
有 一 个 不 太 明 显 的 对 称 性 质 ,这 是 两 组 不 同 j 值 的 符号 间 的 一 个 等 式 . 


fe J | 
有 加 六 


ee (108.3) 
J1 本 (ya $s + —J6) 7 (7 ee 








六 本 ( 户 + 方 + 页 - 广 ) 地 ( 访 +js + 户 一 记 ) 
下 面 给 出 外 符号 与 31 符 号 间 一 个 有 用 的 关系 式 , 它 可 从 定义 (108.2) 导 出 : 
遇 关 让 贡 

Li | 上 


i m 一 1 ™ 
J J un jh BY [hs BB 
> m, Me ms "= m., op js |， 
(108.4) 


式 左 的 求 和 项 与 (108.2) 中 的 相 比 少 了 一 个 37 符号 . 因此 我 们 可 以 说 , (108.4) 
中 的 和 可 用 缺 掉 一 个 面 的 四 面体 (图 45 ) 代 表 . 这 一 点 确定 了 它 与 标量 求 和 式 的 
差别 . 换 句 话说 ,就 其 变换 性 质 而 言 , 它 相 当 于 一 个 3 符号 ,这 个 符号 一 定 和 
(108.4) 式 右边 的 那个 37 符号 成 正比 . 该 式 两 边 乘 以 


万 名 四 
7721 72 7123 


并 对 mi ,ma ,ms 求 和 后 ,很 易 求 出 其 比例 系数 ( 即 该 式 右边 的 6 符号 ). 
6j 符号 在 下 述 三 个 角 动 量 的 相 加 问题 中 目 然 地 产生 . 
设 广 网 沪 三 个 角 动 量 相 加 后 给 出 的 总 角 动 量 为 /. 当 了 值 (及 其 分 量 值 W ) 


QW 文献 中 也 有 的 用 下 列 记号 
os 
WO jjjajs ;Jj3je)=( -1) "2 g i; | 
J4 Js Jjé 
@ 如 果 把 图 45 看 作 一 个 正四 面体 ,那么 j 的 24 种 等 价 置换 可 以 从 该 四 面体 的 24 种 对 称 变 换 ( 旋 
转 和 反射 ) 获 得. 
@) 见 T. Regge,lI] nuovo cimento[ 10]10,544,1958;11,116,1959. 
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给 定 后 ,该 系统 的 态 还 没有 唯一 地 确定 , 它 还 依赖 于 这 些 角 动 量 相 加 的 方式 (或 
称 耦 合 方案 ). 
例如 ,我 们 来 考虑 这 样 两 个 耦合 方案 :(1) 先 把 角 动 量 记 和 户 相 加 成 为 总 角 
动量 ji, ,再 把 ji, 和 j 相 加 成 为 最 后 的 角 动 量 J; (2) 角 动 量 j, 和 j, 相 加 成 j, ,然后 
由 js 和 jj 相 加 成 J. 前 一 方案 对 应 于 ji,( 以 及 ji ,元 ,j;,J,M) 具 有 定 值 的 态 ,其 波 
函数 记 作 由, (为 简洁 计 省 写 了 重复 性 下 标记 ,沙沙 ). 同 理 ,第 二 种 耦合 方案 的 
波 函 数 记 作 yw;,m: 这 两 种 情形 下 的 “中 间 ” 角 动量 的 值 (ji, 或 j) 一 般 讲 来 都 不 
是 唯一 的 ,所 以 我 们 有 两 组 不 同 的 态 (J 和 M 为 给 定 ) ,它们 具有 不 同 的 ji, 或 j， 
值 . 根据 一 般 规 则 ,这 两 组 态 的 波 函 数 由 一 定 的 么 正 变换 相 联 系 : 
Wi,m = 2, (is jg fp: (TOR. 4) 


12 


从 物理 角度 看 来 很 明显 ,这 个 变换 中 的 系数 全 与 M 无 关 : 它 们 应 和 整个 系 
统 的 空间 取向 无 关 . 因此 ,它们 只 能 和 6 个 角 动 量 值 ji ,j,,j ,ji, ,js; ,J 有关 而 与 这 
些 角 动量 的 分 量 值 无 关 , 也 就 是 说 全 都 是 (前 述 定 义 下 的 ) 标 量 . 这 些 系数 很 易 
用 下 法 具体 算出 . 

重复 应 用 (106.9) 式 得 


Vim = 六 Cmimzs | JM) Yi hm,, = 
= > mim TIM) (mams josmz ) Wy i Wm, Whim, 
Wim = 2 mma IM) Cmm, jama) p,m him Yim, 
(m) 代表 对 表 式 中 出 现 现 的 所 有 m, ,ma ,… 求 和 . 根据 函数 水 ,的 正 交 性 ,我 们 有 
Calin) = | piumbiomdq = 
msm | JM) mimas1JM》 (mirmal7amia》 (mamal7Psms ). 


式 右 求 和 时 M 固定 ,但 其 结果 实际 上 与 M 无 关 ( 理 由 已 述 ). 因此 上 式 还 可 对 M 
求 和 并 把 求 和 式 乘 上 一 个 因子 1X(27 +1). 用 (106.10) 式 把 (mm, ljim) 等 系数 
表 为 31 符号 ,得 下 列表 式 : 

a ds i 


Ci Ms =( i Fg 十 于 六 27,s of 了 | (108.6) 
利用 6j 符号 与 (108.5) 式 的 变换 系数 之 间 的 上 述 关 系 , 可 以 很 容易 地 导出 
有 关 6j 符号 乘积 之 和 的 某 些 有 用 公式 . 
首先 ,由 于 变换 (108. 5 ) 是 么 正 的 , 且 其 系数 都 是 实数 ,所 以 下 式 成 立 : 


Mi 1 
六 rn 中 -ar (108.7) 
ds jh 鸭 末 
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其 次 ,我 们 来 考虑 三 个 角 动 量 的 三 种 耦合 方案 ,其 中 间 和 分 别 为 ji, ,js 和 
ja 三 种 情形 下 的 变换 系数 (108.6) 是 由 和 矩阵 的 乘法 规则 相 联 系 的 : 
> (ji hay (jz3 [2 和 sy ， 


把 (108.6) 代 入 上 式 , 重 编 下 标 后 得 
3 (Dt Sh . 1 


ji i | Ys 天 
ji hh ho 
-| | (108.8) 
js ds 
最 后 ,考虑 四 个 角 动 量 的 各 种 耦合 方案 后 ,可 以 导出 出 三 个 6j 符号 连 乘积 的 下 列 
相 加 公式 : 


本 1 J Jo]fl: 7 jn J J 
z +f i ) 让 
Jo Js jill 7 Jslly js 1 
dy hb hire hh 访 
| / a / | (108.9) 
ja Js Jelljy je jo 
(L.C. Biedenharn, J.P. Elliott,1953 ) . 
为 参考 计 ,我 们 给 出 67 符号 的 某 些 显示 表 式 . 一 般 情 形 下 ,6j 符号 可 写成 
列 求 和 式 : 
1 J 有 We 本 本 Ne 
| i p= ACI) A A Cj) A x 
ja js J 
Cr 
X < 
2 (Sn! (a J) (a=) (hy 
1 
(而 + (htt) (Btn 人 tit 二 2}! 
(108. 10) 
其 中 


A( abc) = | 0 


(at+b+c+1)! 


式 中 是 对 所 有 正 整 数 : 求 和 ,但 分 母 中 不 能 有 一 个 阶乘 出 现 负 宗 量 值 
表 10 给 出 了 当 一 个 参量 等 于 0, 了 或 1 时 的 6j 符 号 值 


QQ) ” 见 §106 中 所 引 Edmonds 的 书 . 
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表 10 6j 符号 表 
|。 ee s=a+b+ce 
OQ ob 26F1)(2D0 +1) 
g i (s—-26)(s—-2c+1) 2 
= “了 5+ A | 
a b 

2 本 1): (s+1)(s-2a) i 

-地 b -本 a [es 





a b&b C Cy s(s+1)(s-2a-1)(s-2a) pg 
| 上 人 ES 


a b ce ed 2(s+1)(s -2a)(s-26)(s -2c+1) 1 
1 站- [Bs 


a 2 ° lec iyT Cs-20 -1)(s -20)(s -20 +1)(# -26 +2) 1 
| 上 


a ba 1) 2[b(b+1)+c(c+1)-a(a+1)] 
! 人 [28(28+1)(2b+2)2c(2c +1)(2e4+2)] 





最 后 ,我 们 来 讲 几 点 有 关 用 37 符号 构成 高 阶 标 量 的 问题 . 
6j 符号 以 后 的 下 一 个 标量 ,是 由 六 个 3; 符号 的 缩 并 乘积 构成 的 . 这 些 37 符 
号 中 含有 18 个 成 对 的 j, 因 此 所 得 的 标量 依赖 于 9 个 参量 j. 它 按 例 称 为 9 - 符 
号 并 由 下 式 定 义 D(E.P. Wigner,1951): 
il J A , , 


. ; ju J12 JI13 Jai J22 J23 
J21 J22 J23，= 六 xX 
| | 所 有 mR Mm mm my my 
J31 J32 J33 
Ja Jy js 后 疯 而 0 js js 六 
Xx 六 
nD ma mAm mM mm 7 My ma ma Mm 


(108. 11) 
这 个 量 也 可 以 写成 三 个 61 符号 的 乘积 之 和 : 


QD 根据 缩 并 的 一 般 规则 (108.1) ,(108.11) 式 最 后 三 个 3 符号 中 的 mm 应 该 具有 负 号 并 且 在 工 符号 
的 后 面 应 该 引入 一 个 因子 ( -1)“" ”. 但 是 根据 '37 符号 的 (106.6) 式 ,并 且 考 虑 到 目前 情形 下 对 9 个 m 
的 求 和 结果 m 等 于 零 ,就 得 到 (108. 11 ) 式 的 定义 . 
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玫 


> 
: J 中 > (=-1)”(27+1) x 
75 J32 J33 


J a ja J ja115 js js 
a (108. 12) 
dz aa Tl J J J 
把 定义 (108.2) 代 和 人 (108. 12) 并 利用 3; 符号 的 正 交 性 ,可 以 看 出 (108. 11) 和 
(108. 12) 式 的 等 价 性 . 

91 符号 具有 高 度 的 对 称 性 , 它 直 接 来 自 (108.11) 式 的 定义 以 及 37 符号 的 对 
称 性 . 很 易 看 出 ,把 9; 符号 中 的 任意 两 行 或 任意 两 列 对 调 以 后 , 它 等 于 原来 的 9/ 
符号 乘 以 ( -1)“. 此 外 ,2%7 符号 对 转 置 保持 不 变 , 即 对 行 和 列 的 互 调 保持 不 变 . 

更 高 阶 的 标量 依赖 于 数目 更 多 的 参量 j. 显然 ,这 个 参量 数 一 定 是 3 的 整 倍 
数 (3nj 符号 ). 我 们 不 在 这 里 讨论 这 些 量 的 性 质 . 只 指出 一 点 , 当 n>3 时 ,对 每 
一 个 n 值 来 说 存在 着 不 止 一 种 3nj 符号 ,彼此 不 能 互相 约 化 . 例如 n=4 时 ,存在 
着 两 种 不 同类 型 的 127 符号 岂 . 
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我 们 再 来 研究 由 两 个 部 分 (把 它 称 为 子 系统 1 和 2) 所 组 成 的 一 个 系统 , 令 
u 为 属于 第 一 个 子 系统 的 球 张 量 . 根据 (107.6) 式 , 它 对 该 子 系统 的 波 函 数 而 言 
的 矩阵 元 为 
CD I 对 席 (( 革 一 
A 
em 


a je 下 天 站 91) 
我 们 的 问题 是 要 计算 这 个 量 对 整个 系统 的 波 函 数 而 言 的 矩阵 元 ,看 它 能 否 用 
(109.1) 式 中 出 现 的 约 化 矩阵 元 表示 出 来 . 

整个 系统 的 态 是 由 量子 数 jij,JMnin,(J] 和 M 是 整个 系统 的 角 动 量 及 其 分 
量 ) 确定 的 . 由 于 fi。 属于 子 系统 1, 它 的 算 符 与 子 系统 2 的 角 动 量 算 符 对 易 . 所 
以 它 的 矩阵 元 对 j ,是 对 角 的 , 它 对 子 系统 2 的 其 余 量子 数 n, 也 是 对 角 的 . 为 简洁 
计 , 我 们 可 以 省 去 (j,,n, ) 这 两 个 指标 而 把 所 求 的 矩阵 元 写成 

《总 太太 >。 

根据 (107.6) 式 , 它 与 1 的 关系 由 下 式 给 出 : 


中 关于 9 符号 的 理论 以 及 3 六 符号 的 性 质问 题 ,更 详细 的 论述 可 以 参考 前 引 Edmonds 一 书 中 的 文 
献 以 下 列 两 书 : A. II. IJOuuc, H. B. JesrHcoH, B. B. BaHarac. MaTeMaTHdecKH 站 anmapaT TeopHH MOMeHTa 
BunpHroc, 1960; I. A. Bapmanopny, A. H. Mockanes, B. K. 入 epCOHCKH 芮 . 
M. :Hayka，1975. 





KOTIIIecTBa LBHXREHHA. 





KBaHTOBag TeOpHA yrAOBOrO MOMeHTa. 
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Coy Ml lh My = 

SE Jmax —M' 7 h / 1 sp 1) . 

(1 Lg , yj [mh (109.2) 

为 了 确立 (109. 1) 和 (109.2) 两 式 右边 的 两 个 约 化 矩阵 元 之 间 的 关系 ,我们 
可 按 和 矩阵 元 的 定义 写 出 


人 (> Inij,JM) 二 wds 有 
= Sd MD 


把 (109.1) 和 (109.2) 代 入 上 式 并 把 所 得 的 结果 与 (108.4) 式 比较 ,我 们 就 可 以 
看 出 ,(109.1) 和 (109.2) 式 中 的 两 个 约 化 矩阵 元 的 比值 必须 与 某 一 个 6j 符 号 成 
正比 . 把 这 两 个 式 子 进行 精确 比较 以 后 即 得 下 列 最 终 表 式 : 
Me [Bh | nj7) = 
a A EE 
“1 io is (109.3) 
J 丙 
式 中 的 记 ,。 是 指 疡 和 六 ,中 较 大 的 那 一 个 ,J ,是 指 了 和 J' 中 较 小 的 那 一 个 . 对 属 
于 于 系统 2 0 类 似 的 约 化 矩阵 元 公式 为 : 
nd | : naj2J》 = 
二 


sf / 


2 
“| | pe a (109.4) 
J J 


〈109.3) 和 (109. 4) 式 之 间 缺 乏 完 全 的 对 称 性 [表现 在 ( -1) 的 指数 寡 中 ] ,是 由 
于 波 函 数 的 周 相 与 角 动 量 的 相 加 顺序 有 关 . 当 我 们 同时 计算 这 两 个 子 系统 的 矩 
阵 元 时 ,必须 记 住 这 个 差别 . 

其 次 , 设 (大 fi”)w 为 属于 不 同 子 系统 的 两 个 k 秩 球 张 量 ( 这 两 个 张 量 因此 
征 对 兄 的 ) 的 标 积 [ 见 定义 (107.4) ] , 求 出 这 个 标 积 对 整个 系统 而 言 的 矩阵 元 表 
式 是 很 有 用 处 的 . 根据 (107. 10) 式 ,这 个 矩阵 元 可 以 通过 每 个 张 量 的 约 化 矩阵 
元 (对 整个 系统 的 波 函 数 而 言 的 约 化 矩阵 元 ) 用 下 式 表达 出 来 : 

nin TIMI (fe 天 )oolninjjIM) = 


] wD [4 / FF 
-gy A te 
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这 里 应 用 了 这 样 一 个 事实 :属于 一 个 子 系统 的 物理 量 的 矩阵 对 另 一 个 子 系统 的 
量子 数 是 对 角 的 . 把 (109.3) 和 (109.4) 代 和 人 上 式 并 应 用 求 和 式 (108.8) , 即 得 所 
求 的 公式 ,这 个 公式 是 用 每 个 张 量 相 对 于 所 属 子 系统 波 函 数 而 言 的 约 化 矩阵 元 
来 表 出 的 标 积 矩阵 元 : 

人 

d Fa J 
xX 

a (109.5) 

$110 轴 对 称 系统 的 矩阵 元 


属于 对 称 陀 螺 型 系统 的 物理 量 矩 阵 元 的 计算 基础 ,是 三 个 也 函数 连 乘积 的 
= 个 各 他 衣 式 .: 

为 了 导出 它 ,我 们 回 到 展开 式 (106. 11): 

Win 多 pm = 六 Cjmlmim,) wi,, m=m, +m,, 
上 式 两 边 作 坐标 的 有 限 转 动 变换 . 每 个 函数 yy 按 (58.7) 式 变换 后 ,就 有 
> ne > > Cjmlmm, ) Dy him 
现在 把 式 右 的 水 , 表 成 展开 式 (106. 9) 并 分 别 比较 乘积 y,,w,, 前 的 系数 ,得 
到 关系 式 
DY (wD (wm) = 2 (m’'im’, ljm’ DY (w) mm, ljm), (110.1) 


一 ( ae 1 ) ma | 


m'Iml mamo? 


其 中 的 m=m,+m,,m’ =m' +m',,w 代表 三 个 欧 拉 角 a,B,y. 用 37 符 号 表 出 ， 
上 式 成 为 
DY (w) DY) (w) 三 


2 rn 和 je Ss pe (110.2) 
其 中 还 用 到 D 函数 的 性 质 (58. 19). | 
(110.2) 式 两 边 乘 以 D,，_,(w) 并 用 正 交 式 (58. 20) 对 w 积分 后 ,得 


| 9 tojpey Co (wo Sm 


1 ' 
87T 


人 i YN Bh 
= 4 (110.3) 
m "| m', WR mm 7722 mm; 
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式 中 的 指标 已 按 显然 方式 重新 命名 ,使 得 结果 更 呈 对 称 . 这 就 是 欲求 的 公式 〇 . 
令 fi 为 属于 陀螺 的 一 个 k 秩 球 张 量 ,在 固定 于 陀螺 的 坐标 系 x',y',z' =， 
nm, 中 (5 沿 陀 螺 轴 ) :例如 电 多 极 矩 张 量 或 磁 多 极 矩 张 量 . 邻 fi 为 这 个 张 量 在 定 
坐标 系 x%,y,z 中 的 分 量 ,两 者 的 关系 由 有 限 转 动 矩 阵 给 出 : 
f= 之 Doe (oj (110.4) 


描写 整个 系统 转动 的 波 函 数 , 它 与 D 函数 的 差别 仅 在 于 归 一 化 : 


Baa ty, (110.5) 


式 中 j 是 系统 的 总 角 动 量 ,m 是 沿 固定 z 轴 的 分 量 履 是 沿 陀螺 轴 的 分 量 ; 相 因子 
是 这 样 选 定 的 ,使 得 j 为 整数 并 且 j=0 时 ,函数 (110. 5) 变 成 自由 角 动 量 的 本 征 
函数 (参考 (103. 8) 式 ) ,计算 张 量 (110.4) 相 对 于 这 套 函 数 而 言 的 矩阵 元 时 ,可 
用 (110.3) 式 ,并 用 (58. 19) 表 出 忆 函 数 的 复 共 斩 ,我 们 得 

人 1 127 人 


人 


x| 中 | Vil); (110.6) 
HA 9 pl\-m gq m 
其 中 9 = -4,g9=m’-m. 

此 式 给 出 了 所 提问 题 的 解 , 它 表 出 了 和 矩阵 元 与 角 动 量 j,j' 及 其 分 量 m,m' 的 
关系 . 与 量子 数 j 久 ,nu' 的 关系 当然 是 不 确定 的 ,它们 的 值 与 系统 的 “内 ” 态 有 关 ， 
“内 "和 矩阵 元 Cy'1fiy 14) 就 是 取 的 内 态 . 

和 矩阵 元 (110.6) 与 m,m' 的 关系 ,当然 和 总 角 动 量 为 给 定 的 任 一 系统 中 的 情 
况 相 同 . 按 (107.6) ,利用 约 化 矩阵 元 把 这 个 依赖 因子 分 离 出 去 以 后 ,得 约 化 矩 
阵 元 的 下 列表 式 : 

pe Th YS Cml) (HEI 41) x 
人 (110.7) 
= 

对 于 一 个 给 定 的 m, 和 矩阵 元 (110.6) 的 模 量 平方 对 m'( 以 及 对 g=m'-m) 求 

后 与 m 值 无 关 , 按 一 般 规则 (107.11) 它 等 于 


1 7 / ， 2 1 ws 1) -en 
2 | pm’ lf lm) | -rad 村 必 1 = 


* k ¢! 2 
-07 +)| , J le C110,.8) 
-人 9 Kk 


”对 整数 值 hh = ,jo = 有 和 访 = 妇 , 以 及 m1 =m' =m'3 =0, 函 数 Dom 按 (58.25) 化 成 球 谐 函 数 ， 
(110.3) 给 出 了 三 个 球 谐 函 数 的 连 乘 积 的 积分 表 式 (107. 14). 
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x,y,z 坐标 系 中 的 约 化 矩阵 元 (110.7) 的 厄 米 关系 (107.9), 是 和 &,n,l 系 
中 的 矩阵 元 关系 (107. 8) 

(pler = = 1) plh lp) 
一 致 的 ,这 是 我 们 预料 到 的 . 

这 个 轴 对 称 系统 的 转动 和 一 个 双 原 子 分 子 ( 或 共 轴 核 ) 一 样 ,只 用 定义 轴线 
方向 的 两 个 角 (a=g,B=0) 来 描写 . 这 种 情形 下 的 转动 波 函 数 与 (110.5) 式 的 差 
别 就 在 于 缺少 一 个 因子 e“*/ VY2"7 ,可 参考 $82 中 第 二 个 附注 . 可 是 ,这 个 差别 
并 不 影响 矩阵 元 : 由 于 函数 Di (a,B,y) 与 7 的 关系 可 用 因子 e”? 表 出 ， 
(110.3) 式 可 以 写成 


i 
bo] DO (op OND (a BO DI Cap,0 ) sin adad8 _ 


4 三 
有 广 | 荔 是 克 琢 市 
Wh my Ws NW WY Ts | 


其 中 mm' =m "i +m', +m', 这 个 积分 的 计算 结果 并 没有 变 . 角 动 量 轴 分 量 的 选择 
定 则 仍 和 以 前 (w -人 =9) 一 样 ,来自 电子 波 函 数 的 正 交 性 (由 于 分 子 对 《 轴 的 
对 称 性 ). (110.6) 和 (110.7) 式 中 的 (yw 1fiw,14) 现 在 必须 理解 成 为 对 静止 核 的 
电子 态 而 言 的 矩阵 元 . 
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$111 磁场 中 的 薛 定 请 方程 


具有 目 旋 的 粒子 还 有 某 种 "内 豪 " 磁 矩 w. 它 的 量子 力学 算 符 与 自 旋 算 符 
成 正比 ,可 以 写成 


应 = 万 CULL 
5 


式 中 s 是 粒子 的 自 旋 值 , 是 标志 粒子 的 一 个 常数 . 磁 矩 分 量 的 本 征 值 为 上 = 
ko/s. 因此 系数 (通常 把 j 称 作 磁 和 矩 值 ) 就 是 ,的 最 大 可 能 值 , 当 自 旋 分 量 o = 
s 时 达到 此 值 . 

K/his 给 出 了 该 粒子 内 豪 磁 矩 和 内 豪 角 动 量 的 比值 ( 当 两 者 都 沿 z 轴 时 ). 对 
于 通 向 的 (轨道 ) 角 动量 ,这 个 比值 为 e[(2mc)( 见 《 场 论 ),$44). 粒子 的 内 襄 磁 
征 和 其 自 旋 间 的 比例 系数 则 不 同 , 对 于 电子 , 它 等 于 - |e|/mce, 为 通常 值 的 二 


倍 ,理论 上 可 从 儿 拉 克 相 对 论 波动 方程 求 出 ( 见 卷 4, $33). 电子 ( 自 旋 二 ) 的 内 


裹 人 磁 矩 -ws 因此 为 
| e | 无 


2mc 





Ws = = 7%I10 ~ xT. Cd 


Ka 称 为 玻 尔 磁 子 . 

重 粒 子 的 磁 和 矩 习 惯 上 以 核磁 子 为 单位 ,此 单位 的 定义 为 eh/(2m,c) ,m, 为 质 
于 的 质量 . 实验 上 测 得 质子 的 内 豪 磁 矩 为 2.79 核磁 子 , 其 方向 与 自 旋 平行 . 中 子 
的 磁 矩 与 自 旋 反 向 ,数值 为 1. 91 核磁 子 . 

应 该 注意 的 是 ,(111. 1) 式 两 边 的 w 和 sx 应 该 是 同一 类 型 的 矢量 :都 是 轴 矢 
量 . 电 偶 极 矩 的 类 似 方程 4(d = 常数 xs) 将 和 坐标 系 的 反 演 对 称 性 相 矛 盾 : 反 演 
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后 式 子 两 边 的 相对 符号 将 会 改变 0. 
在 非 相 对 论 量子 力学 中 ,磁场 只 看 作 外 场 . 但 粒子 间 的 磁 作 用 是 一 种 相对 论 
效应 ,需要 用 统一 的 相对 论 理论 加 以 考虑 . 
经 典 理论 中 ,电磁场 中 带电 粒子 的 哈密 顿 函 数 为 
H=2 (Pp-<4) + eg, 


2m 

p 是 场 的 标 势 ,4 是 矢 势 ,p 是 粒子 的 广义 动量 ( 见 《 场 论 》$ 16). 如 果 粒 子 无 自 
旋 ,可 用 通常 方式 过 渡 到 量子 力学 :广义 动量 必须 改 为 算 符 户 = - 访 立 ,我 们 得 
哈密 顿 算 符 @ 
?= (pb- <A) +eg， (111.3) 

另 一 方面 ,如 果 粒 子 有 自 旋 ,上 述 手续 是 不 够 的 . 这 是 因为 粒子 的 内 豪 磁 逢 
直接 与 磁场 相 作用 . 在 经 典 的 哈密 顿 函数 中 ,这 种 作用 并 不 存在 ,因为 自 旋 是 一 
种 纯 量子 效应 ,在 经 典 力学 极限 下 消失 . 哈密 顿 量 的 正确 表 式 是 在 (111.3) 中 外 
加 一 项 -应 玖 后 得 到 的 ,这 一 项 相当 于 磁 矩 W 在 磁场 豆 中 的 能 量 . 因此 有 自 放 
粒子 的 哈密 顿 算 符 为 @ 


六 = 直人 ( 广 - 4] -he H+op (111. 4) 
展开 平方 项 (万 - 4 】 时 ,注意 方 一 般 和 矢量 4 不 对 易 , 后 者 是 坐标 的 函数 . 我 


们 必须 写成 
人 少 
应 = 和 (有 一 ] (4 万 + 万. 4) + 5 





2m 2mc 2mc” 人 
根据 动量 算 符 和 任意 坐标 函数 的 对 易 关 系 (16.4) ,我 们 有 
DP.4-4.P= -ifdivA. (111.6) 
故 当 div A4=0 时 p 和 4 对 易 . 这 一 点 对 均匀 场 成 立 , 它 的 矢 势 可 表 成 下 式 
4 = 三 囊 xrr (CHIE) 


具有 哈密 顿 算 符 (111.4) 的 方程 ¢9y/9t = Hy 是 存在 磁场 情形 下 的 广义 薛 
定 刘 方 程 . 这 个 方程 中 哈密 顿 算 符 所 作用 的 波 函 数 是 一 些 2s 秩 的 对 称 旋 量 . 


 @ 这 种 方程 (假如 基本 粒子 存在 一 个 电 矩 ) 也 和 时 间 反 演 对 称 性 相 了 矛盾 :时 间 反 号 时 d 不 变 , 但 自 
旋 变 号 (为 明显 起 见 ,我 们 以 这 些 量 在 轨道 运动 中 的 定义 为 例 , 此 时 d 中 只 含 坐标 ,但 角 动 量 中 还 含有 粒 
子 的 速度 ). 

@ 广义 动量 在 这 里 和 普通 动量 采用 同一 符号 p( 不 用 《 场 论 》$ 16 中 的 了 ) ,是 为 了 强调 它们 对 应 于 
同一 个 算 符 . 

@ “磁场 和 哈密 顿 算 符 用 同一 字母 不 会 混淆 , 因 后 者 总 加 有 “*” 号 . 
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磁场 中 的 粒子 波 函 数 不 能 唯一 地 定义 ,因为 场 势 的 选择 不 是 唯一 的 ,它们 只 
能 确定 到 相差 一 个 规范 变换 为 止 ( 见 《 场 论 》, § 18): 


A—A+V/, 0 一 0 -一 
C 


其 中 f 是 坐标 和 时 间 的 任意 函数 . 这 种 变换 并 不 影响 场 强 的 值 ,因此 不 会 在 实质 
上 改变 波动 方程 的 解 ,特别 是 ,1y1 一 定 保持 不 变 . 不 难 证 明 ,如果 对 哈密 顿 算 符 
作 (111.8) 式 的 变换 同时 对 波 函 数 作 下 列 变换 , 则 原 方程 保持 不 变 : 


人 


y 一 Yexp ( :27 (111.9) 
波 函 数 的 这 种 非 唯 一 性 并 不 影响 到 任何 一 个 具有 物理 意义 的 量 (此 量 的 定义 中 
并 不 显 含 场 势 ). 
经 典 力 学 中 ,粒子 的 广义 动量 和 速度 的 关系 为 
mv =p -eA/c. 


为 了 求 出 量子 力学 中 的 算 符 v ,需要 求 出 矢量 > 和 哈密 顿 算 符 的 对 易 关 系 . 简单 
计算 后 给 出 





me -万 -一 4， (111.16) 
这 与 经 典 表 式 完 全 类 似 . 至 于 速度 的 分 量 算 符 ,我 们 有 下 列 对 易 关 系 
a 
C 
| (11L. 11) 
ni C 
| 


上 式 很 易 直 接 验 证 . 我 们 看 到 ,在 磁场 中 , (带电 ) 粒子 的 三 个 速度 分 量 并 不 对 
易 . 这 意味 着 粒子 三 个 方向 的 速度 分 量 不 能 同时 具有 定 值 . 

当 在 磁场 中 运动 时 ,只 有 场 及 (以 及 矢 势 A) 反 号 才能 有 时 间 反 演 对 称 性 ， 
这 意味 着 ( 见 $18 和 $60) , 醉 定 计 方 程 Hy = Ey 取 复 共 轿 并 把 及 反 号 后 ,其 原 
有 形式 保持 不 变 . 这 可 很 明显 地 从 哈密 顿 算 符 (111.4) 的 所 有 各 项 (除了 -$.H 
这 一 项 ) 看 出 . 薛 定 廖 方程 中 -8 . Hy 这 一 项 在 上 述 变 换 下 变 成 4 . Hy* ,由 
于 $' 不 同 于 -$, 初 看 起 来 对 称 性 被 破坏 了 . 但 应 记 住 , 波 函 数 实质 上 是 一 个 旋 
量 y*” ,时 间 反 演 下 ,一 个 逆 变 旋 量 必须 改 为 协 变 旋 量 ( 见 $ 60) , 故 在 桩 定 调 方 
程 中 -8 . Hy*” 变 成 4" . Hy,,…. 利用 定义 (57.4),(57.5) 很 易 看 出 , 算 符 $" 
作用 在 协 变 旋 量 分 量 上 的 结果 ,与 算 符 $ 作 用 在 逆 变 旋 量 分 量 上 的 结果 相差 一 
个 符号 . 因此 时 间 反 演 操作 导致 的 分 量 少 .. 的 薛 定 刘 方 程 ,与 原来 的 ww” 的 方 
程 具 有 同一 形式 . 
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我 们 来 求 恒定 均匀 磁场 中 粒子 的 能 级 ( 朗 道 ,1930). 均匀 磁场 的 矢 势 此 时 
最 好 不 取 (111.7) 式 而 取 下 列 形式 : 


二 到 才 二 二 全: E 志 1 
磁场 方向 已 取 作 z 轴 . 
哈密 顿 算 符 则 变 成 
(B+ t+) + a (112.2) 


首先 ,我 们 注意 到 算 符 ,是 和 哈密 顿 算 符 对 易 的 ,因为 后 者 不 含 自 旋 的 其 
它 分 量 算 符 . 这 意味 着 自 旋 的 z 分 量 守恒 ,从 而 $. 可 用 本 征 值 ,=o 代替 . 随后 ， 
流沙 数 与 自 旋 的 关系 成 为 不 重要 , 醉 定 垃 方程 中 的 yy 可 取 作 普 通 的 坐标 函数 . 
这 个 函数 的 方程 为 


3 [ (Bt) + tb |y -bkoly =Ey. (C112.3) 
这 个 方程 的 哈密 顿 算 符 不 显 含 坐标 x 和 z. 因此 算 符 户 和 PP.( 对 x 和 z 的 微 
分 算 符 ) 也 和 哈密 顿 算 符 对 易 , 亦 即 广 义 动量 的 x 和 z 分 量 是 守恒 量 . 由 此 可 把 
少 取 成 下 列 形 式 : 
Wy =er ey(y). (124 
本 征 值 p, 和 p, 取 --% 到 +w 的 所 有 值 . 由 于 4,=0, 广 义 动量 的 z 分 量 等 于 普通 
的 动量 分 量 mv, ,因此 粒子 速度 沿 磁场 方向 可 取 任 意 值 , 我 们 可 以 说 沿 磁场 的 运 
动 是 “ 非 量 子 化 ”的 . 
(112.4) 代 入 (112.3) ,得 函数 x(y) 的 下 列 方程 


a 1 I 
x"+ | (已 + 有 -元 用) -Fmos(y-y) |x=0, (112.5) 


式 中 记号 加 = -ep,/e 有 ,以 及 
_lelH 


HH = 


六 是 区 .天 ,时 


(112.5) 式 形式 上 等 同 于 频率 为 wj 的 线性 振子 的 醉 定 户 方 程 (23.6). 因 此 可 以 
立刻 作出 结论 , (112. 5 ) 式 圆 括 号 内 的 表 式 相当 于 振子 能 量 , 它 具有 本 征 值 


(+3 ) hoa, 而 n=0,1,2,. 


由 此 我 们 得 到 均匀 磁场 中 粒子 能 级 的 下 列表 式 : 


1 1 Cr 
E= (+ 三 joy + 元 六 -EH. (112.7) 


第 一 项 给 出 的 是 离散 能 量 值 ,对 应 于 垂直 于 磁场 的 平面 内 的 运动 ,这 些 能 级 称 为 
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朗 道 能 级 . 对 于 电子 ,u/s = - leljimc,(112.7) 变 成 
B= (n+ +0 ho +p’. (112.8) 


与 能 级 (112.7) 式 相对 应 的 本 征 函 数 y(y) 由 (23. 12) 式 给 出 ,适当 改变 记 
号 后 得 到 





] (7 -yo) -a 
X, (7) ms i | 3 | 一 (112.9) 
其 中 cy = Vi/moey. 

经 典 力学 中 ,粒子 在 垂直 于 场 H 的 平面 (xy 平面 ) 中 作 圆 周 运动 (圆心 固 
定 ). 量子 力学 中 守恒 的 y。 相当 于 经 典 的 圆心 坐标 . x。= cp,eH +x% 也 是 一 个 守恒 
量 ,很 易 看 出 其 算 符 与 哈密 顿 算 符 (112.2) 对 易 . x。 相当 于 圆心 的 经 典 坐 标 xQ2. 
可 是 3 各 算 符 不 对 易 , 换 句 话说 ,坐标 x。 和 yy。 不 能 同时 取 定 值 . 

由 于 (112.7) 式 中 不 含 p,, 后 者 原先 假定 它 可 取 连 续 值 ,能 级 是 连续 简 并 
的 . 如 果 xy 平面 内 的 运动 局 限 在 一 个 很 大 的 但 是 有 限 的 面积 S = LL, 内 , 简 并 
度 就 成 为 有 限 的 . Ap, 区 间 内 p, 的 可 能 值 (现在 是 离散 的 ) 的 数目 为 (L,/27#) 
Ap,. 当 轨 道中 心 在 S 内 时 所 有 这 些 p, 值 都 是 允许 的 (与 很 大 的 工 , 值 相 比 ,我 们 
略 去 了 轨道 半径 ). 从 条 件 0 <y。<L, 得 Ap, =eHL,/c. 因而 态 数 (n,p, 给 定 ) 为 
eHS/(2mihic). 如 果 运 动 区 域 在 z 方 向 也 是 有 限 的 (尺度 为 L), 在 Ap, 区 间 内 pj， 
i A ,此 区 间 内 的 态 数 为 

eHS L. eHVAp, 


= 112. 10: 
27Thc nhaP: = 47 hc ( ) 


对 于 电子 ,还 有 一 个 附加 简 并 :(112.8) 式 中 mr = 少 和 n+1,0 = -二 的 能 
级 相同 . 





习 题 
. 求 均匀 磁场 中 的 电子 状态 波 函 数 ,该 态 中 电子 没 磁 场 方向 的 动量 和 角 动 
en 
解 : 取 z 轴 沿 场 的 方向 ,在 柱 坐 标 p,p,z 中 ,和 失势 的 分 量 为 4， = FHp, 4.=4， 


@ 在 圆 半 径 为 cmv,/eH(v, 是 速度 在 xy 面 上 的 投影 , 见 《 场 论 ), $21) 的 经 典 运动 中 ,我们 有 
yo = -cp./eH= -cm /er +Y. 
由 此 可 知 ,yo 是 圆心 的 y 坐标 . 另 一 坐标 为 


xo =cmv,/eH +%x=cp,/el +x. 


. 418 . 第 十 五 章 磁场 中 的 运动 
用 王 


=0, 薛 定语 方程 为 @ 
rr 3 1 寺 风 0 l 
| pe | + | -Tihon so + BMop'W = Ey. (1) 








2M piop 9p OZ p 0 2 8 
取 解 的 形式 为 
im iDz/ 此 
Ws———R(p)e "er 
V2T 
得 径 向 函数 的 方程 
A BB. 了 
i 人 ] * [E -3 -Morp -Til | R sd. 


定义 一 个 新 的 独立 变量 = (MoZ2 声 )p? ,可 把 上 式 写 成 


ER”"+R’'+ ( -E+8-2)R=0, 








4 4 
1 P: 1 
i [= 


当 & 王 % 时 ,所 求 浮 数 的 行为 犹如 e 外, 而 当 &-0 时 犹如 上 mi ,因此 可 令 
R(é) 到 e é" yw(é) ; 
w(&) 的 方程 被 下 列 合流 超 几 何 函 数 所 满足 


w=F| (8 -ml - 却 ] ,mil eh 


如 果 波 函数 到 处 有 限 ,B -了 1ml - 方 必须 是 一 个 非 负 整数 n. 能 级 就 由 下 式 给 


出 : 
1 1 1 p; 
E = fiw, (mw + 让 pr 717， 
它 等 价 于 (112.7). 相应 的 径 向 波 函 数 为 


1 | ( Ln + ) 1 : 
2 


R.A(p) = l+ lml | 到 | | | | WR 头 
i n,! lml! 4a7y 


2 
TS [2 


H 


其 中 性; 三 /有 VM 上 寺 式 已 六 下 剂 条 和 株 妇 一 六 
[ R’pdp =1. 
0 

此 处 的 超 几 何 函 数 是 一 个 广义 拉 盖 尔 多 项 式 . 


中 ”电子 的 电荷 写成 = -1el, 电 子 质量 记 作 M 以 便 和 角 动 量 m 相 区 别 . 此 题 中 自 旋 项 不 重要 , 故 
省 去 . 
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2. 求 对 应 于 电子 束缚 态 的 最 低能 级 ,该 电子 处 于 浅 势 阱 U(r)(1U1 << 让/ 
ma ,Q 是 阱 中 的 力 程 ) 及 一 个 均匀 磁场 中 (IO.A. Bprqkos ,1960). 

解 : 对 场 U(r) 所 设 的 条 件 保证 了 (磁场 不 存在 时 ) 微 扰 论 可 用 ,此 时 阱 中 没 
有 束缚 态 ( $45). 当 有 磁场 存在 时 ,只 有 对 垂直 于 及 的 平面 内 的 运动 ,才能 把 
U(r) 看 作 微 扰 ; 加 上 UV 后 该 运动 的 能 谱 ( 离 散 ) 性 质 不 变 , 但 沿 玖 方向 的 运动 性 
质 发 生 了 改变 ,从 无 限 运动 变 成 ( 见 后 面 ) 有 限 运 动 , 亦 即 能 谱 从 连续 变 成 离散 . 
对 后 一 种 运动 讲 来 , 势 阱 之 场 不 能 用 微 扰 论处 理 . 

据 此 , 当 把 莅 定 请 方 程 ( 题 1 的 (1) 式 ,但 左边 加 了 一 项 UW) 分离 变量 以 后 ， 
径 向 函数 R(p) 仍 呈 上 题 的 (2) 式 ,最 低能 级 对 应 于 量子 数 n =m=0. 把 = 
Ruo(p)XY(z) 代 入 薛 定 请 方程 , 乘 以 Ro(p) 并 对 pdp 积分 后 ,得 X(z) 的 方程 


有 
“qd + U(z)x = ex,， (3 
其 中 s =E -3ho, 


U(z) = | U( Vz +p’ )R’,(p)pdp. 
m 仍 为 粒子 质量 . 上 式 与 势 阱 U(z) 中 能 量 为 8 的 一 维 运动 芒 定 证 方程 具有 相同 
的 形式 ,因此 可 以 简单 地 利用 $45 题 1 的 结果 , 按 该 题 得 离散 能 级 为 
m m 站 2 2 
e = | 人 0(z)dz | = | i | WU A hp ) Rio(p)pdpdz | 
(4) 
波 函 数 Ro,(p) 在 距离 p ~ar 处 衰减 . 如果 磁场 很 弱 使 得 ar >>a, 上 式 对 p 
的 积分 主要 在 p 志 a 区 域内 ,在 此 区 域内 可 令 Ro (p) ~ Ro (0) ,ee 


on) 。 


其 中 dV =2mpdpdz—4 mr" dr. 相反 地 ,在 强 磁场 情形 下 , 当 av <<a 时 ,(4) 中 的 积 
分 主要 在 pay 内 ,此 时 可 令 U( Vz +p )~U(z). 对 p 的 积分 就 化 成 对 Roo 函 
数 的 归 一 化 积分 并 等 于 1, 故 
2m . 
e= “| | U(z) dz ) (6) 





这 两 种 情形 下 ,对 积分 的 估计 给 出 e << fw,. 

3. 求 磁 场 中 的 所 原子 能 级 ,该 磁场 很 强 使 得 aj << as ,as 为 玻 尔 半径 (R.J. 
Elliott, R. Loudon ,1960 ) . 

解 : 按 所 述 条 件 ,iiow >> me /天 ,在 垂直 于 有 H 的 平面 内 核 库 仑 场 对 电子 运动 
的 影响 可 以 看 作 小 的 微 扰 ,从 而 回 到 题 2 的 情形 ,(3) 式 可 用 ,但 
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Rulp)p dl (7) 


VD +2 
此 式 中 写 进 Ro 径 向 函数 ,我 们 只 是 考虑 纵向 运动 的 能 级 ,保持 横向 运动 为 零 朗 
道 能 级 (地 hon) 

基态 波 沪 数 Xo(z) 延 伸 到 1z|<aj 距离 处 并 在 该 距离 内 变化 缓慢 (没有 零 
点 , 故 在 z=0 处 不 等 于 零 ). 因此 最 低能 级 满足 §45 题 1 中 所 用 的 条 件 , 从 而 
(6) 式 可 用 ,(6) 式 是 以 该 题 之 解 为 基础 的 . 积分 的 对 数 发 散 可 在 上 限 1z| ~a。 和 
下 限 1zl -ai[ 这 里 的 1z1 ~p,(7) 式 中 不 允许 用 1z| 代 着 Vp +z ] 处 “截断 ”. 结 
果 为 


Ula) 一 -ef 


2me” 2 QBp Te » fH 
0 (8) 
此 式 具 有 所 谓 对 数 准 确 性 . 这 里 不 但 假定 了 比值 as/a, 很 大 而 且 它 的 对 数 也 是 
很 大 的 .对 数 的 宗 量 中 有 一 个 数值 因子 仍 不 确定 . 

离散 谱 的 激发 态 是 由 1U(z) = -ez/z[ 从 z~as >>p 的 (7) 式 中 得 出 ] 的 薛 定 
毫 方程 (3) 中 和 解 出 的 ,但 此 式 作 变换 Y=zp(z) 后 可 化 成 


_h 1d/:dp) ey 
11 2 (3 Wt (2) 


这 与 三 维 库 仑 问题 中 s 态 的 径 向 波 函 数 方程 相 同 , 因 此 所 求 的 能 级 由 (36.10) 式 


给 出 : 





0 一 一 


二 
me 
a 10 
2fi:n’ C20) 


其 中 n=1,2,3,…, 此 式 也 只 有 对 数 准确 性 . 下 一 级 改正 项 与 主 项 相 比 将 是 很 小 
的 ,比值 只 有 1/ln(as/a,). 

(9) 式 只 给 出 了 z>0 的 波 函 数 . 它 可 延 拓 到 z<0 的 区 域内 成 为 xX( -2z) = 
久 (Z) 或 者 (=z) = =xy(z)， 在 这 种 近似 下 ,能 级 (10) 因 而 是 双重 简 并 的 . 但 在 对 
(aj/ag) 而 言 的 更 高 次 近似 中 ,双重 简 并 被 解除 . 


$113 磁场 中 的 原子 
我 们 来 考虑 处 于 均匀 磁场 吾 中 的 一 个 原子 . 它 的 哈密 顿 算 符 是 
A= 5 [ Ar,) ] + 品 + -了 ， $, Tr 
式 中 对 所 有 的 电子 (电子 的 电荷 写成 - lel ) 求 和 ,U 是 电子 之 间 以 及 和 核 的 相互 


作用 能 量 ,S = 》 8. 是 原子 的 总 (电子 ) 自 旋 算 符 . 
如 果 磁 场 矢 势 取 (111.7) 式 , 则 已 指出 ,此 时 算 符 户 和 4 对 易 . 展开 (113.1 ) 


$113 磁场 中 的 原子 . 421. 





中 的 方 括号 并 用 及 代表 没有 磁场 时 的 原子 哈密 顿 量 ,我 们 得 


2 
+ A 万 .+ 一 一 > A:t+ hy.$, 


2mc 





把 (111.7) 的 4 代 人 ,得 
H= 有 +H 2 之 (Hxr,) + S. 





但 r。 xp。 就 是 电子 的 轨道 角 动 量 算 符 ,对 所 有 电子 求 和 后 给 出 了 原子 的 总 轨道 
角 动 量 算 符 证. 故 


H=H, +u(L+2$) .H+ (113.2) 





An 是 玻 尔 磁 子 . 算 符 
Pe = ph DY (113.3) 
可 以 看 作 原 子 的 “内 豪 ” 磁 和 矩 算 符 , 它 在 没有 磁场 时 也 为 原子 所 具有 . 

外 磁场 分 裂 了 原子 的 能 级 并 且 解 除了 对 总 角 动 量 方向 的 简 并 性 ( 塞 曼 效 
应 ). 我们 来 求 原子 能 级 的 分 裂 值 ,该 能 级 的 J,L 和 5 等 量子 数 具 有 定 值 ( 亦 即 
假定 能 级 属于 LS 耦合 情形 , 见 § 72). 

我 们 将 假定 磁场 很 弱 , 以 致 usH 比 原子 的 能 级 间距 包括 精细 结构 间距 在 内 
要 小 得 多 . 此 时 (113.2) 中 的 第 二 和 第 三 项 可 看 作 微 扰 , 未 微 扰 能 级 就 是 多 重 项 
的 各 个 成 分 . 一 级 近似 中 可 以 略 去 第 三 项 , 因 与 第 二 项 的 线性 项 相 比 它 是 场 的 二 
次 项 . 

在 这 种 近似 下 ,能 量 分 裂 值 AE 是 由 微 扰 项 对 总 角 动 量 沿 磁 场 方 向 分 量具 
有 定 值 的 那些 (未 微 扰 ) 态 求 平均 值得 到 的 . 取 磁 场 方向 为 z 轴 ,我 们 有 

AE =maH(L,.+28,) =paH(J. +58.). (113.4) 


平均 值 J. 正好 等 于 所 给 本 征 值 J = = Mi 平均 值 8. 可 用 分 步 平均 法 (参考 §72) 
求 出 .作法 如 下 . 


算 符 $ 先 对 5,L 和 J 值 固定 但 M, 值 不 固定 的 原子 态 求 平 均 . 平均 以 后 的 算 


符 S-- 定 和 标志 自由 原子 的 唯一 守恒 “矢量 ”7 平行". 因此 可 写成 
S = 常数 xJ， 
这 个 式 子 是 纯 约 定 的 ,因为 vy 的 三 个 分 量 不 能 同时 有 定 值 , 它 的 z 分 量 可 直接 写成 
5, = 常数 xJ = 常数 x1M 
前 式 两 边 乘 以 J 后 得 方程 
S.J]= 常 数 x 卫 = 常数 xJ(J+1). 
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把 守恒 矢量 J 放 进 平均 记号 内 得 8 .J 了 =S. J. 平均 值 $ .J 在 L,S* 和 J 具有 
定 值 的 态 中 等 于 它 的 本 征 值 [参考 (31.4) 式 ] 
Ss J = [J(J+1) -L(L+1) +S(S+1)| 


从 以 上 第 二 式 中 求 出 常数 代入 第 一 式 后 ,得 


S$,=M,J .SA 《TS 人 
汇集 以 上 诸 式 并 代入 (113.4) 中 ,得 到 分 裂 值 的 最 终 表 式 : 
AE =usgM,/H (113.6) 


其 中 的 
J(J+1)-L(L+1)+S(S+1) 
2J( 11) 

称 为 朗 德 (Lande') 因子 或 旋 磁 因子 .无 自 旋 时 (S =0, 因 而 J]=L)g=1;L=0 时 

( 故 J=$)g =29. 

(113.6) 式 给 出 了 2J+1 个 Mi= -j 几 -J+l,…,j 的 不 同 能 量 值 .因此 磁 
场 完全 解除 了 关于 角 动 量 方向 的 能 级 简 并 ,与 电场 不 同 ,电场 保留 M, = + 1M ,| 
的 两 个 能 级 不 分 裂 外 ( $76). 但是, 当 g =0 时 ,(113.6) 描 述 的 线性 分 裂 不 再 存 
在 ,即使 J 关 0 的 态 如 D,,, 就 是 这 样 . 

我 们 在 $ 76 中 看 到 ,电场 中 原子 能 级 的 位 移 和 其 平均 电 偶 极 矩 之 间 存 在 着 
一 定 的 关系 . 磁场 情形 下 也 有 类 似 的 关系 .经 典 理论 中 ,带电 粒子 系统 的 势能 为 
-内 是, 是 该 系统 的 磁 矩 . 量子 理论 中 ,要 用 相应 的 算 符 来 代替 , 故 系统 的 哈 
密 顿 算 符 为 


g=1+ (L377) 


H=H, -hp.H=H,-h.H. 
应 用 (11.16) 式 ,以 场 互 为 参量 人 ,得 磁 和 矩 平均 值 为 
WW 一 一 (113.8) 


其 中 AE 是 所 给 原子 态 的 能 级 位 移 .把 (113.6) 代 和 人 上 式 , 我 们 看 到 ,在 角 动 量 的 
z 方 问 投 影 M 具有 定 值 的 原子 态 中 ,该 原子 沿 z 方 向 的 平均 磁 矩 为 

ps = -WagM,. (113, 9) 

如 有 果 原 子 既 无 自 旋 叉 无 轨道 角 动 量 (S = 工 =0) ,不 论 在 一 级 近似 或 任 一 高 

级 近似 中 ,(113.2) 式 中 的 第 二 项 不 产生 能 级 位 移 ( 因 为 L 和 5 的 矩阵 元 等 于 


中 由 一 般 公式 (113.6) 和 (113.7) 所 描述 的 分 裂 通常 称 为 反常 塞 曼 效 应 . 这 个 不 合适 的 名 词 的 产生 
是 由 于 电子 的 目 旋 未 发 现 以 前 人 们 把 (113.6) 中 &g =1 的 效应 看 作 是 正常 的 . 

@ §76 中 对 电场 所 作 的 论证 对 磁场 并 不 成 立 . 原因 在 于 五 是 一 个 轴 矢 量 ,因此 对 包含 它 的 任 一 平 
面 的 反射 ,H 要 变 号 .所 以 由 这 个 操作 所 得 的 两 个 态 分 属于 不 同 场 中 的 原子 ,不 是 同一 场 中 的 原子 . 
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零 ) .在 此 情形 下 ,整个 效应 来 自 (113.2) 中 的 第 三 项 . 在 微 扰 论 的 一 级 近似 中 能 
级 位 移 就 等 于 下 列 平均 值 

RN (NY (113.10) 


2 
8mc 





令 ( 且 xr,) =Hirsin 09,9 是 r, 和 H 的 夹 角 , 对 r, 的 各 个 方向 求 平均 ,我 们 有 
sin2g =1 -cos*0 =2/3(L=S=0 的 状态 波 函 数 是 球 对 称 的 ,因此 对 方向 求 平 均 与 
对 距离 r, 求 平均 无 关 ) , 故 


2 这 
A S CHUL 1 


由 (113.8) 算 出 的 磁 矩 现在 和 场 五 成 正比 (对 L=5=0 的 原子 ,无 磁场 时 当 
然 不 会 有 磁 矩 ). 把 它 写 成 XH 的 形式 ,我 们 可 把 系数 x 看 作 朗 之 万 公式 (P. Lan- 
gevin ,1905 ) 所 给 出 的 原子 磁化 率 : 


2 


X= -一 了， (113.12) 


6mc” 三 
它 是 负 的 , 亦 即 原子 是 抗 磁 的 岂 . 

如 有 果 J=0 但 $=Lz0, 场 的 线性 位 移 还 是 等 于 零 , 可 是 二 级 近似 中 微 扰 
-Ku "H 的 二 次 效应 超过 了 (113. 11) 的 效应 包 , 这 是 因为 根据 一 般 公 式 
(38.10) ,能 量 本 征 值 的 微 扰 论 二 级 改正 项 是 一 个 求 和 式 , 其 中 各 个 求 和 项 的 分 
母 中 含有 未 微 扰 能 级 的 差 , 目 前 情形 下 它们 是 能 级 的 精细 结构 间距 ,都 是 一 些小 
量 . 我 们 已 在 $38 中 指出 ,二 级 近似 的 基态 能 级 改正 项 永远 是 负 的 .因此 基态 中 
的 磁 矩 永远 是 正 的 , 亦 即 J =0,L=5Sz0 的 基态 原子 是 顺 磁 的 . 

强 磁场 中 ,uoH 差不多 等 于 或 大 于 精细 结构 间距 ,能 级 的 分 裂 情 况 与 (113.6) 
和 (113.7) 预 言 的 不 同 ,这 种 现象 称 为 帕 邢 -巴克 ( Paschen - Back ) 效应 . 

当 塞 曼 分 裂 远 大 于 精细 结构 间距 但 仍 小 于 不 同 多 重 项 之 间 的 间距 时 ,能 级 
分 裂 值 的 计算 是 很 简单 的 (和 以 前 一 样 可 以 证 明 ,哈密 顿 算 符 (113.2) 中 的 第 三 
项 与 第 二 项 相 比 仍 可 略 去 ). 换 句 话说 ,此 时 磁场 中 的 能 量 远 超 过 自 旋 - 轨道 作 
用 鸟 . 因此 可 在 一 级 近似 中 略 去 自 旋 - 轨道 作用 .轨道 角 动量 的 投影 M, 和 自 旋 
的 投影 Ms 就 和 总 角 动 量 的 投影 一 样 都 成 为 守恒 量 , 故 分 裂 值 由 下 式 给 出 : 





@ 托马斯 - 费 米 模型 不 能 用 来 计算 电子 离 核 的 距离 的 均 方 值 ,尽管 托马斯 - 费 米 密度 为 n(7) 的 积 
分 式 | nr?dr 是 收敛 的 ,但 收敛 太 慢 , 结 果 与 实验 相差 较 远 . 

@ 5=Lz0 时 ,对 于 $5,L,J 一 $,L,J +1 的 跃迁 ,其 非 对 角 跃 迁 矩 阵 元 L,,S, 一 般 讲 来 不 等 于 零 . 

@@ ”对 于 中 间 情 形 , 当 磁场 效应 和 自 旋 - 轨道 作用 差不多 大 小 的 时 候 ,能 级 分 裂 的 一 般 表 式 无 法 算 
出 ,S= 一 -时 的 计算 见 后 面 的 例题 1， 
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AE =usH(M, +2M,). ES. 193 


多 重 项 分 裂 是 县 加 在 磁场 分 裂 上 的 . 它 是 由 (72.4) 的 4L .5 算 符 对 具有 给 

定 M, ,M, 值 的 态 求 平均 后 确定 的 (我 们 考虑 的 是 自 旋 - 轨道 作用 引起 的 多 重 项 

分 裂 ). 给 定 了 角 动 量 的 一 个 分 量 值 ,其 它 两 个 分 量 的 平均 值 就 都 等 于 零 . 从 而 
L. S$S=M,M,, 因 此 下 一 级 近似 中 的 能 级 公式 为 : 

AE =usH(M, +2M,) + AM,M.. (113.14) 

计算 任意 耦合 型 式 (不 是 LS 耦合 ) 下 的 塞 曼 效 应 是 不 可 能 的 .我 们 只 能 说 ， 

这 种 分 裂 (在 弱 场 中 ) 和 场 及 成 线性 关系 并 与 总 角 动 量 分 量 M, 成 正比 , 亦 即 呈 

下 列 形式 : 

AE =mesg ,HM,, ELI 

式 中 的 g,, 是 标志 所 考虑 谱 项 的 某 些 系 数 ,n 代表 标志 该 谱 项 的 除 以 外 的 所 有 

量子 数 的 集合 . 这 些 系 数 虽然 不 能 分 别 算出 ,但 有 可 能 得 到 一 个 有 关 》 g,, 的 


实用 公式 , 式 中 对 具有 给 定 电 子 组 态 和 总 角 动 量 的 所 有 可 能 的 原子 态 求 和 . 
根据 定义 
guM) =(nJMNIILC +2S.,1nJM,), 

另 一 方面 ,gs/Mj[ 其 中 gs 是 LS 耦合 的 朗 德 因 子 (113.7)]j 是 用 不 同 的 波 函 数 
完备 组 算出 的 下 列 对 角 和 矩阵 元 : 

By = (SLIM 二 23.13SZEJNM 7 六， 
这 两 组 波 函 数 可 通过 线性 么 正 变换 相互 得 到 ,但 是 这 种 变换 不 改变 对 角 和 矩阵 元 
之 和 ( $12). 因 此 有 

2 人 2 gsuM,)- 


由 于 gj 和 gs 与 M 无 关 , 故 得 


> Bn = py ES1LJ， (E13. 16) 
式 中 对 所 给 电子 组 态 中 具有 给 定 7 值 的 一 切 可 能 态 求 和 . 这 就 是 欲求 的 关系 式 . 
习 题 


1. 求 5 = 可 的 谱 项 在 巾 _ 巴 克 效 应 中 的 分 裂 ， 
解 : 在 微 扰 处 理论 中 需要 同时 考虑 磁场 和 自 旋 轨道 作用 , 即 微 扰 算 符 为 山 


@ 我 们 没有 把 正比 于 ( .8)? 的 项 ( 自 旋 - 自 旋 作用 ) 包 括 在 疙 内 .但 应 记 住 , 当 自 旋 S= -时 ,由 


于 泡 利 矩 阵 的 特性 ( 见 8$55) ,可 把 (ZL. $)? 化 成 三 . $, 从 而 包括 在 所 写 的 了 的 表 式 中 . 
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V=AL. § +pa(L, +28)H. 


作为 零 级 近似 的 原始 波 函 数 ,我 们 取 工 ,S = 二 ,Mi ,Ms 具有 定 值 (上 给 定 ,M， = 


2 


=b be a + 一) 的 这 套 波 函数 . 受 微 护 态 中 只 有 MM 三 MM， =M, + 有， 是 守恒 
旦 (， 和 小 对 易 ) ,因此 分 裂 谱 项 的 各 个 部 分 具有 确定 的 W 值 .M = + (上 + 二 


这 两 个 值 每 个 只 能 以 一 种 方式 出 现 : 即 1M,M,》= | 二》 和 | a -二 ). 具有 
这 两 个 肢 值 的 态 , 它 的 能 量 改 正 值 简单 地 等 于 这 两 个 1M,M,) 的 对 角 元 (MM. | 
VIM,Ms) .其余 的 MM 值 每 个 都 能 以 两 种 方式 出 现 : 即 -二 于》 和 | Mr+ 寺 ， 


Se 的 跃迁 


矩阵 元 所 组 成 的 久 期 方程 确定 的 . 
LS 的 适 阵 元 可 由 和 矩阵 (Mi,1LIM',) 和 (Ms1SIM',) 的 直接 相 腾 算出 ,并 且 
有 
(MMsIL*: SIM,M,)》 = M,M,., 
1 1 1 


1 my 1 
《全 #3 一 SI 天 二 


(LZ+M+3) (w+ 元 ) 


无 磁场 时 ,该 谱 项 是 双 线 ,其 两 成 分 间 的 间距 为 =4 (2 二)， 见 (72.6). 


我 们 取 其 中 的 较 低 能 级 作为 能 量 的 原点 . 于 是 在 磁场 中 的 能 级 最 终 表 式 为 
E=e+iusH(L+1), 当 M=+ (z+ 了 时; 


1 


如 Fe tusAM+ [二 (ee Fp 二 2 pa HM | | 





2 
EN < 
= en » 9 3 
当 jsH/e <<1 时 有 
Sa cA 2 
A “We 


这 与 (113.6) ,(113.7) 式 一 致 ( 令 该 式 中 S= 本 ,JJ=Z+ 二 | 1 
我 们 有 
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E =pa (M+ ) + + T， 
这 与 (113.14) 式 一 致 . 

2. 求情 形 a 的 双 原 子 分 子 谱 项 的 塞 曼 分 裂 . 

解 : 核 运动 产生 的 磁 矩 远 小 于 电子 的 磁 矩 . 因此 磁场 的 微 扰 对 分 子 讲 来 仍 和 
对 多 电子 系统 一 样 , 即 可 写成 和 以 前 一 样 的 形式 :V=jo 有 H. (LL+2§) ,其 中 L,S 
是 电子 的 轨道 和 自 旋 角 动量 . 

微 扰 项 对 电子 态 求 平均 ,在 情形 a 时 可 得 

Laln,(A +23) =msHn (20 - A). 

n, 对 分 子 转动 的 平均 值 等 于 下 列 对 角 元 


(JMIn,|lJM)» = Of 


J(J+1)’ 
其 中 导 二 Mj, 这 个 矩阵 元 是 从 (87.4) 的 约 化 适 阵 元 算出 的 ,该 式 中 的 和 AA 政 
成 J 和 (2. 故 所 求 的 分 裂 值 为 
pp le | 

3. 同 题 2, 但 为 情形 0. 

解 : 确 定 所 求 分 裂 值 的 对 角 元 (4KJITI4KJ 可 用 8$87 给 出 的 一 般 规则 算 
出 .但 它 也 可 用 以 下 更 简明 的 办 法 算出 . 微 扰 算 符 对 轨道 和 电子 态 求 平均 ,可 得 

MaH(An, +25,) 

( 自 旋 算 符 在 这 个 平均 中 不 受 影响 ) ,然后 ,我 们 对 分 子 的 转动 求 平均 ;n_ 的 平均 
值 由 (87.4) 式 给 出 ,从 而 得 


区 

K(K+1) 

最 后 ,我 们 对 自 旋 波 函 数 求 平均 .经 过 整个 平均 后 ,各 矢量 的 平均 值 必须 平行 于 
总 角 动 量 J, 它 是 唯一 的 守恒 拓 量 . 因此 得 [参考 (113.5)] 


LaH A 
J(J+1)LK(K+1) 


pH |= R, +23. | 





K:J+2S.J|M 
(M 三 M,) ,最 后 是 


KB 人 
AE i Py 


-OrIyT It RR +SCS+1)] | EM 


4. 一 个 抗 磁性 原子 处 于 外 磁场 中 , 求 原子 中 心 处 的 感 生 磁场 强度 . 
解 : 对 于 S=L=0, 哈 密 顿 量 中 不 伟 场 的 线性 微 扰 项 ,因此 原子 波 函 数 不 含 
磁场 的 一 级 改正 项 ,外 磁场 感 生 的 原子 中 的 电流 变化 疡 只 是 来 自 ( 仍 为 末 的 一 
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级 近似 ) 电 子 速 度 算 符 的 附加 项 (lelvmc)4. 因 此 有 呈 
=p A -pHxr (1) 
式 中 p 是 原子 中 的 电子 密度 .这 个 附加 电流 在 原子 中 心 处 产生 的 磁场 为 


人 -= < 
人 


rn 








参考 (121.8). 把 (1) 式 代入 并 在 积分 号 内 对 了 的 方向 求 平均 ,得 


2 
e 


Hi 二 





:A 
n | wp tt 2 


3mc’ 
p.(0) 是 原子 的 电子 洁 层 在 其 中 心 处 的 电势 . 

在 托马斯 - 费 米 模型 中 ,gp,(0) = -1.802 me /所 [ 见 (70.8)] 故 
e” 


7 
: 】 ZH -20 
Cc 


Hs 0 60 | 
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我 们 来 考虑 一 个 具有 磁 矩 的 电 中 性 粒子 ,处 于 一 个 均匀 的 但 随时 间 变 化 的 
磁场 中 . 它 可 以 是 一 个 基本 粒子 (中 子 ) ,也 可 以 是 一 个 复合 粒子 (原子 ). 假定 磁 
场 很 弱 , 粒 子 在 该 场 中 的 磁 能 小 于 该 粒子 的 能 级 间距 .我 们 就 可 研究 粒子 的 整体 
运动 , 它 的 内 态 已 被 给 定 . 

设 s 为 该 粒子 的 “内 店 ” 角 动量 算 符 一 一 基本 粒子 的 自 旋 或 者 是 原子 的 总 
角 动 量 7. 磁 矩 算 符 可 表 成 (111.1) 的 形式 . 中 性 粒子 整体 运动 的 哈密 顿 量 可 写 
成 


H= -Ls.H. (L141) 
Ss 


我 们 只 写 出 了 依赖 于 自 旋 的 那 一 部 分 哈密 顿 量 . 

在 一 均匀 场 中 ,这 个 算 符 不 显 含 坐标 包 . 粒子 波 函 数 因而 分 解 成 为 坐标 函数 
和 目 旋 函数 的 乘积 .前 者 不 过 是 自由 运动 的 波 函 数 ,以 后 我 们 仅 对 其 自 旋 部 分 感 
兴趣 .我们 将 证 明 , 角 动量 ;为 任意 的 一 个 粒子 的 问题 ,可 以 化 成 较 简单 的 自 旋 


为 的 一 个 粒子 运动 的 问题 (E. Majorana) . 为 此 只 需 应 用 $ 57 中 早已 用 过 的 广 


法 , 即 把 自 旋 为 :的 一 个 粒子 形式 上 换 成 2; 个 自 旋 为 了 的 “粒子 ”. 算 符 $ 则 表 


中 此 式 相当 于 原子 的 电子 壳 层 绕 外 磁场 方向 的 拉 莫 尔 进 动 : 见 《 场 论 》8$ 45. 

忆 ”这 些 说 法 也 能 用 到 在 非 均 匀 磁 场 中 运动 的 任 一 粒子 (带电 或 不 带电 ) ,只 要 它 的 运动 可 以 看 作 是 
准 经 典 的 . 随 粒 子 的 轨道 运动 变化 的 磁场 ,就 可 以 简单 地 看 成 时 间 的 函数 ,我 们 也 能 用 同样 的 方程 描述 自 
旋 波 函数 的 变化 . 
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成 这 些 “ 粒 子 ” 的 自 旋 算 符 之 和 > $,, 波 函数 则 表 成 2s 个 1 秩 旋 量 的 乘积 , 哈 
密 顿 算 符 (114. 1) 则 分 解 成 为 2s 个 独立 的 哈密 顿 算 符 : 

H = Harts (114.2) 
因此 2s 个 “粒子 "中 每 个 粒子 的 运动 都 能 相互 独立 地 确定 . 当 我 们 这 样 做 了 以 


后 , 束 只 需 重 新 引进 任 一 2s 秩 对 称 旋 量 的 各 个 分 量 ,来 代替 2s 个 1 秩 旋 量 各 个 
分 量 的 连 乘积 . 


习 题 


. 求 均 匀 磁 场 中 自 旋 为 的 一 个 中 性 粒子 的 自 旋 波 郧 数 , 该 磁场 方向 恒定 
a 
解 : 波 函数 是 一 个 旋 量 W", 它 满足 波动 方程 
hy = 2H + Sy (1) 
取 磁 场 方向 为 z 轴 ,把 上 式 写 成 旋 量 的 分 量 式 


2 I 2 2 
hw = -pHy, hy =uHy, 


J =c ,exp (类 | ad) ， =o0xp (= {Hat), 


常数 cl,c 必须 从 初始 条 件 和 归 一 化 条 件 1w'1 + 1w 1?=1 求 出 . 
2. 同 题 1 ,但 磁场 的 绝对 值 恒定 , 它 的 方向 以 匀 角 速 mw 绕 z 轴 旋转 并 和 z 轴 
夹 0 角 . 
解 :该 磁场 具有 分 量 
H., = Hsin gcos wt, H,=Hsin Osin wt, H.= Heos 0， 
按 (1) 得 方程 
:= =iwy(wW cos G+ e sin 0), 
y? =iwy(W e'sin 0 -wcos 0) 


其 中 wy =JH/ii. 作 替 换 由 =e “gp' ,WY =e*g*, 上 列 方程 组 就 化 成 常 系数 线 
性 方程 组 , 解 出 后 得 


1 一 iwit/2 if21/2 — if2/2 
VV =e (oe +06 ), 


J 二 g| Ci ipv2 _ C3 -iD | 
. 42+w+2wrprcos 6 (2-w-2wncos 0 
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其 中 
2=[(w+2wycos 0) +4wzsin20]! 2. 
$115 磁场 中 的 流 密度 


现在 来 推导 在 磁场 中 运动 的 带电 粒子 的 流 密度 的 量子 力学 表达 式 . 
我 们 从 下 式 出 发 由: 


34 = -一 [7 3Ady, (115.1) 
此 式 确定 了 矢 势 变化 时 具有 空间 电荷 分 布 的 哈密 顿 函 数 的 变化 @. 量子 力学 中 
此 式 必 须 应 用 于 带电 粒子 哈密 顿 量 的 平均 值 : 
H= | 到 [二 (2-4) -Em | war (115. 2) 
对 上 式 进 行 变 分 ,并 注意 8H = curl 54 ,得 


88 = | 到 | -3 (p84A+84.p)+ 


e 





1 
:4 + 84 | wav - 
€ 


m 
~ J el 54. VswdV. CI 
8 


PpP* 54 项 可 用 分 部 积分 变 成 
[v's . 8A WdV = -i | 到 Y(84 V)dy=ih | 84 ‘Vv’dV 
(无 穷 远 处 的 面积 分 照例 等 于 零 ). 利 用 矢量 分 析 中 熟知 的 公式 


a*curlb= -div(axb) +b.: curla, 
对 (115.3) 中 的 最 后 一 项 进行 分 部 积分 . div 项 的 积分 等 于 零 , 故 得 
| v's: ourl AdY = [34 curl( V'* $V) dy, 


ief 


2mc 





A 2 
3H= - “7 |A4 :3A dy- 





| 34 (VV VY VV VdV+ 


mc 


QD 本 节 中 的 j 代 表 电流 密度 , 亦 即 粒子 的 通 量 密度 乘 以 粒子 电荷 e. 
四 磁场 中 一 个 电荷 的 拉 格 朗 日 函数 中 含有 一 项 一 “ 4, 如果 电荷 具有 空间 分 布 , 则 此 项 为 
— /+ Adv. 
当 和 变化 时 拉 氏 函数 的 改变 为 
3L =— [j: 34dy, 


而 哈密 顿 函数 的 无 限 小 变化 等 于 拉 氏 函数 的 无 限 小 变化 再 取 一 个 负 号 ( 见 《力学 》, 8$ 40). 
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-上 E | 4 * curl( WwW” sy) dV. 


将 此 式 和 (115.1) 比 较 ， 人 


7 = 和 [(Y 到: )V-VVvyv] -A Eonl( 全: sy) (115.4) 


要 强调 的 是 ,这 个 表 式 中 显然 显 含 矢 势 ,但 / 还 是 单 值 的 . 这 可 通过 直接 计算 加 


以 验证 ,只 要 记得 矢 势 按 (111.8) 变 换 的 同时 波 函 数 应 按 (111.9) 式 变换 . 
也 很 易 验证 , 流 (115.4) 和 电荷 密度 p = el 有 |? 确实 满足 下 列 连续 性 方程 


2 +div7=0， 
(115.4) 式 最 后 一 项 给 出 了 粒子 磁 矩 对 流 密 度 的 贡献 . 这 就 是 ccurl m ,其 中 
严 = 全 更 "8 更 = 更 应 到 ， (115.5) 


这 是 磁 矩 的 空间 密度 . 
(115.4) 式 是 流 的 平均 值 . 它 可 看 作 流 密度 算 符 /的 对 角 和 矩阵 元 . 这 个 算 符 
可 用 二 次 量子 化 形式 最 简单 地 写 出 来 , 即 把 (115.4) 中 的 娄 生 * 改 成 算 符 竟 


和 多 * (根据 一 般 规则 ,每 项 中 的 亚 ' 应 应 写 在 到 的 左边 ). 这 个 符号 的 非 对 角 和 矩阵 
元 也 能 求 出 : 


7 = (VV: )Y, _y’ VP,] -SAV: ,+ 


+ ccurl( Vv sy, ). CTI.) 
$ 
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目前 还 没有 完整 的 核 力 理论 , 核 力 是 作用 在 核 粒子 (核子 ) 之 间 并 把 它们 束 
缚 在 原子 核 内 的 一 种 力 . 由 于 还 没有 一 个 完整 的 核 力 理论 ,所 以 对 核 力 的 描述 在 
更 大 程度 上 需要 依靠 实验 . 

核子 有 两 种 ,两 者 的 主要 区 别 在 于 它们 的 电 性 . 质子 (p) 带 有 正 电荷 ,而 中 


子 (n) 是 电 中 性 的 .它们 的 自 旋 都 是 ,质量 几乎 相等 (分 别 为 1836.1 和 1838.6 


电子 质量 ). 这 种 相似 性 不 是 偶然 的 , 撤 开 电 性 的 差别 ,质子 和 中 子 是 两 个 极为 
相似 的 粒子 ,这 种 相似 性 在 本 质 上 具有 重要 的 意义 . 

业已 发 现 ,除了 较 弱 的 电力 外 ,两 个 质子 间 的 相互 作用 力 非常 相似 于 两 个 中 
子 加 的 相互 作用 力 ,这 称 为 核 力 的 电荷 对 称 性 吕 . 

在 保持 这 种 对 称 性 的 范围 内 ,我 们 可 以 说 , 双 质 子 (pp) 系统 和 双 中 子 (nn) 
系统 具有 性 质 上 相同 的 态 . 当然 ,在 这 里 重要 的 是 ,质子 和 中 子 服从 同一 种 统计 
〈 即 费 米 统计 ) ,因此 pp 和 nn 系统 只 允许 有 波 函 数 几 (mr ,ol;ir ,o, ) 对 称 性 相同 
的 态 , 即 对 粒子 坐标 和 自 旋 的 同时 交换 保持 反对 称 性 的 那 种 态 . 

可 和 古 , 电 和 谷 对 称 性 不 过 是 质子 和 中 子 间 更 深入 的 物理 相似 性 即 所 谓 同 位 旋 
不 变性 包 的 表现 之 一 . 这 个 性 质 不 但 导致 pp 和 nn 系统 (可 通过 所 有 质子 与 所 有 
中 子 的 对 换 而 相互 得 到 ) 的 相似 性 ,而 且 还 导致 由 不 同 粒子 组 成 的 pn 系统 与 以 
上 两 个 系统 的 相似 性 ,当然 ,它们 不 可 能 是 完全 的 相似 ,因为 pn 系统 中 的 粒子 并 


WD 它 特 别 是 表现 在 镜像 核 性 质 (结合 能 ,能 谱 等 等 ) 的 相似 性 方面 . 一 对 镜像 核 是 指 质子 数 和 中 子 
数 相互 对 换 的 两 个 核 . 
@ 同位 旋 不 变性 ,英文 为 isotoplc invariance ,也 有 称 为 isobaric invariance. 
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不 全 同 , 它 的 态 肯 定 不 限于 波 函 数 为 反对 称 的 态 .但 是 我 们 发 现 , 在 pn 系统 的 各 
种 可 能 态 中 有 些 态 在 性 质 上 和 两 个 全 同 核子 系统 的 态 差 不 多 精确 相同 @. 这 些 
态 当 然 是 由 反对 称 波 函 数 描写 的 (pn 系统 剩 下 的 态 由 对 称 波 函 数 所 描写 ,在 pp 
和 nn 系统 中 并 不 存在 ). 

同位 旋 不 变性 和 电荷 对 称 性 一 样 , 仅 当 略 去 电磁 作用 后 才能 成 立 . 同位 旋 不 
变性 为 什么 只 是 近似 正确 的 另 一 个 理由 是 ,中 子 和 质子 间 存 在 着 很 小 的 质量 差 
别 ;如 果 中 子 和 质子 间 真 是 精确 对 称 的 ,它们 的 质量 当然 也 应 等 同 @. 

有 一 种 方便 的 表述 方式 可 以 用 来 描述 同位 旋 不 变性 . 它 是 根据 下 列 事实 自 
然 地 得 到 的 , 即 同位 旋 不 变性 相当 于 把 核子 系统 的 态 按 其 坐标 - 自 旋 波 函 数 
的 对 称 性 进行 分 类 的 可 能 性 ,而 与 所 述 及 的 核子 类 型 无 关 , 因 此 在 所 找 的 表述 方 
式 中 ,我们 一 定 有 可 能 定义 一 个 描述 系统 状态 的 新 量子 数 ,用 以 唯一 地 确定 函数 


Y 的 对 称 性 与 此 类 似 的 一 种 情况 ,我 们 早已 在 粒子 自 旋 为 二 的 多 粒子 系统 中 矶 
到 过 . 我 们 在 $ 63 中 看 到 ,如 果 指定 了 这 个 系统 的 总 自 旋 S, 则 其 坐标 波 函数 g 
的 对 称 性 就 被 唯一 地 确定 ,而 不 管 每 个 粒子 的 自 旋 分 量 e 究竟 取 + 二 中 的 哪 


个 值 . 
因此 在 对 同位 旋 不 变性 进行 形式 上 的 描述 时 ,我们 就 有 理由 把 中 子 和 质子 
看 作 同 一 个 粒子 (核子 ) 的 两 个 不 同 “ 电 荷 态 ”, 它 们 的 区 别 在 于 一 个 新 矢量 r 的 


分 量具 有 不 同 的 值 , 这 个 新 矢量 > 在 形式 上 与 自 旋 为 二 的 自 旋 矢量 具有 完全 类 
似 的 性 质 . 这 个 新 量 通 常 称 为 同位 自 施 或 同位 旋 @, 它 是 “同位 旋 空间 "&,m,2 
(当然 它 和 实际 空间 毫 无 关系 ) 中 的 一 个 矢量 . 

一 个 核子 的 同位 旋 的 《 轴 分 量 只 能 取 re = + 寺 两 个 值 .+ 二 值 被 任意 地 指 


定 给 质子 - 坟 值 则 指定 给 中 子 @. 几 个 核子 的 同位 旋 可 按 通常 自 旋 的 相 加 法 骨 


相 加 成 为 系统 的 总 同位 旋 . 系统 总 同位 旋 的 ¢ 分 量 等 于 各 个 粒子 的 r, 值 之 和 . 
对 于 一 个 质子 数 为 Z( 即 原子 序数 ) 中 子 数 为 N 质量 数 4 =Z+N 的 核 ,我 们 有 


1 1 
7T,.= > rh (116.1) 


这 可 根据 pp 散射 和 pn 散射 的 实验 数据 分 析 中 得 出 (G. Breit ,E. U. Condon ,R. D. Present ,1936 ) . 
实际 上 ,中 子 和 质子 间 的 这 个 质量 差别 很 可 能 还 是 由 电磁 原因 造成 的 . 
先 由 W. Heisenberg( 1932 ) 所 采用 ,并 由 B. Cassen 和 下 . U. Condon ( 1936 ) 拿 来 描写 同位 旋 不 


变性 


© OOO 


文献 中 也 能 找到 相反 的 指定 . 
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亦 即 当 核子 数 固定 后 ,7, 能 给 出 该 系统 的 总 电荷 . 因此 7, 显然 是 一 个 严格 守恒 
量 , 它 简单 地 表达 了 电荷 的 守恒 . 

正如 总 自 旋 5 确定 了 自 旋 波 函 数 的 对 称 性 那样 ,系统 总 同位 旋 的 绝对 值 7 
确定 了 该 系统 “电荷 部 分 ” 波 函 数 w 的 对 称 性 . 从 而 也 确定 了 坐标 - 自 旋 ( 即 通 
常 的 ) 波 函数 光 的 对 称 性 ,这 是 因为 核子 系统 的 总 波 函 数 ( 即 乘积 yo) 必须 具备 
一 定 的 对 称 性 , 它 和 所 有 的 费 米 子 系统 一 样 , 对 两 个 粒子 的 坐标 , 自 旋 以 及 “ 电 
荷 变量 "r, 的 同时 对 换 必须 反对 称 . 因此 任 一 核子 系统 中 波 函 数 yy 存在 着 确定 
的 对 称 性 ,在 上 述 处 理 中 被 表达 成 为 7 的 守 伍 性 . : 

”我 们 也 可 以 换 一 种 说 法 ,所谓 同位 旋 不 变性 ,是 指 系统 的 性 质 对 同位 旋 空间 
中 的 转动 具有 不 变性 . 仅仅 是 7, 值 不 同 的 各 个 态 (7T 和 其 它 量子 数 具 有 定 值 ) 具 
有 相同 的 性 质 . 电荷 对 称 性 (中 子 和 质子 互 换 后 系统 性 质 的 不 变性 ) 不 过 是 同位 
旋 不 变性 的 一 个 特例 ,可 以 看 成 是 对 所 有 7, 的 同时 变 号 所 具有 的 不 变性 , 亦 即 
绕 同 位 旋 空 间 én 平面 内 的 一 个 轴 旋 转 180。 所 具有 的 不 变性 . 

根据 以 上 的 处 理 显 然 可 知 , 同 位 旋 不 变性 必然 会 被 库仑 作用 所 破坏 ,库仑 作 
用 与 电荷 有 关 ,也 就 是 和 同位 旋 的 & 分 量 有 关 , 故 对 gmt 空间 内 的 转动 并 不 具备 
不 变性 . 

我 们 以 双核 子 系统 为 例 , 它 的 总 同位 旋 可 取 7=1 和 7=0 两 个 值 .T=1 时 
7, 分 量 的 可 能 值 为 1,0, - 1. 根据 (116.1) ,相应 的 电荷 值 为 2,1,0, 亦 即 7=1 
的 系统 可 以 是 pp ,pn 或 nn.7=1 的 波 函 数 电 荷 部 分 w 是 对 称 的 (正如 对 称 的 自 
旋 波 函数 对 应 于 自 旋 $ = 1 一 样 ,参考 §62). 所 以 7T=1 的 态 具 有 反对 称 的 通常 
波 函数 y.7=0 时 只 能 有 7, =0, 相 应 的 波 函数 w 是 反对 称 的 ;因此 它 只 和 pn 系 
统 中 光波 函数 为 对 称 的 态 有 关 . 

同位 旋 对 应 于 一 个 算 符 7, 它 作用 在 波 函 数 的 电荷 变量 r 上 ,正和 自 旋 算 符 
; 作用 在 自 旋 变量 o 上 一 样 . 鉴于 两 者 在 形式 上 完全 类 似 ,?. ,9 ,?, 算 符 和 3$.， 
$,,$, 算 符 一 样 ,由 (55.7) 式 的 泡 利 矩 阵 给 出 . 

下 面 来 给 出 这 些 算 符 的 某 些 组 合 形式 ,它们 具有 简单 的 直观 含义 . 下 列 算 符 

-+ , 

作用 在 中 子 波 函数 上 把 它 变 成 质子 波 函 数 ,作用 在 质子 波 函 数 上 则 等 于 零 . 同 
理 , 算 符 


把 质子 变 成 中 子 ,并 把 中 子 “ 洒 没 ” 掉 . 最 后 ,下 列 算 符 
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使 质子 波 函 数 不 变 并 把 中 子 波 函 数 潭 没 掉 . 上 式 乘 e 后 可 以 称 为 核子 的 电荷 
算 符 . 

现在 来 证 明 , 两 个 粒子 的 对 换算 符 P 可 以 用 它们 的 同位 旋 算 符 ,表达 

出 来 . 根据 定义 ,对 换算 符 作 用 在 双 粒 子 系统 波 函 数 光 mxiir oz) 上 的 结果 

是 使 这 两 个 粒子 的 坐标 和 自 旋 同时 对 换 , 亦 即 变量 + ,o, 和 r, ,0, 对 换 . 这 个 算 

符 的 本 征 值 为 上 1, 当 它 作用 在 对 称 的 或 反对 称 的 少 波 函数 上 时 就 有 

RD 三 峭 对 称 Pi = 一 炒 反 对 称 : (116.2) 

前 面 已 经 讲 过 ,yg 和 yiw# 分 别 对 应 于 总 同位 旋 7T=0 和 7T=1 的 电荷 波 

函数 wy. 由 此 可 见 ,为 了 把 P 表 成 作用 于 电荷 变量 上 的 算 符 , 它 就 应 该 具有 下 列 
性 质 

Po = , .Pw = -0.. (116.3) 


这 两 个 条 件 能 被 算 符 1 - 7T* 所 满足 ,这 是 很 易 看 出 的 ,只 要 注意 到 w, 是 算 符 它 
的 本 征 函 数 , 具 有 本 征 值 7(7T+1). 最 后 , 写 出 T=7 +7, 并 且 考 虑 到 77 和 7 都 


具有 定 值 7(7 +1) = 地 , 即 得 所 求 的 表 式 0 


P=1- 字 = -二 -2 和 色 (116.4) 


对 于 核子 系统 中 各 种 物理 量 的 矩阵 元 ,存在 着 一 定 的 同位 旋 选择 定 则 (L. 
A. Radicati,1952). 设 下 为 具有 相 加 性 的 某 个 量 (任意 秩 张 量 ) , 亦 即 它 对 于 整个 
系统 而 言 的 值 等 于 对 各 个 个 别 核子 而 言 的 值 之 和 . 我 们 把 这 个 量 的 算 符 写成 


E 
式 中 分 别 对 该 系统 内 所 有 的 质子 和 中 子 求 和 . 这 个 表 式 可 写成 下 列 等 同形 式 ， 
] ] 
em lai) Ne 
= (116.5) 


式 中 每 项 都 是 对 所 有 核子 (质子 和 中 子 ) 求 和 . (116.5) 中 的 第 一 项 是 标量 ,第 二 
项 是 同位 旋 空 间 中 矢量 的 : 分 量 . 因此 它们 对 同位 旋 而 言 的 选择 定 则 ,与 普通 空 
间 中 的 标量 和 矢量 对 轨道 角 动 量 而 言 的 选择 定 则 ( 见 $29) 相 同 : 同 位 旋 标 量 只 
允许 不 改变 了 值 的 跃迁; 同位 旋 矢 量 的 & 分 量 只 能 有 AT =0 或 上 1 的 跃迁 矩阵 
元 .对 于 7,=0 的 两 个 态 ,也 就 是 对 于 中 子 数 和 质子 数 相等 的 系统 ,不 能 有 AT = 
0 的 跃迁 ,这 是 因为 A7 =0 的 跃迁 矩阵 元 是 和 7, 成 正比 的 ( 见 (29.7) 式 ). 


由 ”这 种 形式 的 算 符 ,已 在 $ 62 例题 中 用 粒子 的 通常 自 旋 导出 过 . 
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以 原子 核 的 侦 极 矩 为 例 ,f, 为 er 而 f, =0. (116.5) 中 的 第 一 项 为 
1 e 
人 2 0 3 mr. 
因而 和 质心 的 径 矢 成 正比 ,适当 选取 原点 后 可 使 它 等 于 零 . 可 见 核 偶 极 矩 可 化 成 
同位 旋 矢 量 的 分 量 . 
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作用 于 核子 之 间 的 核 力 的 主要 特征 是 力 程 很 短 :在 数量 级 为 10-* cm 的 中 
离 处 指数 式 地 衰减 . 

在 非 相对 论 极 限 下 我 们 可 以 这 样 说 , 核 力 与 核子 的 速度 无 关 并 且 有 势 ; 核 内 
的 核子 速度 大 约 是 光速 的 1/4( 见 后 ). 两 核子 的 相互 作用 势能 U 不 但 和 距离 ， 
有 关 而 且 相 当 强 烈 地 和 它们 的 自 旋 有 关 @. UV 和 7 的 确切 关系 当然 只 能 由 核 力 理 
论 去 确立 ,至 于 它 和 自 旋 的 关系 则 可 根据 自 旋 算 符 的 性 质 经 过 简单 考虑 后 得 出 . 

可 供 我 们 支配 的 与 相互 作用 能 量 VU 有 关 的 矢量 一 起 只 有 三 个 , 即 两 核子 间 


的 单位 径 矢量 =, 以 及 两 个 核子 的 自 旋 s， 和 s,. 根据 自 旋 坟 算 符 的 一 般 性 质 , 它 


的 任意 函数 可 以 化 成 线性 函数 ($55). 再 考虑 到 乘积 .sg 不 是 真 标量 而 是 用 
标量 ( 因为 n 是 极 矢量 而 s 是 轴 矢 量 ). 于 是 很 明显 ,从 n,s,,s, 三 个 矢量 出 发 只 
能 构造 出 两 个 与 自 旋 呈 线性 关系 的 独立 标量 , 即 (s, : s,) (ns)(n.:s,)®@. 
从 而 ,两 核子 的 相互 作用 算 符 计 及 对 自 旋 的 关系 后 ,可 以 写成 三 个 独立 项 
之 和 : 
Ds = (Cr) SU Crt 
+ U(r)[3(8, .nn)($, .nn) -$8,.$,], Cyl 
其 中 两 项 与 自 旋 有 关 ,一 项 无 关 . 第 三 项 被 写成 这 样 的 形式 ,是 使 它 对 n 的 各 个 
方 同 平均 后 等 于 零 . 这 一 项 所 描述 的 力 通常 称 为 张 量力 . 
(117.1) 中 的 下 标 “ 普 通 ” 表 明 这 个 算 符 不 影响 核子 的 电荷 态 . 实际 上 还 存 
在 着 作用 后 使 质子 变 成 中 子 以 及 中 子 变 成 质子 的 相互 作用 . 这 种 “交换 ”作用 的 
算 符 与 (117.1) 不 同 之 处 在 于 还 含有 (116.4) 的 粒子 对 换算 符 : 
Ucn = Ur 
TU (Crt ny ny = <]. (117.2) 
总 的 相互 作用 算 符 为 


帆 从 这 一 点 讲 来 ,粒子 作用 和 电子 作用 有 很 大 的 不 同 , 后 者 的 自 旋 - 自 旋 作用 是 纯 相 对 论 性 的 而 


且 ( 在 原子 中 ) 很 小 . 
@ 这 里 假定 了 核 力 是 空间 反 演 不 变 的 , 亦 即 不 能 含有 硒 标 量 . 迄今 为 止 没有 实验 否定 这 个 假设 . 
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1 二 让 
可 见 两 核子 的 相互 作用 要 用 六 个 不 同 的 距离 函数 来 描写 . 这 些 项 一 般 讲 来 都 属 
于 同一 数量 级 ， 
(117.1) 和 (117.2) 中 的 自 旋 算 符 可 以 用 总 自 旋 算 符 
和 .n=$,. n+$,.n 平 方 起 来 并 利用 名 =8? = (8 a 
( 见 (55.10) 式 ) ,我 们 得 


> 
兹 
I= 
结 
> 
_> 
9 


4 
(8 n) (8 1) = ($1) -| (CIA 


算 符 S$ 和 5 对 易 , 因 此 对 于 (117.1) 和 (117.2) 中 前 两 项 所 代表 的 作用 讲 
来 ,系统 的 总 自 旋 矢量 是 守恒 的 . 张 量 作用 含有 算 符 ($. n)’, 它 和 $$ 对 易 但 和 


矢量 $ 本 身 不 对 易 . 结果 只 有 总 自 旋 的 绝对 值守 恒 , 它 的 方向 不 守恒 . 
双核 子 系统 的 总 自 旋 5 可 取 0 和 1, 总 同位 旋 7 也 是 这 样 ,因此 这 个 系统 所 
有 的 态 可 按 S$ 和 7 值 的 不 同 分 成 四 类 . 每 类 的 态 具 有 相互 作用 算 符 4(r) (对 


$=0) 或 4(7) + B(r) [($.n)* -地 |] (对 $=1), 可 按 每 类 情况 由 一 般 表 式 


(117.3) 化 出 ( 见 题 1) 包 . 

S 和 了 给 定 后 ,系统 的 态 是 按 总 角 动 量 值 J 和 宇 称 分 类 的 .我 们 知道 ,7 =0 
和 了 =1 分 别 对 应 于 波 函 数 y 为 对 称 的 和 反对 称 的 态 . 另 一 方面 ,$ 值 确定 了 波 
盟 数 对 自 旋 变量 的 对 称 性 (S =1 对 称 ,$ =0 反对 称 ). 显然 , 当 5 和 7 给 定 以 后 ， 
波 函 数 对 空间 变量 的 对 称 性 ( 态 的 宇 称 ) 也 被 确定 . 同位 旋 7=0 的 态 只 能 是 偶 
的 三 重 态 (5 =1) 或 奇 的 单 态 (S =0) ;而 同位 旋 7=1 的 态 均 为 奇 的 三 重 态 或 偶 
的 单 态 . 

由 于 目 旋 作为 矢量 并 不 守恒 ,轨道 角 动 量 一 般 也 不 守恒 ,只 有 两 者 之 和 J = 
L+S 是 守恒 的 . 可 是 工 的 绝对 值 也 有 可 能 守恒 ,这 是 因为 给 定 了 J,S 和 字 称 


Q@ 还 可 提 一 下 依赖 于 核子 速度 的 相互 作用 . 在 速度 的 线性 近似 下 ,可 以 用 一 个 具有 [ 91(r) + 9p,(7) 


P] (L$) 形 式 的 算 符 来 描写 ,其 中 工 =r xp 是 两 核子 相对 运动 的 轨道 角 动 量 ,p 是 动量 ,S = +s,. 这 个 
算 符 含有 两 个 r 的 函数 . 根据 宇 称 及 时 间 反 演 不 变性 ,p : n 和 S. n 等 项 被 排除 . 

@ ”有 关 和 气 核 性 质 的 实验 表明 ,7=0,5 =1 的 核子 作用 具有 强 的 引力 和 一 个 深 的 “ 势 阱 ”( 张 量力 的 
存在 使 它 难于 用 函数 4(r) 和 B(7) 的 性 质 表 达 出 来 ). 此 外 ,根据 观测 到 的 氛 核 四 极 矩 的 符号 ,可 知 这 个 态 
的 张 量力 中 B(r) 的 系数 是 负 的 . 根据 核子 散射 实验 结果 ,可 知 7=1,S =0 的 作用 也 是 引力 作用 ,但 比较 
弱 , 特 别 是 不 能 形成 双 粒 子 的 稳定 系统 . 
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(或 J,S 和 7T) 后 ,有 可 能 只 有 一 个 特定 的 LL 值 可 以 与 之 相 容 (记得 双 粒 子 系统 的 
宇 称 为 ( -1)"). 例 如 S=1,J=1 的 奇 态 只 能 有 上 =1, 即 "P. 在 其 它 情形 下 ,给 
定 了 J,S 和 宇 称 后 可 以 有 两 个 不 同 的 也 值 ,因而 也 是 不 守恒 的 .例如 3S=1,J=2 
的 奇 态 可 以 有 工 =1 或 工 =3, 这 是 一 个 组 合 态 P, + 了 2:. 

因此 我 们 得 到 双核 子 系统 的 下 列 各 种 可 能 态 ( 符 号 土 代表 宇 称 ) : 

人 
Bt 1 1G 
TeaDit SD CD. GG) 
;se vv 

核 力 一 般 讲 来 并 不 是 相 加 性 的 . 这 就 是 说 ,两 个 以 上 核子 所 组 成 的 系统 中 ， 
它 的 核 力作 用 并 不 等 于 其 中 所 有 各 对 粒子 的 核 力 作用 之 和 . 然而 ,与 二 体 作 用 相 
比较 ,三 体 作 用 和 多 体 作用 看 来 并 不 重要 ,因此 在 讨论 复杂 核 的 性 质 时 ,在 很 大 
程度 上 我 们 仍 可 以 二 体 作 用 的 性 质 为 基础 . 

原子 核实 验 结果 表明 , 当 粒 子 数 4 增 大 时 ,核子 系统 开始 类 似 于 宏观 的 “ 核 
物质 ”, 它 的 体积 和 能 量 都 与 4 成 正比 地 增长 (质子 间 库 仑 作用 以 及 核 的 目 由 表 
面 所 产生 的 那些 效应 都 是 很 小 的 ). 产生 这 种 现象 的 核 力 性 质 称 为 饱和 性 . 

饱和 性 的 存在 使 核子 的 二 体 作 用 函数 VU, ,…,U。 受到 一 定 的 限制 . 假定 所 
有 粒子 都 集中 在 核 力 作用 半径 那样 大 小 的 一 个 体积 内 ,使 得 每 对 粒子 间 都 有 相 
互 作用 存在 . 如 果 有 这 样 一 种 核子 组 态 (以 及 这 样 一 些 自 旋 取 疝 ) 其 中 每 对 间 的 
作用 力 都 是 吸引 力 ,那么 这 个 系统 的 势能 是 负 的 并 且 与 4 成 正比 ,其 动能 是 正 
的 并 且 和 4“ 成 正比 (4 的 较 小 寡 次 ) 山 . 显然 ,在 这 种 条 件 下 会 有 足够 多 的 核子 
集中 到 一 个 与 4 无 关 的 小 体积 中 去 , 即 不 能 形成 核 物质 .由 此 可 见 , 核 力 饱 和 人 性 
可 以 表 成 这 样 的 条 件 : 与 4 成 正比 的 负 作 用 能 量 的 那些 组 态 都 不 存在 ( 见 
题 2). 

核 物质 体积 与 其 粒子 数 的 正比 性 可 用 下 式 表 出 : 

R=r,.A™. CULE7:S) 

上 式 给 出 了 核 半径 R 和 核 中 粒子 数 4 的 关系 . 实验 结果 (电子 和 核 的 散射 ) 给 出 
r =1.1 x10™ em. 

我 们 可 求 出 核 物 质 中 核子 动量 的 极限 值 ( 参 考 $70). 物理 空间 单位 体积 内 
动量 为 p<p。 的 粒子 所 占 的 相 空 间 体积 为 4mpo/3, 除 以 (2wh) 后 即 得 “ 相 格 ” 
数 ,每 格 中 可 以 同时 占有 两 个 质子 和 两 个 中 子 . 令 中 子 数 等 于 质子 数 ,我 们 得 


@ 集中 于 某 一 给 定 体积 内 的 粒子 其 密度 与 粒子 数 4 成 正比 ,每 个 粒子 的 动能 与 n“ 成 正比 ( 参 
考 (70.1) ) , 故 总 动能 ~4 .4”. 
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dn 1 mm 1 _ 4 
3 [| 四 
V 是 原子 核 体积 . 把 (117.5) 代 和 人 得 
3T 4 1/3 


po= | 7 ) h=(9") = 1 0 ens. 
0 


相应 的 动能 po/2m, ~ 40 MeV(m, 为 核子 质量 ) ,而 速度 为 


Ee 
m, 4 
要 题 


1. 对 S,T 具有 定 值 的 各 种 双核 子 态 , 求 其 相互 作用 算 符 . 
解 : 根 据 一 般 表 式 (117.1) 一 (117.3) ,应 用 (116.3) 和 (117.4) ,得 所 求 的 


U, 算 符 8 


3 3 
Lo = UL 一 本 + Us Uys 
A 3 3 
Us = -a0 一 LU ts 


Us,=U, + 二 也 + U, + 二 + (DU, +U L300S a nj: 21. 


~ ] ] ] 
U',=U, 一世 a 
有 求 核 力 饱和 性 的 条 件 , 假 定 张 量力 不 存在 ,其 它 各 型 的 力 假定 具有 相等 
的 作用 半径 . 
解 : 对 核子 数 为 4 的 系统 ,考虑 几 种 极端 情形 的 态 (其 它 各 种 情形 都 介 于 其 
间 ). 写 出 这 个 系统 中 一 个 “平均 ”核子 对 的 相互 作用 能 为 正 的 各 种 条 件 . 


假定 原子 核 的 总 自 旋 和 总 同位 族 都 呈 极 大 值 ;Su = Tu = 了 4( 当 系统 中 的 


(UD =0 TS na 


粒子 都 是 质子 而 且 它们 的 自 旋 都 平行 时 ). 则 每 对 核子 具有 5S=7T=1, 要 写 出 的 
条 件 为 
US0, CF 


其 次 , 设 7。 = 4,Sg =0. 则 每 对 核子 的 T=1, 每 个 粒子 的 s. 平均 值 为 零 ， 


后 者 表明 核子 的 s, = 本 和 >， = -了 是 等 概率 的 . 在 这 些 条 件 下 ,一 对 核子 处 于 


5 =0 态 或 5=1 态 的 概率 分 别 为 1/4 和 3/4( 与 $. 值 的 个 数 2$S+1 成 正比 ). 因 
此 核子 对 平均 能 量 为 正 的 条 件 为 
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1 3 
二 (2) 


同样 地 ,讨论 Tu =0,Sh = 二 4 的 态 ,得 条 件 
1 3 
Ur + Un A (3) 
在 T=S。=0 的 那些 态 中 ,核子 对 具有 5S=7T=1 的 概率 为 3/4 x3/4, 具 有 
T=1,S =0 的 概率 为 3/4 x1/4, 以 此 类 推 .从 而 得 条 件 
9 


3 1 
16Ur +i6( Ui + Un) + joUo >0. (4) 


最 后 , 设 系统 由 本 4 个 质子 和 了 4 个 中 子 所 组 成 ,所 有 质子 的 自 旋 平行 并 和 


所 有 中 子 的 自 旋 反 平行 . 单个 核子 为 p (7 = 本 ] 或 a( re = -地 的 概率 相等 ， 
核子 对 具有 了 =0 的 概率 为 1/4, 由 于 这 一 对 核子 中 一 个 是 p 另 一 个 是 n, 故 5S,= 
0. 这 个 S, 值 以 相等 的 概率 来 自 S=0 或 $=1 的 态 . 因此 核子 对 处 于 7 了 =0,S=0 
态 和 T=0,S =1 态 的 概率 都 等 于 1/4 x1/2 =1/8.7T=1,S=0 的 态 也 有 这 样 的 概 
率 , 剩 下 5/8 的 概率 就 属于 T=S=1 的 态 . 因而 得 条 件 


1 3 

Uw + Uo + Uo) + (5) 
不 等 式 (1) 一 (5) 构 成 核 力 饱和 性 所 需 的 条 件 . 
$118 过 层 模型 


原子 核 的 许多 性 质 可 用 壳 层 模型 很 好 地 描述 , 它 和 原子 的 电子 壳 层 结构 基 
本 上 类 似 . 这 个 模型 中 ,原子 核 内 的 每 个 核子 可 以 看 作 是 在 所 有 其 余 核 子 所 组 成 
的 自 洽 场 中 运动 :由 于 核 力 的 作用 范围 很 小 ,这 个 场 一 超出 核 “ 表 面 " 所 围 的 体 
积 就 很 快 地 衰减 . 与 此 相应 ,整个 原子 核 的 态 可 用 指定 各 个 单 核子 态 的 办 法 来 
描写 . 

自治 场 是 球 对 称 的 ,对 称 中 心 当然 就 是 原子 核 的 质心 ,这样 一 来 ,就 产生 了 
下 列 困难 . 在 自 浴场 法 中 ,系统 的 波 函数 是 由 单 核子 波 函 数 的 乘积 (或 适当 对 称 
化 后 的 乘积 之 和 ) 构 成 的 ,可 是 这 样 的 函数 无 法 保持 质心 不 动 0: 由 这 种 函数 算 
出 的 质心 平均 速度 虽然 等 于 零 , 但 速度 值 本 身 的 概率 并 不 等 于 零 . 

当 我 们 用 自治 场 法 的 波 函数 (7,,…,r) 计 算 任 一 物理 量 时 ,可 以 采用 先 
消除 质心 运动 的 办 法 来 避免 这 一 困难 . 设 f(r,,p,) 为 某 一 物理 量 , 它 是 核子 坐标 


QD 对 于 原子 中 的 电子 不 会 产生 这 种 困难 ,因为 它 的 质心 和 不 动 的 原子 核 位 置 重合 ,必然 是 静止 的 . 
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a 
和 动量 的 函数 . 当 用 函数 组 y 计算 它 的 矩阵 元 时 ,我 们 必须 在 不 改变 w(x,) 的 情 
次 下 把 函数 /中 的 宗 量 改 为 


ri—r,—R, pp -AP. (118.1) 


式 中 R 是 原子 核 质 心 的 径 矢 ,4 是 核 内 粒子 数 ,P 是 整体 运动 的 动量 . (118. 1) 中 
的 第 二 项 相当 于 从 核子 速度 w ,中 减 去 质心 速度 了 ,已 和 站 的 关系 为 己 -= Am,V 
(S. Gartenhaus, C. Schwartz,1957). 

例如 原子 核 偶 极 矩 算 符 为 d=e5r,, 式 中 对 核 内 所 有 质子 求 和 . 用 目 洽 场 法 
算 其 矩阵 元 时 ,这 个 算 符 必须 改 成 e(r, -RR) .原子 核 的 质心 坐标 为 


1 
= 地 | 2 r, 十 2 下 
式 中 对 所 有 质子 和 中 子 求 和 . 由 于 核 内 质子 数 为 Z, 偶 极 矩 算 符 最 后 改 成 
| 有 (118. 2) 


上 式 中 的 质子 具有 “有 效 电 荷 "e(1 - 2Z/4) ,中 子 具有 “电荷 ”- eZ/4. 由 (118.2) 
知 , 偶 极 矩 改正 项 的 相对 数量 级 为 1. 不 难 求 出 , 磁 矩 和 更 高 级 电 多 极 矩 改正 项 
的 相对 数量 级 为 1/4. 

非 相 对 论 近似 中 ,核子 和 自治 场 的 相互 作用 与 该 核子 的 自 旋 无 关 : 这 种 关系 
只 能 和 $n 成 正比 ,n 是 沿 核子 径 矢 r 的 单位 矢量 ,这 个 乘积 是 一 个 奉 标 量 而 
不 是 真 标量 . 

但 当 计 及 依赖 于 粒子 速度 的 相对 论 项 以 后 ,核子 能 量 就 会 依赖 于 自 旋 . 其 中 
的 最 大 项 与 速度 成 正比 .从 s,m 和 w 三 个 矢量 出 发 可 组 成 一 个 真 标量 n xv . 
因此 原子 核 内 核子 的 自 旋 - 轨道 看 合算 符 为 

V = -pg(r)nxd .$, (118.3) 
9(7) 泵 7 的 某 个 函数 , 见 $ 117 第 三 个 附注 . 由 于 m,r xv 是 粒子 的 轨道 角 动 量 
加, (118.3) 也 可 写成 
六 = -f(r)i.$, (118.4) 
其 中 f= jp/rm- 应 该 强调 这 个 作用 是 we 的 一 级 效应 ,而 原子 中 电子 的 自 旋 - 
轨道 看 合 是 二 级 效应 (§ 72) ,这 个 差别 是 由 于 核 力 即使 在 非 相 对 论 近似 中 也 依 
赖 于 上 自 旋 , 而 电子 的 非 相 对 论 相互 作用 (库仑 力 ) 是 与 自 旋 无 关 的 . 

日 旋 -轨道 作用 能 量 主要 集中 在 原子 核 表面 附近 , 亦 即 函数 fr) 在 核 内 衰 
减 . 这 是 因为 这 种 作用 在 无 限 的 核 物质 中 根本 不 会 存在 ,只 要 考虑 到 此 时 的 系统 
是 均匀 的 ,显然 不 再 存在 某 种 优先 的 n 方 向. 


作用 项 (118. 4) 把 轨道 角 动量 为 ! 的 核子 能 级 分 烈 成 为 角 动 量 7 = 1+ 的 
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两 个 能 级 . 
由 于 ( 按 (31,3》) 
1+s=371, j=1+ 方 
| 人 (118.5) 
“= (ty), J 
分 裂 量 为 
AE =E,y -Ey =f7) (1+=). (MB..6) 


实验 表明 ,j=1+ 二 的 能 级 (1 和 s 平 行 ) 低 于 j=1- 少 的 能 级 ,这 意味 着 /(7) >0. 


原子 核 中 核子 的 自 旋 - 轨道 耦合 要 比 该 核子 与 自 洽 场 的 作用 弱 , 但 是 一 般 
讲 来 它 要 比 原子 核 内 两 个 核子 的 直接 作用 能 量 来 得 大 , 因 后 一 种 作用 随 着 原子 
量 的 增加 而 更 快 地 衰减 . 

各 种 相互 作用 能 的 上 述 大 小 关系 ,使 核能 级 必须 按 六 耦合 分 类 :各 个 核子 
的 目 旋 和 轨道 角 动 量 相 加 成 为 总 角 动 量 j =1+s, 由 于 1 和 s 间 的 关系 不 受 粒子 
间 直 接 作用 的 影响 (M. Gippert - Mayer,1949;0. Haxel,J. H. D. Jensen, H.E. 
Suess ,1949)j 具有 定 值 出 . 随后 单个 核子 的 了 相 加 成 为 原子 核 的 总 角 动 量 J (J 
通常 简称 为 核 自 旋 , 犹 如 把 原子 核 当 作 一 个 基本 粒子 ). 从 这 方面 看 来 ,核能 级 
的 分 类 与 原子 能 级 根本 不 同 :在 原子 的 电子 壳 层 中 ,相对 论 性 的 自 旋 - 轨道 耦 
合 一 般 地 小 于 直接 的 电 作用 和 交换 作用 , 故 其 能 级 分 类 通常 以 LS 耦合 为 基 
础 . 

原子 核 中 每 个 核子 的 态 由 它 的 角 动 量 / 和 它 的 宇 称 来 描写 . 尽管 矢量 1 和 8 
并 不 分 别 守恒 ,可 是 核子 轨道 角 动 量 的 绝对 值 可 以 具有 定 值 . 因为 角 动 量 j 可 以 


来 自 1=7 -六 的 态 或 者 来 自 1=7+ 本 的 态 ,对 于 给 定 的 j( 半 整数 ) ,这 两 个 态 具 


有 不 同 的 宇 称 ( -1) ,所 以 当 和 宇 称 都 确定 后 ,量子 数 1 也 就 被 确定 了 . 

具有 给 定 1 和 j 值 的 各 个 核子 态 习 惯 上 按 “ 主 量子 数 ”n 编号 ( 按 能 量 的 递增 
次 序 ) ,n 从 1 开始 取 整 数值 @. 各 种 态 记 作 1s; ,1p1 ,1ps ,等 等 . 其 中 字母 前 的 数 
字 为 主 量子 数 ,字母 s,p,d,… 按 惯例 代表 1 值 ,下 标 为 j 值 . 具有 给 定 n,1,j 值 的 
一 个 态 中 可 以 同时 具有 不 超过 27 +1 个 中 子 和 不 超过 217 +1 个 质子 . 

整个 核 的 态 ( 组 态 为 给 定 ) 按 惯例 用 值 及 该 态 的 宇 称 符号 + 或 -来 标志 
(后 者 在 完 层 模型 中 由 所 有 核子 1 值 的 代数 和 的 奇偶 来 确定 ). 


@ 只 有 对 最 轻 的 原子 核 ,耦合 才 接近 于 LS. 
@ 与 原子 中 电子 能 级 的 通常 做 法 不 同 , 在 那里 的 取 值 是 从 1+1 开始 的 . 
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根据 有 关 核 性 质 实验 结果 的 分 析 , 有 可 能 导出 有 关 核 能 级 位 置 的 一 系列 规 
则 . 首先 ,我们 发现 核子 能 量 随 轨道 角 动量 1 增 大 .产生 这 个 规则 的 原因 是 , 当 1 
增 大 时 粒子 的 离心 能 随 之 增 大 ,从 而 使 结合 能 减 小 . 


其 次 ,对 于 一 个 给 定 的 1,j=1+ 地 的 能 级 (相当 于 矢量 1 和 s 平行 ) 位 于 j=/ 


-二 能 级 之 下 . 这 个 规则 已 经 在 前 面 提 及 , 它 和 原子 核 内 核子 的 自 旋 - 轨道 看 合 


性 质 有 关 . 

下 面 的 规则 与 原子 核 的 同位 旋 有 关 , 已 知 同位 旋 的 分 量 7, 是 由 该 核 的 质量 
数 和 质子 数 确定 的 ( 见 (116.1) 式 ). 对 于 一 个 给 定 的 7, 值 ,同位 旋 的 绝对 值 可 
取 7=17,1 的 任意 值 . 一 般 讲 来 ,原子 核 的 基态 具有 这 些 同位 旋 允 许 值 中 的 最 小 
值 , 即 


7, =17,1 = (N-2). (118.7) 
这 个 规则 来 自 中 子 -质子 相互 作用 的 一 个 性 质 , 即 在 np 系统 中 同位 旋 7T=0 的 
人 态 ( 即 气 核 态 ) 要 比 7=1 态 的 结合 能 大 , 见 $ 117 的 倒数 第 二 个 脚注 . 

我 们 也 能 对 基态 核 的 自 旋 建 立 起 一 些 规 则 . 这 些 规 则 确定 了 单 核子 角 动 量 j 
如 何 相 加 成 为 核 的 总 自 旋 . 它 表 现在 原子 核 中 处 于 相同 态 的 质子 或 中 子 有 以 相 
反 的 角 动 量 配合 “成 对 ”的 趋势 . 这 种 pp 和 nn 对 的 结合 能 约 为 1 或 2 MeV 的 数 
量 级 . 

这 个 现象 特别 表现 在 偶 - 偶 核 中 (原子 核 含有 偶数 个 质子 和 偶数 个 中 子 ) ， 
上 述 规则 使 核子 角 动 量 成 对 地 抵消 掉 ,结果 使 这 种 核 的 总 角 动 量 等 于 零 . 

但 如 原子 核 具有 奇数 个 质子 或 中 子 ,并且 满 壳 层 外 的 所 有 核子 处 于 相同 态 
中 ,该 核 的 总 角 动 量 通常 就 等 于 一 个 核子 的 角 动 量 ,因为 所 有 的 质子 和 中 子 配对 
以 后 只 剩 下 了 一 个 核子 ( 满 壳 层 的 总 角 动 量 必然 为 零 ). 

对 于 奇 -~ 奇 核 (Z 和 都 是 奇数 ) ,没有 一 般 规则 足以 确定 基态 的 自 旋 . 

对 原子 核 内 各 个 壳 层 具 体 填充 方式 的 讨论 ,需要 对 现 有 各 种 实验 数据 进行 
详细 的 分 析 , 这 就 超出 了 本 书 的 范围 . 下 面 只 想 大 致 地 提 几 点 . 

研究 原子 性 质 时 我 们 曾经 看 到 ,电子 态 可 以 分 成 若干 个 组 ,每 当 填 满 一 组 转 
和 下 一 组 时 ,电子 的 结合 能 就 下 降 . 对 原子 核 也 有 类 似 的 情况 ,核子 态 可 分 成 下 
列 各 组 : 
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核子 数 
ls,,, 2 
lialBrss 6 
lds,, ,1da2 ,281,, 12 
(118.8) 
和 :pas lf 2 30 
2dsn， Lg Ln :5 2 32 


ial hoes lly 2f;,, ,3p3 ,3pi 44 


每 组 给 出 了 质子 或 中 子 的 总 空位 数 . 根据 这 些 数字 ,每 当 原 子 核 中 的 质子 总 数 Z 
或 中 子 总 数 N 等 于 下 列 各 数 之 一 时 ,就 有 一 个 组 被 填 满 . 

OU 126: 
这 些 数 通常 称 为 幻 数 @ 

Z 和 都 是 幻 数 的 “ 双 幻 ” 核 特别 稳定 . 与 邻近 的 核 相 比 ,它们 再 结合 一 个 
核子 的 能 力 特别 弱 , 从 而 它们 的 第 一 激发 态 特别 高 @. 

(118.8) 所 列 各 组 的 态 ,大 致 上 反映 了 一 些 核 的 填充 次 序 . 但 在 实际 上 , 却 
发 现 填 充 过 程 是 相当 不 规则 的 ,此 外 还 应 注意 到 ,在 不 接近 于 幻 数 的 重 核 中 ,能 
级 间距 可 能 和 ”成 对 能 量 "差不多 大 小 ,单个 核子 对 作为 一 个 状态 成 分 的 态 概念 
本 身 也 在 很 大 程度 上 失去 意义 . 

我 们 对 壳 模 型 中 核磁 矩 的 计算 作 几 点 说 明 . 我 们 所 指 的 当然 是 对 核 内 的 粒 
子 运动 平均 以 后 的 磁 矩 . 这 个 平均 磁 矩 灰 显然 是 沿 核 自 旋 了 的 方向 , 它 是 核 内 
唯一 的 特殊 方向 ,因此 它 的 算 符 为 

Kh =p08), (118.9) 
ws 是 核磁 子 ,g 是 回转 磁 因 子 . 磁 矩 分 量 的 本 征 值 为 所 ,=uogMj. 它 的 最 大 值 y= 
wogjJ 通常 简称 为 核磁 矩 (参考 (111.1) 式 ). 采 用 此 记号 后 有 


KM =AJAJ (118.10) 
核磁 矩 是 由 满 壳 层 以 外 的 核子 磁 矩 组 合 而 成 的 因为 满 充 层 内 核子 角 动 量 
已 经 抵消 掉 . 每 个 核子 在 核 内 产生 的 磁 矩 由 两 部 分 组 成 : 自 旋 部 分 和 (质子 情形 


下 ) 轨道 部 分 , 亦 即 可 表 成 g&.$ + g,1( 此 后 我 们 略 去 因子 wm , 即 核磁 矩 通常 以 核磁 
于 为 单位 ). 自 旋 的 和 轨道 的 旋 磁 因子 ,对 质子 为 g, =1,g, =5.585; 对 中 子 为 g， 
=0,g, = —3. 826. 

对 核 内 的 核子 运动 平均 以 后 , 磁 矩 就 正比 于 j, 把 它 写 成 g,j 形式 后 ,我们 有 


QD ”16 各 态 (8 个 空位 ) 有 时 单独 编 成 一 组 ,所 以 28 也 具有 某 种 幻 数 性 质 . 
© 这 些 核 有 2He, ,a 0 ,2Caso ,并 Pb 126 ， “He 核 不 能 再 加 进 一 个 模子 
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gj =8,8 + = 二 (& rg)j+7 (8 =p YE =) 
上 式 两 边 乘 j =i +$, 取 其 本 征 值得 


gj(j+1) = (8 +g) +1) + 


+ (8 -8) [lL+1) -s(s+1)], 


到 | FE 
8; = 8 Py 一 


取 上 述 旋 磁 因子 值 , 对 质子 磁 矩 六 = gj 有 


1 
J MM | ); 
(118. 12) 


全 


LI 





对 中 子 有 
1. 91 


》 J | 


» = 91, 





(118. 13) 


(T. Schmidt,1937) 

如 果 封 闭 壳 层 外 只 有 一 个 核子 ,(118.12) 和 (118. 13 ) 直接 给 出 了 核磁 矩 . 
对 于 两 个 核子 , 磁 矩 的 相 加 也 是 很 简单 的 ( 见 题 1). 当 核 子 数 超过 2 时 , 磁 窍 的 
平均 必须 用 该 系统 的 波 函 数 ,后 者 由 单个 核子 波 函 数 以 适当 的 方式 构成 . 如 果 核 
子 组 态 以 及 整个 原子 核 的 态 已 经 给 定 , 当 所 给 组 态 中 具有 给 定 J 和 了 值 的 态 只 
有 一 个 的 时 候 , 系 统 的 波 函 数 能 够 唯一 地 构成 (例如 见 题 3). 否则 的 话 ,原子 核 
的 态 是 几 个 (J 和 了 相同 的 ) 独 立 态 的 混合 ,而 核 波 函数 中 的 线性 组 合 系数 一 般 
讲 来 还 是 未 知 的 呈 . 

最 后 可 指出 ,原子核 内 核子 自 旋 - 轨道 耦合 的 存在 ,使 得 核 内 质子 产生 一 个 
(118.9) 式 以 外 的 附加 磁 矩 (M. Gipper - Mayer, J. H. D. Jensen ,1952 ) . 其 理由 
是 , 当 有 外 场 存在 时 , 显 含 粒子 速度 的 相互 作用 算 符 中 应 把 动量 p 改 成 p -eA4/ 
c. (118.3) 式 作 此 替代 后 ,采用 (111.7) 式 的 矢 势 ,我 们 发 现 质 子 哈密 顿 算 符 中 


@D 但 是 ,对 核磁 和 矩 的 “ 单 粒 子 "计算 ,实际 上 相当 不 精确 . 这 时 (118.12) 和 (118. 13 ) 中 的 两 对 值 不 
是 磁 和 矩 的 精确 值 而 只 是 其 上 下 限 . 
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含有 下 列 附 加 项 : 
Cn x4 .8 = 马 放 arX( 再 六 7 “$= 
a XT) HH. 
这 一 项 等 价 于 附加 磁 矩 的 出 现 , 其 算 符 为 


Me 二 = 去 (§ xr) = 


a -Fi fr (8 an) (118.14) 
习 题 
1. 试 求 双核 子 系统 (具有 总 角 动 量 了 = 万 + 万 ) 的 磁 矩 ,用 两 个 核子 磁 矩 凡 


和 表 出 . 
解 :与 推导 (118.11) 式 类 似 ,我 们 得 
1] /KM KW 1 /Wm pay Chih) (j++1) 
i 
2. 试 求 三 核子 系统 的 各 种 可 能 态 , 每 个 核子 的 角 动 量 j =3/2( 主 量子 数 
相同 ). 
解 :与 8 67 中 求 等 效 电 子 系统 的 各 种 可 能 态 类 似 , 每 个 核子 可 以 处 于 (m,， 
7 ) 值 不 同 的 下 列 和 八 个 态 中 的 一 个 : 
CHD RY 
(BD lL LY 
把 其 中 的 三 个 不 同 态 组 合 起 来 ,可 得 (MM),7,) 值 不 同 的 下 列 各 种 三 核子 系 
统 态 : 
7222 
1/2). (括号 前 的 数字 代表 该 态 的 数目 ,M) 和 了 .为 负 值 的 态 无 需 写 出 ). 它们 对 
应 于 以 下 各 种 (J,T) 值 : 
(TV Y C372 2 C70 370) (C320 TY IY Ly) 
3. 某 组 态 由 处 于 psj, 态 的 两 个 中 子 和 一 个 质子 所 组 成 (n 相同 ), 求 其 基态 
磁 矩 ( 计 及 同位 旋 不 变性 )@. 
解 :此 组 态 的 基态 具有 J=3/2, 根 据 本 节 所 给 规则 , 它 的 同位 旋 具 有 最 小 值 


1 
f 衣 一 | | 一 


@ Li 核 具 有 这 种 组 态 ( 在 封闭 壳 层 (ls )4 外 面 ). 
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现在 来 求 对 应 于 最 大 值 Wi =3/2 的 系统 波 函 数 . 这 个 值 可 分 别 来 自 pn,n 
的 下 列 各 组 m,; 值 (两 个 核子 相同 时 要 用 泡 利 原理 ): 


(3 
因此 所 求 的 波 函 数 Vzr! 具 有 下 列 线性 组 合 形式 : 
2 
下 = (1) 
式 中 的 […j] 代 表 三 个 单 核子 波 函 数 rz; 的 反对 称 乘 积 ( 即 (61.5) 的 行列 式 
形式 ). 
下 列 算 符 作用 在 (1) 式 上 必 等 于 零 ( 见 § 67, 例 题 ); 


A 

7 算 符 把 第 i 个 核子 的 质子 波 函 数 变 成 中 子 波 函 数 (把 中 子 波 函 数 变 成 零 ). 因 
此 很 易 看 出 ,7_ 算 符 使 (1) 式 第 一 项 的 行列 式 中 有 两 行 都 变 成 零 ,同时 把 其 余 三 
项 的 行列 式 变 成 相等 .因此 得 下 列 条 件 ， 

b+c+d=0. 
其 次 ,对 j=3/2 而 mj 值 不 同 的 各 个 单 核子 态 , 我 们 有 [根据 (27.12)]: 

os =0, 天 =V3ua 2 ， J =2y', 六 = /3 
由 此 很 易 找 出 ], 算 符 作 用 在 (1) 式 上 的 结果 为 
7 WA a [de a 

(有 几 项 的 变 号 与 行列 式 中 各 行 的 置换 有 关 ). 上 式 等 于 零 的 条 件 为 ， 

a+b-c=0, 

c—-d=0. 

根据 以 上 诸 条 件 再 加 上 (1) 式 的 归 一 化 条 件 , 可 得 出 


有 六 A | A 

考虑 到 m, 态 中 质子 (或 中 子 ) 磁 矩 的 平均 投影 值 为 NTT 或 Warm) , 即 可 
求 得 由 (1) 式 波 函 数 算 出 的 系统 磁 和 矩 平均 值 , 它 等 于 
p=h = tp + (3 + Sp, ] + | -3 + | = (13p, +2, ). 
根据 (118.12),(118.13) 式 ,处 于 ps 态 的 核子 有 凡 , = -1.91,m, =3.79. 结果 得 
k=3.03. 

4. 设 满 充 层 外 的 所 有 核子 都 属于 同一 态 , 并 且 质 子 数 等 于 中 子 数 , 求 核磁 
憩 . 
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解 :由 于 N=Z 时 同位 旋 分 量 值 7, =0, 因 此 只 有 下 列 算 符 的 同位 标量 部 分 
才 有 对 角 撼 阵 元 : 
R= 》 geht > gj 
参考 8116 之 未 .根据 (116.5) 式 取出 以 上 算 符 的 同位 标量 部 分 , 它 等 于 


] s 和 
可) se + 
n,p 


因此 总 平均 核磁 矩 等 于 (8, +g,)J 

5. 计算 角 动 量 为 j 的 核子 的 附加 磁 和 矩 ,用 (118.6) 式 的 自 旋 -轨道 分 裂 值 
把 它 表 达 出 来 (M. Goepper - Mayer,J. Jensen ,1952). 

解 :对 算 符 (118.14) 的 角 部 求 平均 [把 (118.14) 大 括号 内 的 表 式 记 作 G6]. 
应 用 $29 例题 中 所 得 的 公式 ,得 出 结果 为 
(8° DI- .si Sl+1)s 
CO 
另 一 方面 ,对 核子 运动 整个 平均 以 后 ,or 的 平均 值 只 能 沿 j 方 向 , 即 G =aj; 其 中 
的 a= (Gj)/ 六 .把 (2) 式 中 的 矢量 投影 到 上 [并 且 考 处 到 算 符 和 (1 . 8) 是 
对 易 的 ] 同 时 把 1.s,[? 等 等 改 成 它们 的 本 征 值 ,经 过 简单 计算 后 可 得 下 式 所 示 
的 核子 附加 磁 短 ( 以 核磁 子 为 单位 ) ， 


(2) 








2 
人 有 了 
Nm 加 = Tf(7) -i (j= 二 时 )， 


m, 是 核子 质量 ,R 是 核 半 径 . 由 于 f(r) 在 核 内 深 处 很 快 地 衰减 , 求 rf 的 平均 时 
可 以 把 7 改 成 R.(3) 中 的 f 可 按 (118.6) 式 表 为 自 旋 -轨道 分 裂 值 . 
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在 有 心力 场 中 运动 的 粒子 组 不 可 能 具有 转动 能 谱 ,在 量子 力学 中 ,这 个 系统 
的 转动 概念 是 没有 意义 的 . 这 一 点 适用 于 $ 117 中 所 讲 的 具有 球 对 称 自 浴场 的 
原子 核 壳 层 模型 . 

把 一 个 系统 的 能 量 分 成 “内 在 ”和 “转动 ”部 分 ,这 在 量子 力学 中 没有 确切 的 
含义 , 它 只 能 是 近似 的 并 且 在 下 列 情形 下 才 是 可 能 的 , 即 由 于 某 种 物理 原因 ,这 
个 系统 能 够 很 好 地 近似 成 为 运动 于 某 一 给 定 非 球 对称 场 中 的 粒子 组 . 考虑 到 这 
种 场 相对 于 茶 一 固定 坐标 系 转动 的 可 能 性 ,结果 就 有 能 级 的 转动 结构 . 例如 分 子 
中 束 出 现 这 样 的 情形 , 它 的 电子 谱 项 可 以 作为 运动 于 给 定 的 固定 核 场 中 的 一 个 
多 电子 系统 的 能 级 来 加 以 确定 . 


(3) 
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实验 表明 ,大 多 数 原子 核 确 实 没 有 转动 结构 ,这 意味 着 对 这 些 核 来 说 , 球 对 
称 目 洽 场 是 一 个 很 好 的 近似 . 也 就 是 说 , 除 有 量子 涨 落 外 ,这 些 核 是 球形 的 . 

但 也 存在 另 一 类 核 ,它们 具有 转动 型 的 能 谱 ;它们 大 致 位 于 原子 量 为 150 < 
4<190 和 4>220 的 范围 内 ,这 个 性 质 意味 着 , 球 对 称 的 自 洽 场 差 不 多 对 这 些 核 
是 完全 不 能 适用 的 ,而 从 原则 上 讲 ,应 在 事先 不 作对 称 性 假定 的 情形 下 去 求 自 洽 
场 ,以便 使 这 些 核 的 形状 也 能 “自治 地 ”加 以 确定 .实验 表明 ,这 类 原子 核 的 正确 
模型 是 这 样 的 , 它 的 自 洽 场 具有 一 个 对 称 轴 和 一 个 垂直 于 它 的 对 称 平面 ( 亦 即 
具有 旋转 椭 球 的 对 称 性 ). 非 球形 核 的 概念 在 A. Bohr 和 B. R. Mottelson( 1952 一 
1953 ) 的 工作 中 得 到 了 详尽 的 发 展 . 

需要 强调 的 是 ,在 这 里 我 们 考虑 的 是 性 质 上 不 同 的 两 类 核 . 这 一 点 特别 可 从 
下 列 事实 看 出 , 核 或 者 是 球形 的 ,或 者 就 是 “形变 程度 ”并 不 很 小 的 非 球形 . 

核 内 未 满 充 层 的 存在 有 利于 非 球形 的 出 现 , 而 核子 的 配对 现象 看 来 也 相当 
重要 . 另 一 方面 ,封闭 壳 层 趋向 于 给 出 球形 核 ,一 个 典型 例子 是 双 幻 核 哄 Pb :由 于 
它 的 核子 组 态 的 封闭 性 ,这 个 核 (以 及 邻近 于 它 的 核 ) 是 球形 的 ,这 就 使 得 在 非 
球形 重 核 序列 中 出 现 了 一 个 间断 . 

非 球 形 核 的 能 级 由 两 部 分 组 成 : “固定” 核 的 能 级 和 整体 转动 的 能 级 . 在 
偶 - 偶 核 中 ,转动 结构 的 能 级 间距 小 于 “固定 ” 核 的 能 级 间距 . 

非 球 形 核 的 能 级 分 类 在 许多 方面 类 似 于 由 两 个 相同 原子 组 成 的 双 原 子 分 
子 , 因 为 这 两 种 情形 中 粒子 (核子 或 电子 ) 所 处 的 场 具 有 相同 的 对 称 性 . 因此 我 
们 可 以 直接 应 用 第 十 一 章 中 所 得 的 一 系列 结论 出 . 

我 们 先 考 虑 "固定 " 核 的 状态 分 类 ,在 轴 对 称 场 中 ,只 有 角 动 量 沿 对 称 轴 的 
分 量 是 守恒 量 . 因此 每 个 核 态 首先 由 总 角 动 量 的 2 分 量 所 描写 包 , 它 可 以 是 整数 
或 半 整 数 . 根据 波 函 数 在 所 有 核子 坐标 (相对 于 该 核 中 心 ) 反 号 时 的 行为 ,能 级 
可 用 侦 (g) 或 奇 (w) 描 述 . 

此 外 ,2=0 时 ,根据 波 函 数 对 通过 核 轴 的 平面 的 反射 行为 ,可 分 为 正 态 和 负 
态 ( 见 878). 

偶 - 偶 非 球形 核 的 基态 为 0 ( 零 代 表 吕 值 ) ,对 应 于 具有 零 角 动量 和 最 高 
对 称 性 的 波 函 数 . 这 是 所 有 中 子 和 质子 配对 的 结果 . 如 果 原 子 核 含有 奇数 个 质子 
或 中 子 ,我 们 可 以 考虑 在 偶 - 偶 核 实 的 自治 场 中 的 “单个 ”核子 态 . 此 时 的 2 值 
由 该 核子 的 角 动 量 分 量 w 所 确定 . 同 理 , 奇 -~ 奇 核 中 的 2 值 由 奇数 中 子 和 质子 


由， 应 该 指出 ,我们 所 讲 的 能 级 分 类 的 类 似 性 指 的 是 双 原 子 分 子 不 是 指 对 称 陀 螺 . 一 个 多 粒子 系统 
在 轴 对 称 的 场 中 运动 , 绕 场 轴 转 动 的 概念 就 失去 意义 , 正 像 有 心力 场 中 的 系统 绕 任 一 轴 旋 转 的 概念 一 样 . 

思 ， 按 定义 有 1>0( 正 如 双 原 子 分 子 中 的 量子 数 4 是 正 的 一 样 ) ,记得 在 双 原 子 分 子 中 , 仅 当 被 
定义 成 为 4+Y 并 且 王 可 正 可 负 ( 取 决 于 轨道 角 动量 和 自 旋 的 相对 方向 ) 时 ,2 才能 具有 负 值 . 
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的 角 动 量 分 量 所 确定 : 
42= 1w, +w,l. 
需要 强调 的 是 ,我 们 不 能 说 核子 的 自 旋 分 量 及 其 轨道 角 动 量 分 量 同时 具有 
定 值 . 理由 是 这 样 的 ,虽然 核子 的 自 旋 轨道 耦合 小 于 它 和 核实 自 洽 场 的 作用 能 ， 
但 它 并 不 小 于 假如 微 扰 论 可 用 (从 而 核子 的 自 旋 和 角 动 量 可 以 近似 地 分 开 考 
虑 中 ) 时 核子 在 自治 场 中 应 有 的 相 邻 能 级 间距 . 
现在 考虑 非 球 形 核 的 转动 结构 . 这 个 结构 中 的 间距 小 于 原子 核 中 核子 的 自 
旋 -轨道 作用 . 这 相当 于 双 原 子 分 子 理论 中 的 情形 a( § 83). 
转动 核 的 总 角 动 量 7 当然 是 守恒 的 ,对 给 定 的 02,J 的 取 值 是 从 0 开始 : 
J =02, +1, 1+2,.…; LEE9, 1 
见 (83.2). 对 =0 的 原子 核 ,J 的 可 能 值 还 有 一 个 附加 限制 :0+ 和 0- 态 中 的 J 
值 只 能 取 偶 数 ,而 0; 和 0. 态 中 的 只 能 取 奇 数 ( 见 §86). 特别 是 偶 - 偶 核 基 项 
(07 ) 的 转动 能 级 中 ,J 的 取 值 为 0,2,4,…. 
原子 核 的 转动 能 量 由 下 式 给 出 : 
Baa a £1y, 《119.2) 
7 是 原子 核 的 转动 惯量 ( 绕 垂直 于 对 称 轴 的 一 个 轴 ) ; 这 个 公式 对 应 于 双 原 子 分 
子 理论 中 的 类 似 表 式 [ (83.6) 式 中 依赖 于 /的 那 一 项 ]. 最 低能 级 对 应 于 J 的 最 
低 值 , 即 了 = 忆 
根据 (119.2) ,能 级 的 转动 结构 可 用 某 些 间隔 规则 来 描写 ,这些 规 则 和 能 级 
(1 为 给 定 ) 的 其 它 特征 无 关 . 以 偶 - 偶 核 基 项 的 转动 结构 部 分 (具有 J = 2 ,4 ,6， 
8 ,… ) 为 例 , 从 最 低能 级 (J = 0) 开 始 各 间距 的 比例 为 1:3 ,3:7: 12…. 
但 是 ,(119.2) 对 2 = 的 态 讲 来 是 不 够 的 ,这 种 态 可 以 在 原子 核 中 有 奇数 
个 核子 时 出 现 . 这 种 情形 下 ,还 有 一 项 与 (119.2) 差 不 多 大 小 的 能 量 贡 献 , 它 来 
自 核 子 和 转动 核 离心 场 的 相互 作用 . 此 项 与 的 关系 可 用 下 法 找 出 . 
力学 中 知道 (《 力 学 》$ 39) ,转动 坐标 系 中 的 粒子 能 量 含 有 一 个 附加 项 , 它 
等 于 转动 角速度 和 粒子 角 动 量 的 乘积 . 原子 核 哈密 顿 算 符 中 的 这 一 相应 项 可 以 
写成 2bK. C 的 形式 , 式 中 b 是 某 个 常数 ,K 是 核实 (去 掉 一 个 外 核子 后 的 原子 
核 ) 的 角 动 量 ,er 是 该 核子 的 角 动 量 . 后 者 必须 从 纯 形 式 意义 来 理解 ,实际 上 ,在 


原子 核 的 轴 对 称 场 中 并 不 存在 核子 的 角 动量 矢量 ,把 仿 看 作 类 似 于 自 旋 为 二 算 
符 的 合 义 是 , 它 能 给 出 角 动量 分 量 值 为 + 的 两 态 之 间 的 唉 迁 ,与 = 学 的 情形 


QD ”然而 在 球形 核 中 却 有 定义 量 1 的 可 能 ,这 是 由 于 宇 称 和 和 角 动 量 的 同时 守恒 . 
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本 汪汪 性 二 下 二 


相 一 致 山 . 由 于 K=J-o, 这 个 算 符 的 本 征 值 为 
20K «og=b| 1(T+1) = -地 | 


为 方便 计 ,我 们 在 上 式 中 加 进 一 项 与 了 无关 的 常数 项 5, 当 J=K + 十 时 上 式 就 等 
] 
es +b (J Ty ) 


如 末 利 用 偶 - 偶 核 实 的 角 动 量 XK 是 一 个 偶数 的 事实 ,上 述 表 式 可 写成 


( -1D (J + 让: 因此 对 0= 坟 的 原子 核 转动 能 量 ,可 得 下 列表 示 式 ， 


Enw =277(J+1) +( -1) "#5 (7+ ). (119.3) 
( A. Bohr，B. R. Mottelson ,1953 ) . 注意 当 常 数 b 是 正 的 并 且 足 够 大 时 ,J =3/2 的 
能 级 可 能 处 于 = 能 级 的 下 面 , 亦 即 转动 能 级 的 正常 次 序 ( 最 低能 级 对 应 于 / 


的 最 小 允许 值 ) 将 会 改变 . 

非 球形 核 的 转动 惯量 不 能 像 具 有 给 定形 状 的 刚体 那样 去 计算 . 这 样 的 计算 
只 有 当 运 动 于 核 自 浴场 中 的 核子 可 以 看 作 彼 此 间 没 有 直接 作用 时 才 有 可 能 . 实 
际 上 ,成 对 效应 导致 转动 惯量 的 减 小 ,使 它 小 于 刚体 值 . 

非 球形 核 的 磁 矩 A 包括 “固定 ” 核 的 磁 矩 和 来 自 核 转动 的 磁 矩 ,前 者 ( 对 核 
内 的 核子 运动 平均 以 后 ) 沿 核 轴 ,可 写成 j.'n,u' 是 它 的 值 ,n 是 沿 核 轴 的 单位 矢 
量 ,来 自转 动 的 磁 矩 (经 过 同样 的 平均 以 后 ) 沿 矢量 J- Qn 方向 ,这 个 矢量 是 原 
子 核 的 总 角 动 量 减 去 “固定 核 ”中 核子 的 总 角 动 量 @. 故 

=un+t+g(J -fn). (119.4) 
8, 是 转动 核 的 旋 磁 因子 . 由 于 转动 中 的 磁 矩 仅 由 质子 所 贡献 ,我们 有 
7 
Sr- 于 

式 中 I, 和 了 7, 是 原子 核 转动 惯量 的 中 子 部 分 和 质子 部 分 . 对 一 个 质子 系统 ,简单 
地 有 g, =1. 一般 说 来 ,(119.5) 式 的 比值 不 等 于 原子 核 的 质子 数 和 质量 数 之 比 
ZLAL4. 


了) 


QD 2= -情形 的 特点 是 ,只 有 属于 同一 能 级 并 且 角 动量 分 量 值 反 号 的 两 个 态 之 间 才 存在 着 能 量 微 
扰 项 的 跃迁 矩阵 元 ,这 就 使 得 即使 是 微 扰 论 的 一 级 近似 中 也 出 现 能 级 位 移 . 
这 种 现象 与 0 = 地 -的 双 原 子 分 子 能 级 的 A 双 线 ( § 88) 相 类 似 . 


@ 这 个 写法 仅 适用 于 0 一 -的 情形 ( 见 题 2). 
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对 核 转动 平均 以 后 , 磁 矩 沿 守恒 矢量 J 的 方向 : 
r = = (1 -Dg )n+e,). 
和 通常 做 法 一 样 ,上 式 两 边 乘 ] 后 取 本 征 值 ,对 .2 =J 的 基态 核 ,有 
p= (人 + 了， (119.6) 
习 题 


1. 试用 Q。 表达 转动 核 的 四 极 矩 0,0。 为 相对 于 核 轴 (固定 在 核 上 ) 的 四 极 
和 矩 (A. Bohr 1951). 

解 :转动 核 四 极 矩 张 量 算 符 可 通过 O， 表 成 

3 1 
Qs; i (mm = 

这 是 一 个 零 迹 对 称 张 量 ,由 核 轴 单位 矢量 严 的 分 量 所 组 成 ,并 且 0O. = 0,. 对 原子 
核 转动 态 求 平均 的 方法 类 似 于 8$29 中 例题 之 解 (不 同 之 处 是 n,J, = 人 2, 而 不 是 
零 ) ,从 而 得 到 (75.2) 那 样 的 表 式 ,而 


a 3 JTE1y 
“= (2J+3)(J+1) 


对 = 的 原子 核 基态 ,我 们 得 


四 (2J -1)J 
ET 


J 增 大 时 比值 0/0。 趋 于 1 ,但 是 很 慢 . 
2. 求人 = 二 的 原子 核 基态 磁 乱 
解 : 此 时 的 磁 短 算 符 可 用 本 节 引 进 的 @ 算 符 写成 下 列 形式 
R=2G+gR, RK=j-6. . 


以 下 的 计算 和 本 节 介 绍 的 相同 . 如 果 J= 本 对 应 于 原子 村 的 基 太 (K= 1- 二 =0】， 


我 们 及 =.'; 如 果 基 态 中 J =3/2 | 以 及 K=J+ 二 = a 


3. 求偶 - 偶 核 基态 转动 结构 的 前 几 个 能 级 的 能 量 , 该 核 具 有 旋转 椭 球 对 
称 性 . 
解 : 偶 - 偶 核 基态 对 应 于 最 对 称 的 “固定 ” 核 波 函 数 , 亦 即 具有 DD, 群 的 4 表 


示 对 称 性 的 波 函 数 . 因此 对 给 定 的 /] 值 共 有 地 J +1 个 (J 为 偶数 时 ) 或 六 (1) 
个 (J 为 奇数 时 ) 不同 的 能 级 . J] =2 时 由 $103 题 3 的 (7) 式 给 出 ,J -3 时 由 
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一 


$103 题 4 的 (8) 式 给 出 . 
$120 同位 素 移 位 


原子 核 的 特殊 性 质 ( 有 限 的 质量 ,大 小 , 自 旋 ) 使 它 不 同 于 库仑 场 有 固定 力 
心 , 这 对 原子 的 电子 能 级 产生 一 定 的 影响 . 

其 中 的 一 个 效应 称 为 能 级 的 同位 素 移 位 ,这 是 原子 从 一 个 同位 素 变 到 另 一 
个 同位 素 时 的 能 级 变动 . 当然 ,我 们 感 兴 趣 的 实际 上 并 不 是 一 个 能 级 的 变动 ,而 
是 谱 线 中 观测 到 的 能 级 间距 的 变动 ,由 于 这 一 原因 ,我 们 实际 上 需要 考虑 的 并 不 
是 原子 的 整个 电子 壳 层 的 能 量 ,而 只 是 与 参与 跃迁 的 电子 有 关 的 那 一 部 分 能 量 . 

轻 原 子 中 ,同位 素 移 位 主要 来 自 核 的 有 限 质 量 , 计 及 核 的 运动 后 ,哈密 顿 算 
符 中 出 现 以 下 一 项 : 


1 攻 2 

> Pb, | 。 
式 中 的 M 是 核 的 质量 ,P, 是 电子 的 动量 DO. 来 自 这 个 效应 的 同位 素 移 位 因而 由 
以 下 平均 值 给 出 : 


一 


zw -起 ) ( 32) ， Gp 
这 个 平均 是 由 有 关 原 子 态 的 波 函 数 算出 的 (M, 和 M, 是 两 个 同位 素 的 核 质 量 ). 
壬 原子 中 ,同位 素 移 位 的 主要 贡献 来 自 原子 核 的 有 限 大 小 . 这 个 效应 实际 上 
人 对 处 于 s 态 的 外 电子 能 级 才 是 显著 的 ,由 于 s 态 波 函 数 ( 与 1 关 0 的 态 不 同 ) 当 
一 0 时 不 趋 于 零 , 所 以 在 “ 核 内 "找到 电子 的 概率 比较 大 . 我 们 来 计算 这 种 情形 
下 的 同位 素 移 位 包 . 
令 p(7) 为 核 场 的 实际 静电 势 ,不同 于 点 电荷 Ze 的 库仑 势 Ze/r. 与 纯 库仑 场 
Ze/7 中 的 值 相 比 较 ,电子 能 量 的 改变 由 下 列 积分 给 出 : 


AB= -ef (0-2) yr) ary, (120.2) 


式 中 的 (7r) 征 电子 波 函 数 ,s 态 中 这 个 函数 是 球 对 称 的 并 且 是 实 函数 . 上 式 中 
的 积分 从 形式 上 讲 来 虽然 延 及 整个 空间 ,但 实际 上 被 积 函数 中 的 9 -Zeir 只 在 
核 体积 内 才 不 等 于 零 . 另 一 方面 , 当 r-*0 时 <s 态 波 函数 趋 于 一 个 常数 (参考 
$ 32) ,而 且 实 际 上 甚至 在 核 外 就 已 经 达到 了 这 个 常数 值 . 因此 可 把 y? 移出 积 


OO 在 原子 的 质心 系 中 ,原子 核 动量 和 电子 动量 之 和 等 于 零 :pe +ZPi =0. 因 此 它们 的 总 动能 为 
Z 攻 1] 1 
二 pi | a + 3 EP: 
©@ 以 下 给 出 的 计算 中 没有 考虑 到 原子 核 附 近 电子 运动 的 相对 论 效 应 ,从 而 只 当 条 件 Ze?/jc <<1 满 
足 时 才能 成 立 . 
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分 号 外 ,并 把 这 个 由 库仑 点 电荷 算出 的 y(7) 改 成 它 在 r=0 处 的 值 
为 了 进一步 变换 这 个 积分 ,利用 恒等式 Ar =6 并 把 (120.2) 写 成 以 下 形式 : 
AB = -sew (0) | (2 -法 )}Ardy= ~ ey (0) [*a (oe- 和 Ejav 
体积 分 的 变换 中 已 经 利用 了 无 穷 远 面 上 的 积分 等 于 零 的 事实 .但是 A 上 - 


-4m6(r) ,而 且 对 所 有 的 r+ 有 "6(r) =0. 再 根据 静电 学 的 泊 松 公式 Ap = 
-4mp, 式 中 的 p 现在 是 原子 核 内 的 电荷 密度 分 布 . 最 后 得 下 列 结果 : 


AE = (0) Ze 7, (120.3) 
式 中 
二 = 元 ordy 
是 原子 核 的 质子 均 方 半径 . 核 内 质子 均匀 分 布 时 ,m =3R2]5 ,R 是 核 的 几何 半 
和 任 . 能 级 的 同位 素 移 位 等 于 两 个 同位 素 的 (120.3) 式 之 差 . 
$71 中 曾经 估计 过 yw(0) ,表明 它 和 原子 序 ( 假 定 很 大 ) 的 关系 为 /Z. 因此 
(120.3) 所 表示 的 分 裂 值 和 R 2” 成 正比 . 
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原子 中 来 目 原 子 核 性 质 的 另 一 个 效应 ,是 电子 和 核 自 旋 相互 作用 引起 的 原 
子 能 级 分 裂 ,这 称 为 能 级 的 超 精细 结构 . 考虑 到 这 种 作用 很 弱 , 超 精细 结构 的 间 
距 即 使 和 精细 结构 的 间距 相 比 也 小 得 很 多 ， J 吉 构 必须 针对 每 个 精细 

结构 成 分 分 别 加 以 考虑 . 

本 节 中 用 i 代表 核 自 旋 (与 原子 光谱 中 的 常用 记号 一 致 ) ,记号 了 仍 留 作 原 
子 中 电子 元 层 的 总 角 动 量 . 原子 (包括 原子 核 ) 的 总 角 动 量 记 作 =J+i. 每 个 超 
精细 结构 成 分 由 这 个 角 动 量 的 某 一 个 定 值 所 描写 . 按照 角 动 量 相 加 的 一 般 规则 ， 
量子 数 FF 的 取 值 为 

P= Ts, a 1d, Cl2t 1 
因此 每 个 具有 给 定 7 值 的 能 级 分 裂 成 为 2i+1 个 (如 果 i<J) 或 者 2J+1 个 (如 
果 i >J) 能 级 . 

由 于 原子 中 电子 间 的 平均 距离 7 远大 于 核 半 径 ,电子 和 最 低 阶 核 多 极 矩 
的 作用 在 超 精 细 分 裂 中 起 着 重要 的 作用 . 这 些 矩 计 有 磁 偶 极 矩 和 电 四 极 矩 ,平均 
电 倡 极 矩 则 为 零 ( 见 $75 ). 

核磁 和 矩 的 数量 级 为 ww ~eRvg/c, 其 中 vw 是 原子 核 中 核子 的 速度 . 它 和 电子 
人 矿 窍 (wu 了 ~ehi/mc) 的 相互 作用 能 量具 有 数量 级 
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(121.2) 和 (121.3) 的 比较 表明 , 磁 作 用 (及 其 产生 的 能 级 分 裂 ) 要 比 四 极 矩 作用 
大 (vAc) (和 /mcR) ~15 倍 ,尽管 比值 站 《ec 比较 小 ,但 比值 hi/mcR 是 大 的 . 
电子 和 原子 核 的 磁 作 用 算 符 具有 下 列 形式 : 
V,=ai.J (C11. 
[ 类似 于 电子 的 自 旋 -轨道 作用 (72.4)]. 它 所 产生 的 能 级 分 裂 和 FF 的 关系 因 
此 为 


FaF(F +1); (L213) 
参考 (72,5). 
电子 和 核 四 极 矩 的 相互 作用 算 符 , 是 由 核 四 极 矩 张 量 算 符 0, 和 电子 的 角 动 
量 矢量 J 的 分 量 构成 的 . 它 与 这 些 算 符 组 成 的 标量 0,j,j, 成 正比 ,具有 下 列 
形式 : 
b [Gi tdi Si(i+1)8 | jh,; (121.6) 
式 中 应 用 了 这 样 的 事实 , 即 0; 通 过 (75.2) 那 样 的 公式 用 核 自 旋 算 符 表 出 . 算出 


算 符 (121.6) 的 本 征 值 (与 $84 中 题 1 的 算法 完全 类 似 ) ,可 得 能 级 的 四 极 矩 超 
精细 分 型 与 量子 数 下 的 下 列 关 系 式 : 


Fb (P+1)’ + bP(F+1)[1 -WT tl 


磁 偶 极 超 精 细 分 裂 效 应 对 外 层 的 s 态 电子 的 能 级 特别 显著 ,因为 这 样 的 一 
个 电子 有 较 大 的 概率 处 于 原子 核 附近 . 

我 们 来 计算 含有 一 个 外 层 s 电子 的 原子 的 超 精 细 分 裂 (E. Fermi,1930). 这 
个 电子 由 球 对 称 的 水 (r) 波 函数 所 描写 , 它 在 其 余 电子 和 原子 核 的 自 洽 场 中 
运动 @. 

我 们 把 电子 和 核 的 相互 作用 算 符 取 作 -此 及 ,这 是 核磁 和 矩 扩 =i/i 在 电子 
所 产生 的 磁场 如 (原点 处 的 磁场 ) 中 的 能 量 算 符 . 根据 电动 力学 中 的 熟知 公式 ， 
此 磁场 为 


由 以 下 的 计算 假定 满足 条 件 Ze* /Hic <<1( 见 452 页 注 Q@). 
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B= [ay. (C121.83 
式 中 的 7 是 来 自 运动 电子 的 自 旋 的 电流 密度 算 符 ,r = rn 是 原点 到 体积 元 dV 的 
径 矢 由. 按照 (115.4) ， 
j= -ssceurl(y’$) = -2 ec nh 
Ma 是 玻 尔 磁 子 . 令 dV =r drdo. 并 进行 积分 ,得 
B= -2, | 他 dr fn x(n xs)do= -2pay’ (0) 


相互 作用 算 符 最 后 变 成 





如 果 原子 的 总 角 动 量 J=5 = 了, 超 精 细 分 裂 产生 的 是 双 线 =i 十 ) ; 根 
据 (121.5) 和 (121.9) ,这 两 个 能 级 的 间距 为 
Bs -Bis = (2i+1) (0). C121, 100 
由 于 yw(0) 值 正比 于 YZ( 见 $71) ,这 个 分 裂 值 正比 于 原子 序 . 
习 题 
1. 求 原子 的 超 精细 分 裂 ( 来 自 磁 作 用 ) ,该 原子 具有 轨道 角 动 量 为 1 的 一 个 
(封闭 壳 层 外 的 ) 电子 (下 . Fermi,1930). 


解 :核磁 答 内 产生 的 和 失势 和 场 强 为 
A LXn H -3 :7n) -HK 
re 3 


E 
(div 4 =0). 应 用 这 些 式 子 , 可 把 相互 作用 算 符 写成 下 列 形式 . 
, 2 
a 二 TS 1)72 一 8]. 


mc mc 六 
对 具有 给 定 j 值 的 态 平均 以 后 , 方 括 号 内 的 表 式 沿 j 方向 . 因而 可 写 出 
jy 
nn 的 平均 值 已 在 8$29 例题 中 算出 .采用 它 并 取 本 征 值 后 得 


ah, ,[， ，21(1+1)s .7-6(5 .1 1) 
il1 CT LC | 


V, =2pnp 727+3(8， 3 








ji) 
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再 经 简单 计算 ,最 后 得 
Na Il(1+1) 
i Jj(j+1) 
其 中 FF =j +i 和 j=1+ 广 .7 的 平均 是 对 电子 波 函 数 的 径 向 部 分 求 的 . 


2. 求 原子 能 级 超 精 细 结 构 分 量 的 塞 曼 分 裂 (S. A. Goudsmit, R. F. Bacher， 
1930 ) . 

解 : (113.4) 式 中 (假定 外 场 很 弱 , 它 所 产生 的 分 裂 小 于 超 精 细 结 构 间 
距 ) ,现在 不 但 要 对 电子 态 求 平 均 并 且 还 要 对 核 自 旋 的 方向 求 平 均 . 从 第 一 个 
平均 得 AF =jsgjJ.H, 其 中 gj) 同 以 前 的 (113.7) 式 一 样 .第 二 个 平均 给 出 [类 
羽 于 (113.3)]s 


dn 








J.=(J: F)M,/F’, 
故 最 后 得 
F(F+1)+J(J+1) -i(i+1) 


AE =usgrHM:, gr=8) 2F(F+1) 
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分 子 能 级 的 超 精 细 结 构 与 原子 能 级 的 相 类 似 . 
大 多 数 分 子 中 电子 总 自 旋 为 零 . 能 级 超 精 细 分 裂 的 主要 来 源 就 是 电子 和 核 


的 四 极 矩 作用 . 当然 ,只 有 自 旋 i 不 等 于 0 和 的 那些 核 才 能 参与 这 种 作用 ,和 


则 它们 的 四 极 矩 等 于 零 . 

鉴于 分 子 中 的 核 运 动 比较 慢 , 四 极 矩 相互 作用 算 符 对 分 子 态 的 平均 可 以 分 
成 两 步 : 先 对 固定 核 的 电子 态 求 平均 ,再 对 分 子 的 转动 求 平均 . 

我 们 先 考虑 双 原 子 分 子 .第 一 步 平均 给 出 电子 和 每 个 核 的 作用 ,可 表 成 正比 


于 标量 0,nin, 的 一 个 算 符 ,由 核 四 极 矩 张 量 算 符 和 分 子 轴 的 单位 矢量 n 所 组 


成 ,n 是 确定 该 分 子 与 核 自 旋 相 对 取向 的 唯一 矢量 . 由 于 Q, =0, 这 个 算 符 可 写 
成 下 列 形式 : 


AAA 


pih, (nins 36a ). Lim, Ly 
给 定 了 核 自 旋 沿 分 子 轴 的 分 量 立 后 ,这 个 量 等 于 5 [六 -二 i(i+1) ] 


当 算 符 (122.1) 对 分 子 转动 求 平均 后 , 它 可 通过 守恒 的 转动 角 动量 算 符 天 
表达 出 来 .乘积 nn, 的 平均 可 用 8$ 29 例题 中 导出 的 公式 (矢量 1 改 成 k) ,其 结 
果 为 


$ 122 分 子 能 级 的 超 精 细 结 构 . 457 : 


b 
(2 ~ I aR 5 


这 个 算 符 的 本 征 值 可 用 (121.6) 中 的 同样 做 法 求 出 . 
对 于 多 原子 分 子 ,(122. 1) 一 般 地 改 成 下 列 形式 的 一 个 算 符 ; 
hs (122.3) 
bi 是 标志 该 分 子 电 子 态 的 一 个 零 迹 张 量 . 对 分 子 转动 平均 以 后 ,这 个 张 量 即 可 通 
过 总 转动 角 动 量 J 表 成 下 列 形式 ， 
ba = [jh + hj -S77+1)6. | (122.4) 
系数 b 原则 上 可 用 如 张 量 沿 惯量 主轴 上 ,7,z 的 三 个 分 量 表达 出 来 ; 由 于 这 
些 轴 和 分 子 固定 在 一 起 ,2 等 分 量 作为 分 子 的 一 种 性 质 不 受 平均 的 影响 . 我 们 
来 考虑 标量 b,.J,J, ,用 (122.4) 计 算得 


二 [RR, 证 时 二 $6aK(K wy | , X122.2) 


Bale =bT +1) [S17+1) -1]; (122.5) 
算法 类 似 于 $ 29 中 的 例题 . 把 张 量 乘积 展 成 沿 &,m,t 轴 的 分 量 ,我 们 得 


Bb bd, (122.6) 
这 里 应 用 了 乘积 /ij 等 等 的 平均 值 等 于 零 这 一 事实 @. 2 等 等 的 平均 值 原则 上 


可 用 陀螺 的 相应 转动 态 波 函 数 求 出 . 特别 是 对 称 陀螺 ,简单 地 有 
六]. 


如 果 核 自 旋 为 本 ,四 极 矩 作用 不 存在 . 在 此 情形 下 超 精 细 分 裂 的 一 个 主要 来 


源 是 核磁 和 矩 之 间 的 直接 磁 作 用 . 两 个 磁 和 矩 A， = 和 j， = ji,/ i, 间 ] 的 相互 作 
用 算 符 为 
a 

计算 分 裂 能 量 时 ,如 前 所 述 ,必须 对 分 子 态 求 平均 . 

当 分 子 中 含有 重 原 子 时 ,核磁 矩 间 的 直接 作用 和 通过 电子 壳 层 的 间接 作 
用 对 超 精 细 分 裂 都 有 相当 大 的 贡献 . 从 形式 上 讲 , 这 种 相互 作用 相对 于 核 自 旋 
与 电子 的 作用 讲 来 只 属于 微 扰 论 的 二 级 近似 效应 . 根据 $121 的 结论 很 易 看 
出 ,这 个 效应 和 核 矩 直接 作用 的 比值 为 (Ze"/jic) ”的 数量 级 , 当 2 很 大 时 , 它 接 
近 于 二 


@ 在 7 的 一 个 分 量 (例如 六) 为 对 角 的 矩阵 表示 中 ,乘积 ] ,JJ 等 等 只 有 量子 数 上 改变 1 的 屠 
些 跃迁 矩阵 元 才 不 等 于 零 , 可 是 非 对 称 陀螺 定 态 波 函 数 所 含 的 yj 中 的 差 值 是 一 个 偶数 ( 见 §103). 
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最 后 ,分 子 能 级 超 精细 分 裂 中 某 些 贡献 来 自 核 磁 矩 与 分 子 转动 的 作用 . 转动 
分 子 是 一 个 电荷 的 运动 系统 ,产生 一 定 的 磁场 ,给 出 了 电流 密度 j=p02 xr 后 即 
可 用 电动 力学 的 公式 算出 磁场 ,上 式 中 的 p 是 静止 分 子 的 (电子 和 核 的 ) 电 荷 密 
度 ,2 是 转动 角速度 . 能 级 分 裂 值 可 从 这 个 磁场 中 的 核磁 和 矩 能 量 算出 ,分 子 的 角 
速度 分 量 应 该 通过 它 的 角 动 量 分 量 表达 出 来 (参考 $ 103). 


第 十 七 章 
阐 性 碰撞 





$123 散射 的 一 般 理论 


经 典 力学 中 ,两 个 粒子 的 碰撞 完全 取决 于 它们 的 速度 和 碰撞 参量 ( 当 无 相 
互 作用 时 入 射 粒 子 的 偏 射 距 离 ). 量子 力学 中 ,这 个 问题 的 提 法 必须 改变 ,因为 
在 定 速 运动 下 ,轨道 概念 从 而 还 有 碰撞 参量 已 失去 意义 . 在 这 里 ,理论 的 目的 只 
是 计算 粒子 碰撞 后 偏转 (或 称 被 散射 到 ) 任 一 给 定 角度 的 概率 . 本 章 所 讲 的 弹性 
碰撞 ,是 指 碰 撞 中 的 两 个 粒子 保持 不 变 ,或 者 这 两 个 相 碰 粒子 (如 果 它 们 是 复合 
粒子 的 话 ) 的 内 态 保持 不 变 . 

弹性 碰撞 问题 和 所 有 的 二 体 问 题 一 样 ,可 以 归结 为 具有 折合 质量 的 一 个 单 
粒子 在 力 心 为 固定 的 场 U(r) 中 的 散射 问题 9. 这 种 简化 是 变换 到 质心 系 实现 
的 ,在 质心 系 中 两 粒子 的 质心 保持 静止 . 我 们 用 9 代表 这 个 坐标 系 中 的 散射 角 ， 
它 与 实验 室 坐标 系 中 两 个 粒子 的 偏转 角 妇 9 和 9, 之 间 具 有 简单 的 关系 ,这 个 实 
验 室 系 中 有 一 个 (第 二 个 ) 粒 子 在 碰撞 以 前 是 静止 的 : 


m,sin 0 


J 8, =-(m -0)， (123.1) 


式 中 mi ,m, 是 两 个 粒子 的 质量 ( 见 《 力 学 》, $17). 特别 是 , 当 这 两 个 粒子 的 质 


量 相 同时 (m, = m, ) ,简单 地 有 


1 1 
= Se (123.2) 


1， 
和 ,+ 9, = 7, 亦 即 两 粒子 以 直角 散 开 . 


本 章 中 我 们 总 是 采用 质心 为 静止 的 坐标 系 ( 除 非 作 特殊 的 声明 ) ;并 用 m 代 


QD 在 这 里 我 们 略 去 了 粒子 的 自 旋 -轨道 作用 (如 果 粒 子 具有 自 旋 的 话 ). 有 心力 场 的 假定 ,也 排除 
了 例如 电子 被 分 子 散射 等 这 类 过 程 的 考虑 . 
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表 相 碰 粒 子 的 折合 质量 . 
沿 正 z 轴 方 向 运动 的 一 个 自由 粒子 由 平面 波 所 描写 ,我 们 把 它 写成 y=e™ 
的 形式 ,也 就 是 把 它 的 波 函 数 这 样 归 一 化 ,使 其 流 密度 等 于 粒子 速度 v. 远离 散 
射 中 心 的 散射 粒子 ,是 由 一 个 6)e "Ar 形式 的 出 射 球面 波 所 描写 ,其 中 的 六 6) 
是 散射 角 9 的 某 个 函数 (9 是 z 轴 和 散射 粒子 运动 方向 之 间 的 夹 角 ). 这 个 函数 
称 为 散射 振幅 . 因此 ,势能 为 (Cr) 的 薛 定 刘 方 程 之 解 的 精确 波 函 数 ,在 远 距 离 处 
J~e” rH) C129.9) 


散射 粒子 在 单位 时 间 内 通过 dS = rdo 面积 元 (do 是 立体 角 元 ) 的 概率 等 于 
vr “1fl“dS =wvlfl*doQ. 它 与 人 射 波 的 流 密度 之 比 为 
do = |f( 90)1°do, (123.4) 
这 个 量具 有 面积 的 量 纲 , 称 为 散射 到 do 立体 角 内 的 有 效 截面 ,或 简称 为 截面 . 如 
果 令 do =2Tsin 6d9 ,我 们 得 
do =2msin 0g1F(0) 1 d0. 《下 人 2 全 .他 
这 是 散射 到 9 和 9 + db 角度 范围 内 的 截面 . 

对 于 有 心力 场 V(r) 中 的 散射 讲 来 , 薛 定 廖 方程 之 解 对 z 轴 (和 人 射 粒 子 方向 ) 
显然 应 当 是 轴 对 称 的 . 每 一 个 这 样 的 解 可 以 表 成 运动 于 该 场 中 的 粒子 能 量 给 定 
为 所 /2m 的 许多 连续 谱 波 函数 的 至 加 ,这 些 波 函 数 具 有 不 同 的 轨道 角 动 量 值 ? 
但 其 z 分 量 均 为 零 ; 这 些 函 数 与 绕 z 轴 的 方位 角 p 无 关 , 亦 即 全 是 轴 对 称 的 . 因 
此 所 需 的 波 函 数 具有 下 列 形式 : 





沙坪 y AP,(cos 0)R, (7), (123.6) 
式 中 4, 是 常数 ,Ri 是 满足 下 列 方程 的 径 向 函数 : 
广 夺 (7 TT + [00) ] Re =0. (123.7) 


系数 4, 必须 这 样 来 选取 ,使 得 (123.6) 式 的 函数 在 远 距 离 处 呈 (123.3) 的 渐 近 
形式 .我 们 将 证 明 这 会 导致 
.1 , 
4 =37(2l+1)iexp(i6,) (L238 ) 
式 中 的 6, 是 函数 Ri, 的 相 移 . 这 个 证 明 还 能 解决 用 这 些 相 移 表 出 散射 振幅 的 
问题 . 


Q@ 我 们 已 经 假定 了 入 射 粒 子 束 是 由 一 个 宽 ( 避 免 衡 射 效应 ) 而 有 界 的 光 阑 所 定义 的 ,这 也 是 散射 实 
验 中 的 实际 情况 . 因此 在 (123.3) 式 两 项 之 间 不 存在 干涉 ; 模 量 平方 ly1? 的 取 值 点 处 不 存在 人 射 波 . 
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Ri 函数 的 渐 近 式 已 由 (33.20) 式 给 出 : 


2 1 
Ra~ sin (kr — 3lm +6, | = 


= 二 1( i)'exp[i(kr +8,) ] -itexp[ ~i(hr +6,)]}. 


将 上 式 及 (123.8) 代 入 (123.6) ,得 到 波 函 数 的 下 列 渐 近 式 
y~ 到 (2 了 P (560s 的 [一 1 二 6]， (123.9) 


其 中 引入 一 个 记号 





9 = exp'( 20): (L2310) 
把 平面 波 (34.2) 展 开 , 作 同样 的 变换 ,可 得 


"~ 仿 ， (2 TBP (eo Olt =1y Te ee], 
我 们 看 到 , 差 式 y -e“ 中 含有 e “因子 的 各 项 果真 都 被 消去 . 这 个 差 式 中 e*/r 
前 的 系数 就 是 散射 振幅 ,我 们 得 
1(0) = > CO TV, Lo BY. (123.11) 


这 个 公式 解决 了 用 8 表达 散射 振幅 的 问题 (H. Faxen ,J. Holtsmark ,1927). 
如 果 dc 对 所 有 的 角度 积分 , 即 得 总 散射 截面 o, 它 等 于 粒子 被 散射 的 总 概 
率 ( 单 位 时 间 内 ) 与 人 射 波 概率 流 密度 之 比 . 把 (123.11) 代 和 人 下列 积 分 式 : 


0 =2% [ If( 0) 1’sin 9d0. 
考虑 到 /! 值 不 同 的 勒 让 德 多 项 式 是 正 交 的 ,而 


了 2 . py 
| P, (cos 0) sin 0d0 = 万 T， 
得 到 总 截面 
_4m 去 (Cal 1 Yims (3. 127 
y= 六 +1)sin 6,. 


这 个 求 和 式 中 的 每 一 项 就 是 对 轨道 角 动 量 给 定 为 1 的 散射 粒子 而 言 的 分 波 
截面 o,. 注意 oo, 的 最 大 可 能 值 为 


根据 相位 8:( 假 定 为 已 知 ) 复原 散射 势 的 形状 问题 十 分 重要 . 这 个 问题 是 由 H. M. Temrpdaam ,BB. 
M. JIearrat 和 B. A. MapseHKko. 解决 的 . 他 们 发 现 , 为 了 确定 U(r) ,原则 上 只 需 知 道 56(%) 在 波 数 上 =0 到 
k= % 的 整个 区 域内 的 函数 形状 就 可 以 了 ,如果 还 有 离散 ( 负 的 ) 能 级 已 的 话 , 尚 需 知道 离散 态 波 函数 渐 
近 式 ( 当 盖 吧 时 )Ro 一 ane “"w/r(k, = M2mlE,1/#) 中 的 系数 a,. 根据 这 些 数 据 确定 U(r) ,需要 求解 一 
个 线性 积分 方程 .这 个 命题 的 完整 讨论 见 V. de Alfaro ，T. Regge, Potential Scattering, North - Holland, Am- 
sterdam ,1965. 
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i = (21+1) (123. 13) 


上 式 与 (34.5) 式 比较 后 可 知 , 角 动 量 为 1 的 散射 粒子 数 可 以 比 和 人 射 束 中 的 这 种 
粒子 数 大 四 倍 . 这 是 一 种 纯粹 的 量子 效应 , 它 来 自 散 射 粒子 和 未 被 散射 粒子 间 的 
于 涉 . 

今后 还 要 用 到 分 波 散 射 振幅 刀 , 它 定义 为 以 下 展开 式 中 的 系数 : 


f(0)= > (21+1)FP(cos 0). (123. 14 ) 
按 (123.11) , 它 和 相位 6, 的 关系 为 
] ] 2i3 _ 
tly le 1y, (123. 15) 
而 分 波 截面 为 
og =4m 41) ( E23. 6) 
习 题 


在 二 维 情 况 下 ,试用 相 移 表 出 散射 振幅 . 场 为 U=U(p),p = Vx +z ,入 射 
灶 子 流 沿 z 轴 方向 . 

解 :在 二 维 情况 下 ,在 散射 点 远 处 的 波 函 数 是 平面 波 和 柱 面 波 的 登 加 

ikz e ” 
y=e J (1) 

式 中 9 是 散射 方向 与 z 轴 的 夹 角 ,f(g) 是 散射 振幅 , 它 在 二 维 情 况 下 的 量 纲 是 长 
度 的 平方 根 .在 根 号 下 面 引进 的 因子 -i=exp( -im/2) 是 为 了 简化 以 后 的 分 式 . 
沿 y 轴 单 位 长 度 的 散射 截面 为 





do = |fl’ do. 
它 的 量 岗 是 长 度 . 
应 当 把 波 函 数 展 开 为 在 y 轴 方 向 上 具有 确定 的 角 动 量 分 量 形 如 0,(p)e” 
的 函数 ,这 些 函 数 在 远离 散射 点 处 的 形式 与 在 834 所 得 的 自由 运动 的 展开 式 只 


相差 一 些 相 移 
Q,(p)=1 高 [tp- 于 (mm- 计 ) +6, | 


式 中 6,, =6_,. 利 用 §34 中 各 题 中 的 平面 波 的 展开 式 按 本 节 的 方法 展开 ,我 们 发 
现 , 渐 近 行为 如 (1) 式 的 函数 可 以 用 级 数 表 出 : 


ae 





而 散射 振幅 等 于 
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fv) =- 和 (ea 1)e". (2) 


wk a 
积分 得 总 截面 为 
2T 4 2 
全 革 | ll"diwy= 这。 Ci 去 中 On=0-n= sin 0,. (3 
不 难 验 证 二 维 情形 下 的 光学 定理 为 


oi ACO0Y = | 诗 0， 


参见 下 节 (125.9) 式 . 
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以 上 所 得 的 公式 ,原则 上 适用 于 任 一 场 V(r) 中 的 散射 ,该 场 在 无 穷 远 处 等 
于 零 . 这些 公 式 的 应 用 ,只 归结 为 对 式 中 出 现 的 相位 6, 的 性 质 的 考察 . 
为 了 信 计 出 1 值 很 大 时 的 相位 6, 的 数量 级 ,我 们 可 以 利用 1 很 大 时 运动 为 
准 经 典 的 事实 ( 见 $49). 波 函数 的 相位 此 时 由 以 下 积分 确定 : 


2 
BO, gg 


其 中 7 是 根 号 内 表 式 的 一 个 根 (r > m 是 运动 的 经 典 允许 区 ). 从 上 式 中 减 去 以 
下 目 由 运动 波 函 数 的 相位 : 


2 
RR 
ro r 


并 令 ”一 om , 按 定义 即 得 6,. 对 于 很 大 的 1,r。 也 变 得 很 大 ,因此 U(r) 在 整个 积分 
区 内 都 很 小 ,我 们 近似 地 得 
=- | — 2 (124.1) 


此 积分 (如 果 收 敛 ) 的 数量 级 为 
Be (124. 2) 
ki 
ro 的 数量 级 为 ro ~ Ak. 
如 有 果 U(7) 在 无 穷 远 处 接 1/r" 趋 于 零 (n >1) , 则 积分 (124. 1) 收敛 而 相位 6, 
为 有 限 . 反之 ,如 果 n<1, 积 分 发 散 , 从 而 相位 6, 为 无 穷 大 . 这 一 点 对 任意 的 1 都 
能 成 立 , 因 为 积分 (124.1) 的 收敛 或 发 散 依赖 于 U(r) 在 +r 很 大 处 的 行为 ,然而 在 
还 距离 处 (该 处 的 V(r) 场 已 很 弱 ) , 径 向 运动 对 所 有 的 1 讲 来 都 是 准 经 典 的 . 我 
们 将 在 下 面 看 到 ,(123.11) 和 (123.12) 式 当 6, 无穷大 时 将 作 怎 样 的 解释 . 
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我 们 先 考虑 总 截面 级 数 表 式 (123. 12) 的 收敛 性 . 如 果 考 虑 到 U(r) 比 1/r 递 
降 得 更 快 ,由 (124.1) 式 可 知 ,l 大 时 相位 6, <<1. 因此 可 令 sin”6, 二 6’,(123.12) 
式 高 次 项 之 和 就 具有 > i6 的 数量 级 . 根据 级 数 收敛 性 的 积分 准则 ,我 们 知道 ， 


只 要 积分 式 [ 181dl 收敛 , 则 所 考虑 的 级 数 就 是 收敛 的 .把 (124.2) 式 代入 并 把 7 
换 成 fr 后 , 即 得 下 列 积 分 式 : 
「 Un ds , 


如 果 U(7) 在 无 穷 远 处 按 1/r" 衰减 而 >2, 这 个 积分 收敛 ,从 而 总 截面 为 有 限 . 
反之 ,如 果 场 U(7) 衰 减 得 不 比 1/r 快 ,总 截面 就 变 成 无 穷 大 . 这 一 点 的 物理 原 
因 是 ,当场 只 是 随 距离 缓慢 地 衰减 时 ,小 角度 散射 的 概率 变 得 很 大 . 我们 可 以 回 
顾 一 下 经 典 力学 中 的 有 关 情 形 , 当 粒子 以 很 大 的 但 是 有 限 的 碰撞 参量 p 通过 任 
一 势 场 ( 这 个 场 只 当 r 一 % 时 才 等 于 零 ) 时 ,总 是 要 偏转 一 个 很 小 的 但 是 并 不 等 
于 零 的 角度 ,因此 不 管 U(r) 的 衰减 规律 如 何 , 它 的 总 散射 截面 总 是 等 于 无 穷 
大 .这 种 论证 在 量子 力学 中 并 不 成 立 , 因 为 当 我 们 讲 到 散射 到 某 个 角度 时 ,这 
个 角度 必须 比 粒 子 运动 方向 的 不 确定 度 大 得 多 . 如 果 碰 撞 参 量 的 已 知 精确 度 为 
Ap ,那么 它 所 引起 的 动量 横 癌 分 量 的 不 确定 度 为 hi/Ap, 亦 即 角 度 的 不 确定 度 
为 ~ fi/(mvAp). 

鉴于 U(r) 衰减 缓慢 时 小 角度 散射 占有 重要 的 地 位 ,这 就 自然 地 产生 了 这 样 
的 一 个 问题 ,U(r) 即 使 比 1/r 衰减 得 更 快 ,9 =0 的 散射 振幅 有 没有 可 能 仍 是 发 
散 的 ? 我 们 令 (123.11) 中 的 9=0, 对 后 面 的 项 讲 来 它们 的 和 与 py 16, 成 正比 . 


正如 上 段 中 所 做 的 论证 那样 , 当 判 别 这 个 和 是 否 收敛 时 ,最 后 我 们 得 到 以 下 
积分 : 
站 U(r, )rodr，， 

当 U(r) ~1/r 而 n<3 时 ,此 积分 发 散 . 由 此 可 见 , 势 场 的 衰减 不 快 于 1/r 时 ， 
9 =0 处 的 散射 振幅 变 成 无 穷 大 . 

最 后 ,我 们 来 考虑 相位 6, 本 身 等 于 无 穷 大 的 情形 , 它 发 生 于 U(r) ~1/r" 而 
n 志 1. 根据 以 上 所 得 的 结论 显然 可 以 知道 ,当场 衰减 得 这 样 慢 的 时 候 , 总 截面 以 
及 9=0 的 散射 振幅 都 将 等 于 无 穷 大 .但 还 留 下 一 个 如 何 计算 90 的 f(0) 问 题 . 


@ 这 反映 在 经 典 力学 中 确定 总 截面 的 积分 | 2mpdp 是 发 散 的 ， 
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首先 应 该 注意 的 是 ,我 们 有 下 列 公 式 呈 
S (2!/ +1)P(cos 0) =46(1 -cos 0). (124.3) 


换 句 话说 ,只 要 0 关 0 这 个 和 就 等 于 零 . 所 以 对 (123. 11) 式 的 散射 振幅 讲 来 ， 
0 天 0 时 我 们 可 以 略 去 每 项 方 括号 内 的 1, 留 下 
f(0) = > (2141)P,(co0s DJe (124.4) 
如 果 上 式 右边 乘 一 常数 因子 。““ 截 面 不 会 发 生 改 变 , 因 为 它 是 由 模 量 平方 
If(9)1 确定 的 ,此 时 复 函 数 f(09) 的 相位 只 是 改变 了 一 个 不 重要 的 常数 . 另 一 方 
面 ,把 差 6, - 66 表 成 (124.1) 式 那样 ,U(r) 的 积分 发 散 性 就 被 消去 ,只 留 下 一 个 
有 限 的 量 . 因此 在 所 考虑 的 情形 下 ,我 们 可 以 采用 下 列 公式 计算 散射 振幅 


f(0) -元 3 (27+1)P,(6e0s Oe. (124.5) 
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任意 场 (不 一 定 是 有 心力 场 ) 中 的 散射 振幅 都 能 满足 来 自 一 般 物 理 要 求 的 
某 些 关系 式 . 

对 任意 场 中 的 弹性 散射 讲 来 , 波 函 数 在 远 距 离 处 的 渐 近 式 为 

J~e™" +—f(n,n’)e™. (Ch23, 1) 

这 个 公式 与 (123.3) 不 同 之 处 在 于 ,现在 的 散射 振幅 依赖 于 两 个 单位 矢量 的 方 
器 , 人 入 射 粒 子 的 方向 (n) 以 及 散射 粒子 的 方向 (n') ,而 不 光 是 依赖 于 这 两 个 方向 
的 夹 角 . 

入 射 方向 于 不 同 的 各 种 (125.1) 式 的 函数 ,它们 的 任意 线性 组 合 仍 代 表 某 
一 可 能 的 散射 过 程 . 把 (125.1) 式 乘 以 任意 系数 F(n) 并 对 n 的 各 个 方向 (立体 
角 元 do ) 积分 后 ,就 能 把 这 样 的 线性 组 合 写成 以 下 积分 形式 : 


[Fe "do + {FOn)f(n,n’) do. (TS 
由 于 距离 7 任意 大 ,第 一 个 积分 中 的 因子 。”“" 是 变 矢量 n 的 方向 的 急剧 振荡 


虹 数 . 因此 该 积分 主要 由 指数 极 值 ( 此 时 n= +n’) 附 近 的 n 值 所 确定 .在 
n = +n' 的 邻 域 中 ,因子 F(n) 守 F( +n') 可 以 拿 出 积分 号 外 ,然后 积分 得 ®@: 


@ 这 个 公式 就 是 5 函数 的 勒 让 德 多 项 式 展开 ,上 式 两 边 乘 以 sin 9P,( cos 9) 并 对 dg 积分 后 即 可 得 
到 直接 验证 . 其 中 偶 函 数 5(x) 的 积分 式 | 5(z)dx 取 为 1/2. 

@ ”计算 这 个 积分 时 可 把 积分 路 径 弯 向 .=cos 9 变量 (9 是 n 和 nn' 间 的 夹 角 ) 的 上 半 复 平面 ,保持 它 
的 两 端 凡 = +1 不 动 .远离 这 两 个 端点 时 ,et 函数 就 很 快 地 衰减 . 
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SE fa, n’')F(n)do. 
约 去 公共 因子 27iVk 可 省 Bt 








2 -eSp(n'), (125., 3) 
式 中 
S =1 +2ikf, 4 
f 是 由 下 式 定义 的 积分 算 符 : 
FFCm’) = 区 [fln,n')F(n)do. (125.5) 


$ 算 符 称 为 散射 算 符 (或 散射 矩阵 ) 或 者 简称 为 $ 矩阵 , 它 是 由 海 森 伯 首 先 引 入 
的 (1943 ). 

(125.3) 中 的 第 一 项 代表 射 向 力 心 的 波 , 第 二 项 代表 离开 力 心 的 波 . 弹性 散 
射 中 ,粒子 数 守恒 可 表 为 人 射 波 和 出 射 波 的 流 密度 相等 . 换 句 话 说 ,这 两 个 波 的 
归 一 化 应 该 相同 . 为 此 ,散射 算 符 必 须 是 么 正 的 ( $ 12) ,也 就 是 说 ,必须 有 


S89* = 全 (125.6) 
或 者 把 (125.4) 式 代入 上 式 并 互 乘 
f -f* =2ikff*. (125.7) 
最 后 ,利用 定义 (125.5) ,我 们 可 以 把 散射 的 么 正 条 件 写成 以 下 形式 . 
f(n,n’)-f’(n’',n) =2 [fmm)f (n’',n”)do” (C1923. 


n =n' 时 上 式 右边 的 积分 正 是 散射 总 截面 o = | If(n,n”") 12do" 上 式 左边 的 差 值 
此 时 可 以 化 成 振幅 f(n,n) 的 虚 部 . 这 样 ,我 们 就 得 到 了 弹性 散射 总 截面 和 零 角 
度 散 射 振幅 虚 部 之 间 的 普遍 关系 式 ; 
Im f(n,n) (125.9) 
4T7 

此 式 称 为 散射 的 光学 定理 . 

散射 振幅 的 另 一 个 普遍 性 质 , 可 以 根据 时 间 反 演 对 称 性 的 要 求 导出 . 在 量子 
力学 中 ,这 种 对 称 性 表述 为 :如 函数 y 描述 任 一 可 能 态 , 那 么 它 的 复 共 斩 函 数 
"也 对 应 于 某 一 可 能 态 ( §18). 因此 (125. 3) 式 的 复 共 tk 粥 波 函 数 


Rt 和 hn (Cm) 
也 描述 某 种 可 能 的 散射 过 程 . 我 们 通过 令 -5 F*(n’) =B( -n') 定 义 一 个 新 的 
任意 函数 . 利用 算 符 $ 的 么 正 性 就 得 
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DE 
引入 改变 矢量 n 和 nn' 符 号 的 坐标 反 演算 符 P, 则 可 写 出 
jr a on = adn'y, 
从 而 得 到 下 列 时 间 反 演 波 函数 ， 


ikr 
e 


—B( 于) 2 Po(n’'). 
此 式 必 须 和 原先 的 波 函 数 (125.3) 实 质 上 相同 、 比 较 后 表明 , 它 导致 下 列 条 件 
PSP=§, (125.10) 
此 时 两 个 波 函 数 只 是 在 任意 函数 的 记号 上 有 差别 . 
把 算 符 等 式 (125. 10) 变换 成 矩阵 等 式 后 , 即 得 散射 振幅 的 相应 关系 式 . 转 


置 使 初 末 态 矢 量 n 和 nn' 对 调 , 反 演 则 改变 它们 的 符号 . 因此 有 
S(n,n'’)=S( -nn’',—-n). [了 和 -于 





也 了 驶 是 
fln,n') =f(-n',-n). C1235. 12) 
这 个 关系 式 ( 称 为 倒 易 定理 ) 表 达 了 这 样 一 个 明显 结果 :两 个 互 为 时 间 反 演 的 散 
射 过 程 具 有 相等 的 振幅 . 时间 反 演 把 初 末 态 对 调 并 把 态 中 的 粒子 运动 方 同 变 成 
反方 问 . 
对 于 有 心力 场 中 的 散射 ,以 上 所 得 的 普遍 公式 可 以 简化 .这 种 情形 下 的 振幅 
fln,n') 只 与 n 和 nn’' 的 夹 角 09 有关. 因此 (125.12) 变 成 了 一 个 恒等式 . 么 正 条 件 
(125.8) 变 成 


Im /(0) = [fC (y') do”, 人 


式 中 y,y' 是 n,n' 与 空间 中 某 一 固定 方向 n" 间 的 夹 角 . 如 果 f(9) 采 用 展开 式 
(123.14) ,应 用 球 谐 函数 的 加 法 定理 (e. 10) ,可 从 (125. 13 ) 式 中 得 出 分 波 振 幅 
的 下 列 关 系 式 : 
Im f. = Elf (125, 14) 
这 个 公式 也 可 直接 从 (123.15) 式 导出 , 按 该 式 有 12ikf; +11 =1. 在 有 心力 场 中 
散射 的 情形 下 ,光学 定理 (125.9) 也 很 易 从 (123.11) 和 (123.12) 式 直接 导出 . 
把 (125.14) 式 改写 成 Im(1/f) = -k 后 , 即 可 看 出 振幅 fi 必须 具有 下 列 形 
式 : 
1 
= 
式 中 的 g =g,(%) 是 一 个 实 量 ; 它 和 相位 8 的 关系 为 
g, = kcot 6, (125. 16) 


(T2535, LS 
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以 后 我 们 要 多 次 用 到 这 个 振幅 表达 式 . 
我 们 来 考察 一 下 (对 有 心力 场 中 的 散射 ) 以 上 定义 的 散射 算 符 和 § 123 理论 
中 所 述 各 量 的 关系 . 
由 于 轨道 角 动 量 在 有 心力 场 中 是 守恒 的 ,散射 算 符 和 角 动 量 算 符 对 易 . 换 句 
话说 ,5 矩阵 在 1 表象 中 是 对 角 的 ,又 由 于 5 算 符 是 么 正 的 , 它 的 本 征 值 模 量 必 等 
于 1, 亦 即 必 具 有 e“ 的 形式 ,而 6, 为 实数 .很 易 看 出 ,这 些 8 和 波 函 数 的 相 移 是 


一 样 的 ,使 得 $ 矩阵 的 本 征 值 就 是 (123. 10) 中 定义 的 8,. 算 符 广 = (8S_-1)72 让 的 
本 征 值 就 是 分 波 振幅 (123. 15) . 实际 上 ,如 果 我 们 把 函数 F(n) 取 作 P,(cos 9) 
[从 而 F( -nn) =P(-ecosb)=(-1)P(eos6)], 波 函数 (125.3) 应 该 等 于 
(123.9) 中 一 个 求 和 项 所 代表 的 薛 定 刘 方 程 之 解 .因此 有 

SP (cos 0)} SP,( eos 0). 

对 于 沿 z 轴 入 射 的 平面 波 讲 来 ,(125.3) 中 的 函数 (nn) 就 是 6 函数 = 
46(1 -cos 9) ,其 中 的 9 是 n 和 z 轴 的 夹 角 ,这 里 定义 的 6 函数 可 参考 $ 124 中 
对 (124.3) 所 加 的 注 ,6 函数 前 所 选 的 系数 是 这 样 的 , 当 它 代入 定义 (125.5) 式 的 
石 边 时 正好 可 以 得 出 f(9), 这 时 9 是 n’ 和 z 轴 的 夹 角 . 把 这 个 5 函数 表 成 
(124.3) 式 的 形状 : 


F=46(1 -cos 0) = py (27 +1)P(cos 9) 《7 


再 把 算 符 /作用 在 它 上 面 , 于 是 ,正如 所 预期 的 ,我 们 即 可 得 到 , 形 如 (123. 14) 
式 的 散射 振幅 . 

最 后 ,还 应 添加 下 面 的 说 明 . 从 数学 观点 看 来 , 么 正 条 件 (125.8) 式 说 明了 
这 样 一 个 事实 ,并 不 是 所 有 预先 给 定 的 函数 Fa ,z) 都 能 成 为 某 个 场 中 的 散射 
振幅 . 特别 是 ,并 不 是 所 有 的 函数 f(9) 都 能 成 为 某 个 有 心力 场 中 的 散射 振幅 . 根 
据 (125.13) 式 , 它 的 虚 部 和 实 部 之 间 必 须 满足 一 定 的 关系 . 如 果 把 它 写成 f( 9) 
= ljle", 当 模 量 LAI 与 所 有 角度 的 关系 给 定 以 后 ,(125. 13 ) 式 就 给 出 一 个 积分 方 
程 ,由 它 原则 上 可 解 出 未 知 的 w(6) 相 位 . 换 句 话说 ,知道 了 散射 截面 ( 即 模 量 平 
方 II ) 与 所 有 角度 的 关系 以 后 ,就 可 在 原则 上 复原 该 散射 振幅 . 但 是 这 样 的 复 
原 缺 乏 唯一 性 , 它 可 以 相差 一 个 以 下 的 变换 式 

f(0)— -f" (09) (125. 18) 

上 式 能 使 (125. 13) 式 保持 不 变 [ 当然 也 使 截面 1f1? 保持 不 变 . (125. 18 ) 式 的 变 
换 等 价 于 (123.11) 中 所 有 相位 6, 同时 变 号 ]. 但 是 ,这 样 的 非 唯一 性 是 可 以 消除 
的 ,只 要 把 散射 振幅 看 作 既 是 角度 的 函数 也 是 能 量 的 函数 . 以 后 将 看 到 
($128, $ 129) ,作为 能 量 函 数 的 振幅 , 它 的 解析 性 质 对 (125. 18) 式 的 变换 不 是 
不 变 的 . 
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$ 126 玻 恩 公式 


在 一 个 极为 重要 的 情形 下 , 即 当 散射 场 本 身 可 以 看 作 微 扰 时 ,能 够 得 到 散射 
截面 的 一 般 计算 公式 .$45 中 已 经 证 明 , 当 以 下 两 条 件 之 一 成 立时 , 即 有 当 作 
微 扰 的 可 能 : 








坊 
IUI Se (126;1) 
以 及 
二 (126.2) 
a ma 


式 中 的 a 是 场 U(r) 的 作用 范围 ,U 是 该 场 主要 区 域内 的 场 值 的 数量 级 . 当 第 一 
个 条 件 得 到 满足 时 ,这 个 近似 对 所 有 的 速度 都 能 成 立 ;第 二 个 条 件 表明 , 它 对 足 
够 快 的 粒子 总 是 适用 的 . 

根据 $ 45 ,我 们 把 波 函 数 取 成 y=y” +y 的 形式 , 式 中 的 ”=e*' 对 应 
于 波 和 撩 为 k=p/ 的 人 射 粒子 .根据 (45.3) 式 我 们 有 


J "(x,y,z) = i U(xw' yz J)e 


取 散 射 中 心 为 原点 ,我们 从 原点 到 yw“ 值 的 计算 点 引 一 径 矢量 R, ,把 沿 R。 的 单 
位 天 量 记 作 n". 设 体积 元 dV' 的 径 矢 量 为 r'; 则 有 R = R。-r'. 在 远离 中 心 处 ， 
及 >>37' ,因而 


+kR) dV 
RR (126.3) 


R=|1R, -rl=~=R -rn’, 
把 它 代 入 (126.3) ,我 们 得 w” 的 下 列 渐 近 式 : 
0 i 1 iCk-k) er’ jr 
/es pri | rs dV 


(去 中 大 =kn' 是 散射 后 粒子 的 波 矢量 ). 上 式 和 (123.3) 式 给 出 的 散射 振幅 相 比 
较 , 求 得 后 者 的 表 式 为 





f= = dV, (126.4) 
式 中 已 经 变换 了 积分 变量 并 且 引 进 了 矢量 
q = 大 ' 一 大， L126. 3) 
4 的 绝对 值 是 
9 =2ksin 人 (126.6) 


9 在 $123 中 导出 的 普遍 性 理论 中 ,这 个 近似 相当 于 所 有 5 全 都 很 小 时 的 情形 ,并 且 要 求 这 些 相 
位 都 可 从 以 势能 为 微 扰 的 薛 定 刘 方 程 中 算出 来 ( 见 例题 4). 
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其 中 9 是 上 和 大 的 夹 角 ,也 就 是 散射 角 . 
最 后 ,把 散射 振幅 的 模 量 加 以 平方 , 即 得 下 列 散射 到 do 立体 角 元 中 的 截面 
表 式 : 


do = [oer 加 ay| do. 让 





pe i 
我 们 从 上 式 看 到 ,动量 变化 为 fig 的 散射， 是 由 U 场 的 相应 健 里 叶 分 量 的 模 
量 平方 确定 的 .(126.7) 式 是 由 玻 恩 (M. Born,1926 ) 首先 得 到 的 . 碰撞 理论 中 通 
常 把 这 个 近似 称 为 玻 恩 近似 . 
要 注意 的 是 ,这 个 近似 中 存在 着 以 下 关系 : 
KE 大) =f° (Kk’',k) (126.8) 
这 是 正 、 道 两 个 散射 过 程 间 的 振幅 关系 ,也 就 是 初 、 末 态 动 量 相 互 对 调 但 不 像 时 
间 反 演 那 样 改变 符号 的 两 个 过 程 间 的 振幅 关系 . 由 此 可 见 , 这 个 散射 中 出 现 了 倒 
易 定理 (125.12) 式 以 外 的 另 一 种 对 称 性 . 这 种 对 称 性 与 微 扰 论 中 散射 振幅 的 值 
很 小 有 密切 的 关系 ,并 且 可 从 勾 正 条 件 (125.8) 式 直接 得 到 ,只 要 在 该 式 中 略 去 
含有 f 二 次 项 的 那个 积分 式 了 0. 
(126.7) 式 也 可 以 用 男 一 种 方法 得 到 (但 是 不 能 确定 散射 振幅 的 相位 ). 我 
们 可 以 从 一 般 公式 (43.1) 出 发 ,该 式 给 出 的 连续 谱 状 态 之 间 的 跃迁 概率 为 
dw = | “6(E,-— = Edv,. 
在 目前 情形 下 ,这 个 公式 要 应 用 到 动量 为 p 的 人 射 粒子 态 跃 迁 到 动量 为 p' 的 并 
且 散 射 到 do' 立 体 角 元 内 的 粒子 态 . 态 的 间隔 dv 可 以 取 作 dp/(2mj3. 把 以 下 
初 末 态 能 量 差 代入 : 
pe ={p" -pH )7A2m, 
得 到 
4T7m 次 到 dip’ 
de = IU (pe = i (126.9) 
入 射 粒子 和 散射 粒子 的 波 函 数 都 是 平面 波 . 由 于 我 们 已 经 把 态 间 隔 dv 取 
作 PZ2m 直 空间 的 体积 元 ,未 态 波 函数 必须 按 P/X2m 直 的 6 函数 归 一 化 : 
几 ，= ez ， (126. 10) 


初 态 波 函数 仍 按 单位 流 密度 归 一 化 : 
上 6. 
hy | (126.11) 


QD 因此 很 明显 ,这 种 对 称 性 即使 在 微 扰 论 的 二 级 近似 中 也 已 不 复 存在 . 这 将 在 $130 中 直接 证 明 : 
参考 (130. 13 ) 式 ， 





则 (126.9) 具 有 面积 的 量 纲 , 它 就 是 微分 散射 截面 . 
(126.9) 式 中 存在 着 6 函数 意味 着 p' =p, 亦 即 动量 的 绝对 值 不 变 , 这 是 弹性 
散射 所 应 有 的 . 变换 到 动量 空间 的 球 坐 标 中 去 ( 即 把 dp' 改 为 p”dp'do' = 


3p'(dp”) do') 并 对 p” 积 分 ,就 能 把 5 函数 去 掉 . 积分 的 结果 相当 于 把 被 积 式 
中 的 p' 改 成 p, 结 果 得 


d 疗 于 





np . 1 
Ps | | ws Udy | do", 
把 (126.10),(126.11) 的 函数 代入 上 式 , 我 们 又 一 次 得 到 最 终 表 式 (126.7). 
(126.7) 式 的 形状 ,可 以 应 用 到 U(x,y,z) 场 中 的 散射 ,这 个 场 不 只 是 7 的 函 
数 而 且 可 以 是 坐标 的 任意 函数 .但 在 有 心力 场 U(r) 的 情形 下 ,这 个 公式 还 可 进 
一 步 变换 . 在 积分 
| yor)e "ay 
式 中 ,我 们 采用 球 坐 标 7+,8,9, 它 的 极 轴 沿 着 矢量 g 的 方向 ,我 们 用 8 代表 极 角 
以 便 区 别 于 散射 角 0. 现在 可 以 对 8 和 ow 进行 积分 ,结果 得 
「 和 上 U(r)e wr in ddodr =4T7 人 V(r) rdr 
把 上 式 代 入 (126.4) 中 , 即 得 有 心力 场 中 散射 振幅 的 以 下 表 式 : 
本 2m . sin gr yg, 
f= 机 | U( se dr， (126. 12) 
当 9=0( 即 g=0) 时 ,如 果 U(r) 在 无 穷 远 处 的 衰减 不 快 于 1/7, 则 以 上 积分 发 散 


(与 $124 中 的 一 般 结论 一 致 ). 
我 们 注意 到 下 列 有 趣事 实 . (126. 12) 式 中 的 粒子 动量 p 以 及 散射 角 9 只 通 


过 49 表达 出 来. 因此 在 玻 因 近似 中 ,散射 截面 对 p,6 的 依赖 关系 只 是 通过 psin 人 


表达 出 来 . 
再 回 到 任意 场 V(*,y,z) ,我 们 来 研究 速度 很 小 (ka << 1) 和 很 大 (ka >>1) 
两 种 极端 情形 . 速度 很 小 时 ,可 令 (126.4) 式 中 的 e““ 二 1, 因 此 散射 振幅 为 





f= “| a (126. 13) 
而 当 UVU=U(r) 时 , 则 有 
YE 2 
f= “ VCr)7 dr (126. 14) 


此 时 的 散射 呈 各 向 同性 并 且 与 速度 无 关 , 这 和 8$132 中 的 一 般 结论 相 一 致 . 
反 过 来 ,在 高 速 极 端 情形 下 ,散射 显著 地 非 各 向 同性 , 它 主 要 是 集中 在 张 角 
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很 窄 的 Ag ~ 1/ka 锥 体 范围 内 的 向 前 散射 ;实际 上 ,由 于 这 个 锥 体 以 外 的 g 值 很 
大 ,e-* “因子 是 一 个 急剧 振荡 函数 , 它 与 缓 变 函 数 U 相 乘 后 的 积分 结果 差不多 
等 于 零 . 

4 值 很 大 时 的 截面 衰减 规律 并 不 是 普 适 的 , 它 与 场 的 具体 形状 有 关 . 如 来 场 
U=V(r) 在 r=0 处 或 > 的 任 一 实数 值 处 具有 奇 点 ,那么 积分 式 (126. 12) 主 要 由 
这 个 奇 点 的 邻 域 所 确定 ,其 截面 按 某 一 寡 次 规律 衰减 . 这 个 规律 也 适用 于 函数 
U(r) 没 有 奇 点 但 不 是 偶 函 数 的 情形 ;此 时 r=0 的 邻 域 在 积分 中 最 为 重要 .但 当 
U(r) 是 7 的 一 个 偶 函 数 时 ,这 个 积分 可 在 形式 上 扩展 到 负 的 r 值 , 即 沿 变量 7 的 
整个 实 轴 ,随后 可 把 这 个 积分 路 线 ( 如 果 ZX(r) 在 实 轴 上 没有 奇 氮 ) 移 到 复 平 面 
上 直到 碰 上 最 近 的 复 奇 点 为 止 . 当 4 值 很 大 时 ,积分 将 作 指数 衰减 ,但 是 必须 记 
住 , 玻 恩 近似 对 于 计算 这 种 指数 式 的 小 量 一 般 讲 来 是 不 合适 的 (还 可 参考 
S131): 

尽管 Ag ~1/ka 锥 体内 的 微分 散射 截面 与 速度 的 关系 不 大 ,但 其 总 散射 截 


面 (假定 积分 | do 为 收敛 ) 在 高 能 时 由 于 锥 体 张 角 的 减 小 而 随 之 减 小 , 它 与 锥 


体 所 张 的 立体 角 成 正比 , 即 和 (Ab) ~1ZFa 成 正比 ,或 者 说 和 其 能 量 成 反比 . 
在 碰撞 理论 的 许多 物理 应 用 中 ,描述 散射 的 下 列 积分 通常 称 作 输 运 截面 : 


0 bi — cos 0)do. (126. 23 
通过 类 似 于 以 上 的 讨论 可 以 知道 ,高 速 时 这 个 量 是 和 能 量 的 平方 成 反比 的 . 
习 题 


1. 求 球 势 阱 的 玻 因 近似 散射 截面 ,该 势 阱 当 r<a 时 UVU= -Ur>a 时 
WY 0 

解 : 计 算 积分 式 (126.12) ,得 下 列 结果 : 
a ( sin i qa) 1 
hi (ga) 
对 所 有 角度 积分 后 (最 好 取 g =2ksin(9/2) 为 积分 变量 ,把 do 换 成 2mqdg/kr) 即 
得 散射 总 截面 : 


do =4a” | 








27 mUoa” 1 sin 4ka sin’2ka 
wp sd ey 
k 坊 (2ka) (2ka) (2ka) 
极限 情形 下 由 上 式 得 
16Ta- mUoa” g 
ka <<1 时 ; = 9 | 了 ) 


1 时; g= 汪 ] 
ka>>1 时 ; Cr | 





$126 玻 恩 公式 " 473 


2 同上 题 y 但 =e ". 
解 :最 好 用 (126.7) 式 计算 ,取信 方向 活 一 个 坐标 轴 . 结果 得 





及 总 截面 





2 mU.a’\? 


这 些 公 式 的 适用 条 件 由 U=U 的 不 等 式 (126.1) ,(126.2) 给 出 .此 外 ,如 果 指 数 
的 绝对 值 很 大 ,do 的 公式 也 不 能 适用 山 . 


3. 同上 题 ,但 场 中 = 二 e 
解 :计算 积分 式 (126. 12) 得 : 








2 
im) 
无 (ga +1) 
ama \“ 1 
cc =l6mo | 有 | PT 


这 些 公式 的 适用 条 件 由 U=a/a 的 (126.1)(126.2) 式 给 出 :ama/ 扩 <<1 或 
Qa/ hv << ] . 
4. 求 玻 因 近似 情形 ee 
解 :对 U(r) 场 中 运动 的 径 向 波 函 数 y =rR 以 及 对 自由 运动 波 函 数 Y ,我 们 
有 方程 [| 更 (32.10)》 ] 
+ [0 |x =0， 


We | 二 二。 |x® = 站 
厂 
第 一 式 乘 Xx'" ,第 二 式 乘 , 相 减 后 再 对 r 积分 (采用 r=0 处 的 边界 条 件 XY =0)， 
我 们 得 
X' rx Cr) -XCr)X Cr 二 UM dr. 
把 U 看 作 微 扰 ,上 式 右 边 可 令 X~X” .Tr 一 % 时 上 式 左 边 可 用 渐 近 式 (33. 12) 和 
(33.20) ,而 在 积分 式 中 我 们 用 精确 式 (33.10) 代 入 .结果 得 


@ ”这 种 情形 下 微 扰 论 的 不 适用 性 很 容易 从 计算 二 级 近似 的 散射 振幅 中 看 出 [ 见 (130.13)] ,虽然 
指数 函数 的 系数 比 一 级 近似 项 的 系数 小 ,可 是 负 指 数 只 比 一 级 项 中 的 小 一 半 . 
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Tm rf 


sin ,~=6, = a | Ur) La kr)] rdr. 


这 个 式 子 也 可 从 玻 恩 散射 振幅 (126.4) 直接 展 成 勒 让 德 多 项 式 并 与 (123.11) 比 
较 后 得 到 (对 小 的 6,). 

5. 用 玻 恩 近似 求 U=a/(r +a )” 的 场 中 (n>2) 快 粒子 (ka >>1) 的 总 散 
射 截面 . 

解 : 我 们 将 看 到 在 这 种 情形 下 ,大 角 动 量 的 分 波 振 幅 在 散射 中 是 主要 的 . 所 
以 把 (123.12) 中 对 1 的 求 和 改 为 积分 后 可 以 算出 截面 ;在 玻 思 近似 下 ,所 有 的 
6; <<1 所 以 


二 二 和 
Oe | 2187 dl. CL 
1 值 大 的 6, 可 从 (124.1) 算 出 : 
Qam dr 
0 i 
无 P+) (三 ) 
. 
作 替 代 政 +a =(@o + 了 /kb )/E, 上 式 可 化 成 熟知 的 欧 拉 积分 ,结果 是 
] ] 1 
i 
aa + r (二 nm] 
2 


(1) 式 由 范围 1~ak >>1 所 确定 ,这 就 证 实 了 所 作 的 假定 . 对 该 式 进行 积分 ,计算 
后 给 出 





Tm ae | ma ) 
n -2 Tr (二 ki a" 
根据 (126.2) ,在 此 情形 下 玻 恩 近似 成 立 的 条 件 为 ma/( 拓 ha”) <<1. 注意 oo~ 
hk“, 这 与 前 面 的 一 般 说 明 一 致 . 

6. 用 玻 思 近似 求 二 维 场 U=U(x,z) 中 的 散射 振幅 ,粒子 束 沿 z 轴 入 射 . 

解 :采用 8$45 的 第 二 个 附注 和 汉 克 耳 函 数 的 渐 近 式 : 


H‘™ (wu) a 二 et" 在 UU—>00 时 ， 


我 们 求 出 在 远离 场 轴 (y 轴 ) 的 R, 处 , 波 函 数 的 修正 式 为 


Vy /0) nro 
J 


(3) 


式 中 的 散射 振幅 为 
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f(0) 本 二 | U(p)e -aod2p， 


nm 
hr V2nk 
式 中 p=(x,z) 是 二 维 径 矢 ,dip =dxdz,9 是 xz 平面 内 的 散射 角 . 二 维 情形 下 , 散 
射 振幅 的 量 纲 为 长 度 的 平方 根 ,散射 截面 do = 1f1”d9 的 量 纲 为 长 度 . 


$ 127 准 经 典 情形 


我 们 来 研究 散射 的 量子 理论 过 渡 到 经 典 理论 极限 时 的 方式 . 
不 考虑 散射 角 9 为 零 的 情况 ,我 们 可 把 精确 理论 给 出 的 散射 振幅 写成 
(124.4) 的 形式 : 
f(0) = 元 > (21+1)P,(cos bg)e (hy, 1 
我 们 知道 , 准 经 典 波 函 数 以 有 大 的 相位 为 特征 . 因此 自然 可 假定 ,大 的 56, 相当 于 
过 渡 到 经 典 散射 理论 这 一 极限 情形 . 求 和 式 (127.1) 的 值 主要 由 1 值 大 的 项 所 决 
定 . 因 而 P,(cos 9) AL Cd. 7) 来 代替 ,该 式 可 写成 
P,( cos a 1+ 二 p+ 党 —e -i( +)- 14 
\ 2 V2TLsin 0 [。 |. 
土 式 代入 (127.1) 得 


f(0) = 元 人。 时 二 人 [和 He X72) 


这 些 指 数 因子 作为 1 的 函数 都 是 急剧 振荡 的 (因为 它们 的 相位 很 大 ) ,因此 
(127.2) 式 的 求 和 中 大 多 数 的 项 将 相互 抵消 . 这 样 这 个 和 式 主要 取决 于 这 样 一 
些 1 值 ,这 些 1 位 于 指数 的 一 个 极 值 附 近 , 亦 即 下 式 之 根 附 近 : 


d 
“了 4 +0=0， (129 号) 


在 此 范围 内 级 数 中 所 含有 的 大 量 的 项 ,其 指数 因子 几乎 保持 不 变 ( 因 为 极 值 附 
近 的 指数 变化 缓慢 ) ,因此 这 些 项 不 会 相互 抵消 掉 . 
准 经 典 情 形 中 的 相位 5, 可 以 写成 以 下 两 个 相位 之 差 当 r 一 w 时 的 极限 值 
( 见 $ 124) .一 个 是 V(r) 场 中 准 经 典 波 函数 的 相位 
2m[ EF -U(r)| _ 丰 (1L+1Z2) di 


为 一 个 是 自由 运 ee $ 33) 


kr -FIn, 


因此 得 
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d= 上 te CS yas) — kr,. 


(C17 4 ) 

再 将 这 个 式 子 代入 (127.3) 式 , 当 我 们 计算 这 个 积分 的 导数 时 ,必须 记 住 积分 限 

m 也 是 依赖 于 1 的 ,但 是 由 此 而 产生 的 kdr,/di 项 正好 和 6, 中 -hr, 项 的 导数 相 
抵消 . 

hi (1+ ) 是 粒子 的 角 动 量 ,在 经 典 力学 中 可 以 写成 mpo 的 形式 ,其 中 p 是 


碰撞 参量 ," 是 粒子 在 无 穷 远 处 的 速度 . 作 此 替代 后 ;最 终 (127.3) 式 旦 以 下 
形式 : 
[= a = 二 (7 冯 
vr AmB U) - (mvp/r)” 
斥 力 场 中 只 当 式 右 9 前 取 负 号 时 ,上 式 才 能 有 根 (p 的 根 ) ,引力 场 中 式 右 只 能 取 
正 号 . 
(127.5 ) 与 通过 碰撞 参量 确定 散射 角 的 经 典 表 式 ( 见 《 力 学 ), $ 18) 完全 相 
同 , 很 易 证 明 , 从 上 式 确实 可 得 截面 的 经 典 表 式 . 
为 了 证 明 这 一 点 .我 们 把 (127.2) 中 的 指数 展开 成 1 =1-1(9) 的 短 级 数 ， 
其 中 的 4,(9) 由 (127.3) 一 (127.5) 式 确定 . 我们 取 (127.2) 中 的 第 一 项 ,从 而 取 
(127.3) 中 下 面 的 负 号 (吸引 ). 按 (127.3) 有 
d 8， _ 1 db 
dr li 2 dl 








故 


[Ee (4 二 je 于 ] 二 蝇 


(127.2) 中 对 1 的 求 和 现在 改 成 在 1 =0 点 附近 对 7 的 积分 .把 7 看 作 复 变 量 ,在 
该 点 附近 取 积 分 路 线 沿 指数 的 最 速 降落 方向 ,该 方向 与 实 轴 的 夹 角 或 为 二 或 
为 -地 ,这 由 db/dl 的 符号 来 确定 . 换 句 话说 ,我 们 令 也 = eexp ( + 了 ) 并 对 
的 实数 值 积分 ;由 于 该 积分 收敛 很 快 ,积分 限 可 延伸 为 w 到 ow . 


[9( -Var | 时 | 


pli [8, -人 + 了 9- 了 Tr] hs C27.6) 

















1 1d7 
f(0) = (| 


sin 9 
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dl 
dg 
碰撞 参量 为 p = lA%k, 于 是 我 们 就 回 到 经 典 公式 dc =2mpdp. 

由 此 可 知 , 经 典 散射 (偏转 角 9 为 给 定 ) 的 条 件 是 满足 (127.3) 式 的 1 值 必 须 
很 大 ,这 个 1 值 的 6, 也 必须 很 大 .后 一 条 件 有 一 个 简单 的 解释 . 当 粒 子 以 碰撞 
参量 p 入 射 时 ,如 果 我 们 可 以 说 偏转 9 角 的 散射 是 经 典 的 ,那么 这 两 个 量 的 量子 
力 竺 不 确定 度 必须 比较 小 :Ap <<p,Ab <<6. 散射 角 的 不 确定 度 为 Ag ~ Ap/p 数 
量 级 ,其 中 p 是 粒子 动量 ,Ap 是 其 横向 分 量 的 不 确定 度 , 由 Ap ~ /Ap >> ip, 我 
们 有 A9 >> /pp, 故 


1 
do = |fl? . 2msin 0d0 =2T 7 d0. (I27.,.7) 





es (1L27..8) 


pmyv 

把 角 动 量 mpv 改 成 大 ,我 们 得 01 >> 1 ,这 就 是 6, >>1( 因 为 6, ~19, 可 从 (127.3) 
看 出 ). 

粒子 的 经 典 偏转 角 可 以 用 “碰撞 时 间 ”r ~p/v 内 的 横 动 量 增 量 Ap 和 原 动 量 
myv 的 比值 来 估计 . 在 距离 p 处 粒子 所 受 的 力 为 下 = -dU(p)/dp; 由 于 Ap ~ 
Fp/v, 故 0~Fp/mv. 这 个 估计 只 当 9 <<1 时 才 严 格 成 立 , 但 即使 对 9~1 也 能 用 
来 作出 数量 级 的 估计 .代入 (127.8) 中 ,得 到 下 列 形式 的 准 经 典 散射 条 件 : 

| 下 1p”>> fiv. (127.9) 

这 个 不 等 式 应 对 满足 1U1(p)1z<E 的 所 有 op 值 成 立 . 

如 果 场 VCr) 衰减 得 比 1/r 还 快 ,那么 对 足够 大 的 p 值 来 讲 , 条 件 (127.9) 总 
是 不 能 满足 的 . 可 是 小 的 9 对 应 于 大 的 p; 因 此 角度 足够 小 的 散射 不 再 是 经 典 
的 .有 反之, 如果 场 的 衰减 不 快 于 1/r, 小 角度 散射 就 是 经 典 的 ;此 时 大 角度 散射 是 
否 为 经 典 则 取决 于 场 在 小 距离 处 的 行为 . 

对 于 库仑 场 ,V = a/r, 如 果 a >> 知 , 则 条 件 (127.9 ) 是 满足 的 . 这 个 条 件 正 好 
和 库仑 场 作 为 微 扰 的 条 件 相 反 . 可 是 我 们 将 看 到 ,在 库仑 场 散 射 中 ,量子 理论 所 
得 的 结果 总 是 和 经 典 结 果 相 一 致 的 . 


习 题 


1. 求 某 场 中 准 经 典 散 射 的 总 截面 ,该 场 在 足够 远 处 具有 U = av 六 ( 灵 >2) 的 
形式 . 
解 :由 于 起 主要 作用 的 是 1 大 的 6,, 所 以 我 们 用 (124.1) 式 计算 5 : 


QD (127.5) 式 给 出 的 8 和 pp 的 关系 有 可 能 不 是 一 一 对 应 的 :可 以 有 不 止 一 个 p 值 对 应 于 同一 个 6 
值 . 在 这 种 情形 下 ,f(9) 是 由 一 些 具有 适当 4 值 的 (127.6) 式 求 和 得 到 . 在 9(p) 的 极 值 处 ,导数 dp/d9 从 
而 还 有 经 典 微分 截面 do/do 都 变 成 无 穷 大 ;接近 这 样 的 8 角 时 ,经 典 近 似 当 然 不 再 成 立 ( 见 题 2). 
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这 个 积分 的 计算 见 § 126 例题 5. 
把 (123.12) 中 的 求 和 改 成 积分 ,有 


4 。 
Cr S| 21sin”6,dl, 


然后 作 替 代 6, =u 并 对 u 进行 分 部 积分 ,以 上 积分 式 可 化 成 伽 玛 函数 . 结果 得 


i [二 = 去] 全 
oh i | 地 | 1,) [| 9 过 
p12 


n=3 时 不 定式 展开 后 给 出 og =2T a/ 和. 
这 个 结果 的 适用 条 件 首先 是 ,6, ~1 时 有 1 >>1; 由 此 给 出 不 等 式 
mak” /hh >>1. 


另 一 个 条 件 是 要 求 U(r) 在 超过 距离 
~ ~ (ma/ hk) 


(li 用 从 6,~1 得 到 的 ) 后 ,必须 具有 本 题 所 给 的 渐 近 形式 ,这 个 距离 在 积分 (1) 
中 起 着 主要 作用 . 如 果 场 的 渐 近 式 只 当 距 离 r>>a 时 方 能 达到 (其 中 心 是 该 场 的 
特征 尺度 ) ,我 们 就 有 条 件 
ma/ (fka” ) >>1. 

上 式 给 出 了 所 能 允许 的 速度 的 上 限 . 这 种 情形 下 , 对 足够 高 的 速度 (ma/ 
ka" "<<1), 有 oo~k (参考 §126, 题 5). 

2. 在 经 典 散 射 角 0(p)( 作 为 碰撞 参量 p=l/k 的 函数 ) 的 一 个 极 值 附 近 , 求 
散射 的 角 分 布 . 

解 :9(1) 在 某 个 1=1o 处 具有 极 值 , 则 按 (127.3) 式 ,该 点 附近 的 86, 具有 如 下 
形式 : 

26, ~26, + go + al ; 


其 中 06。=0(l,),l'=1-l; 在 这 里 我 们 仍 取 (127.3) 中 下 面 的 负 号 这 一 特殊 情 
形 .对 9(l1) 函 数 的 极 大 值 或 极 小 值 ,常数 a 分 别 为 负 或 正 . 对 散射 振幅 讲 来 ， 
(127.6) 改 成 


LA2 5 


Ke)1= 二 人 ) ef 人 -re + Fo ) ar, 


27sin 0, 
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其 中 6' =0-0. 用 (8.3) 把 以 上 积分 式 化 成 艾 里 函数 ,最 后 得 下 列 散 射 截面 山 : 


二 47il 


oo = | 

微分 截面 do/d09' 随 进入 散射 的 经 典 允 许 区 (a <0 时 的 8 >0, 或 a>0 时 的 
90' <0) 的 距离 的 增 大 而 减 小 ;在 9 >0 点 的 另 一 侧 , 它 在 零 和 逐渐 衰减 的 一 个 振 
幅 之 间 振 荡 . 在 9aq "=1.02 处 ,do/d9' 具 有 极 大 值 ,该 处 的 中 "=0.90. 

3. 求 小 角度 准 经 典 散 射 的 角 分 布 , 设 对 菜 个 有 限 的 p=l/k 值 ,经 典 偏转 角 
9 等 于 零 . 

解 : 准 经 典 散射 的 假定 在 这 里 意味 着 1 >>1 和 6，<<1. 于 是 接近 于 4 的 1 


值 在 散射 中 是 重要 的 .对 于 小 的 =1!-1 ,我 们 有 
0 20 当 781" 


然后 按 (127.3),1'=0 时 9=0. 将 上 式 代 入 (127.1), 把 P,(cos 90) 写成 (49.6) 形 
式 ,对 1 的 求 和 又 改 成 对 1 =0 点 附近 对 1' 的 积分 @: 


lo , RE 
f= mexp(2i6,) | C10) exp(ipr’) 0 


这 个 积分 是 由 1'~B "的 区 域 确定 的 ,对 于 90<<YB 的 角 ,我 们 可 把 J,(19) 
移出 积分 号 外 并 取 1=/i, 处 的 值 , 剩 下 的 积分 用 前 面 所 述 的 方法 计算 . 结果 得 截 
面包 

mlo 
BE 
如 果 对 某 个 有 限 的 ( 非 零 )p 值 经 典 散 射 角 趋 于 7 的话 , 当 散 射 角 接 近 于 7 时， 
可 得 类 似 的 截面 结果 . 
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把 散射 振幅 看 作 是 进行 散射 的 粒子 能 量 E 的 函数 并 把 E 形式 地 看 作 复 变 
量 , 可 以 确立 有 关 散 射 振幅 的 一 系列 重要 性 质 . 

我 们 来 考虑 一 个 粒子 在 场 U(r) 中 的 运动 ,该 场 在 无 穷 远 处 足够 快 ( 快 的 程 
度 以 后 再 指出 ) 地 趋 于 零 .为 了 简化 讨论 , 先 假 定 该 粒子 的 轨道 角 动 量 ! 为 零 .我 
们 可 把 波 函 数 (1=0 和 为 任 一 给 定 值 的 莅 定 证 方程 之 解 ) 的 渐 近 式 写 成 


do J%(1.0)do. 


@D 这 种 类 型 的 散射 在 成 虹 理 论 中 出 现 , 因 此 被 称 为 虹 散 射 . 

@ 严格 讲 来 ,振幅 中 应 包含 来 自 碰撞 参量 p 一 o 的 小 角度 散射 供 献 的 一 项 .但 此 项 与 所 列 出 的 那 项 
相 比 一 般 讲 来 是 很 小 的 . 

图 ”这 种 类 型 的 散射 出 现 于 某 种 气象 现象 的 理论 中 , 称 为 发 光 散 射 . 
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X= =A(E)exp | ~- ) +B(E)exp (Yr), (128.1) 


并 把 EE 看 作 复 变 量 , 当 5 为 负 实 数 时 ,把 WV- 万 定义 为 正 的 . 此 波 函 数 假 定 已 按 
某 一 条 件 例如 yw(0) =1 归 一 化 . 

在 左 实 轴 上 (E <0),(128.1) 中 第 一 项 和 第 二 项 的 指数 因子 都 是 实 的 ,r 一 
% 时 ,其 中 的 一 个 是 衰减 的 另 一 个 是 增长 的 . 根据 x 是 实 函 数 的 条 件 , 可 知 E<0 
时 4(E) 和 B(E) 都 是 实 函 数 ,由 此 还 能 得 出 这 样 的 结论 ,在 对 称 于 实 轴 的 任意 
两 点 上 ,这 两 个 函数 具有 复 共 思 值 : 


A(E") =A"*E), B(E y=B"(py. ( 128..2) 
从 左 实 轴 通过 上 半 平 面 转 到 右 实 轴 , 即 得 >0 时 的 波 函 数 渐 近 式 : 
Y=A(B)e™ +B(E)e ™, k= 时 已 


如 有 果 是 通过 下 半 平 面 转 到 右 实 轴 , 我 们 就 得 
Y=A" (Ee "4B (BR)e”. 
由 于 xX 应 该 是 上 的 单 值 函数 ,这 就 表明 
E>0 时 , A(E)=B"* (E). (128.4) 
这 个 关系 式 也 可 根据 >0 时 x 函数 为 实 量 直接 得 出 .但 由 于 (128.1) 中 根 号 
V -不 是 单 值 的 ,系数 4(E) 和 B(E) 本 身 也 不 是 单 值 的 .为 了 消除 这 种 非 单 值 
性 , 复 平 面 上 要 切 去 右 实 轴 . 这 条 割 线 使 得 V -EE 是 单 值 的 从 而 保证 了 4(E) 和 
B( 袭 ) 困 数 的 单 值 性 . 并 且 这 两 个 函数 在 割 线 的 上 下 沿 具 有 复 共 斩 值 [(128.3) 
式 中 的 A(E) 和 B(E) 取 割 线 上 沿 的 值 ]. 
具有 上 述 割 线 的 复 平面 ,我 们 称 它 为 黎 曼 面 的 物理 叶 . 根据 我 们 的 定义 ,在 
整个 物理 叶 上 有 
Re w=—B 30., (T1280. 
特别 是 在 割 线 的 上 沿 , V -应 该 定义 成 为 -iVEQ&. 
(128.3) 中 的 两 个 因子 e“ 和 ee “, 从 而 还 有 xX 中 的 两 项 ,都 是 数量 级 相同 的 
量 , 因 此 形 如 (128.3) 的 渐 近 式 总 是 合理 的 . 在 整个 物理 叶 上 , 当 r 一 om 时 ， 
(128.1) 式 中 的 第 一 项 指数 衰减 而 第 二 项 指数 增长 [由 于 (128.5)]. 因 此 
(128.1) 式 中 的 两 项 具有 不 同 的 数量 级 ,从 而 这 个 表 式 作为 波 函 数 的 渐 近 式 不 
一 定 是 合理 的 :其 中 的 小 项 与 大 项 相差 过 于 悬殊 . 为 了 使 (128. 1 ) 式 成 为 合理 


由， 本 节 中 我 们 考虑 物理 叶 上 散射 振幅 的 性 质 . 但 在 以 后 ,我 们 有 时 需要 考虑 ( 见 $134) 黎 曼 面 的 另 
一 个 “ 非 物理 ” 叶 . 在 这 个 叶 上 有 
Re a/ -BE<0. (128.5a) 
从 右 半 轴 向 下 直接 穿 过 割 线 即 可 到 达 这 个 非 物理 叶 . 


$128 散射 振幅 的 解析 性 质 .481 . 





的 ,小 项 和 大 项 之 比 必须 不 小 于 势能 的 相对 数量 级 U/E ,这 正 是 醉 定 户 方 程 转 入 
渐 近 区 时 被 略 去 之 项 . 换 句 话说 , 场 U(7) 必须 满足 以 下 条 件 : 
r 一 oo 时 VCr) 的 衰减 快 于 


exp | 本 WE). (128.6) 


如 果 这 个 条 件 对 任意 的 Re V -EE >0 得 到 满足 即 如 果 U(r) 比 下 式 减 少 还 快 : 
< (128.6a ) 

式 中 c 为 任意 正 的 常数 ,那么 形 如 (128.1) 的 渐 近 式 就 对 整个 物理 叶 成 立 . 作为 
第 系数 方程 的 解 , 它 没有 的 奇 点 . 这 意味 着 函数 4A(E) 和 B(E) 在 整个 物理 叶 
上 是 正则 的 .只 有 EE=0 这 一 点 除外 ,这 一 点 作为 割 线 的 起 始点 ,是 这 些 函 数 的 
分 文 点 . 

粒子 在 场 VCr) 中 的 束缚 态 ,对 应 于 一 时 趋 于 零 的 波 函 数 . 这 一 点 意味 着 
(128.1) 式 中 的 第 二 项 不 应 出 现 ,也 就 是 说 ,离散 能 级 对 应 于 B(E) 函数 的 各 个 
零 反 .由 于 莅 定 证 方程 只 有 实 的 本 征 值 ,B(E) 在 物理 叶 上 的 所 有 零点 都 是 实数 
(并 且 分 布 在 左 实 轴 上 ). 

E>0 时 的 4(E) 和 B(E) 函 数 直 接 与 场 U(r) 中 的 散射 振幅 有 关 , 现 说 明 如 
下 . 按 (33.20) 式 写成 的 x 渐 近 式 为 


X = 常数 。[eikwe+a) _e-ii+ao) ] (128.7) 
比较 (128.3) 式 和 (128.7) 式 即 可 看 出 
A(E) yis0c5) 
BB y (5) 
而 根据 (123. 15 ) 式 , 角 动 量 1=0 的 散射 振幅 为 
Se 2i80 _ Re 态 
h=3r(e = (+!) (128.9) 


式 中 的 4 和 B 取 割 线 上 沿 的 值 . 
现在 把 散 财 振幅 看 作 是 整个 物理 叶 上 的 E 的 函数 ,我 们 就 可 以 看 出 ,离散 
能 级 就 是 这 个 函数 的 单 极点 . 如 果 场 U(7) 满 足 条 件 (128.6) ,根据 以 上 的 讨论 ， 
散射 振幅 不 再 存在 其 它 的 奇 点 包 . 
我 们 来 计算 某 一 离散 能 级 =E,<0 极点 处 的 散射 振幅 的 留 数 . 为 此 目的 ， 
我 们 先 写 出 x 函数 及 其 对 能 量 的 导数 所 满足 的 方程 : 
2m 


» 2m ox lg ox 
Ne nd Fe om em pv 一 一 一- 一 下 
pp i Ue, 下 Ts U0) 2 


中 =0 点 除外 , 它 是 以 前 特别 提 到 的 4A(E) 和 B(E) 函数 的 奇 点 .但 当 E_»0 时 散射 振幅 仍 能 保持 
有 限 值 ( 见 § 132). 
为 简短 计 , 以 后 不 再 每 次 声明 此 事 . 
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第 一 式 乘 以 /9E ,第 二 式 乘 以 x ,然后 两 式 相 减 并 对 7 积分 得 : 
WE -x( 蛙 ] = 给 xar (128. 10) 
把 上 式 应 用 于 =E, 和 rr 一 %. 式 右 的 积分 当 r 一 % 时 等 于 1( 如 果 束 缚 态 波 函数 
是 按 通常 条 件 | xdr =1 归 一 化 的 ). 式 左 的 x 用 (128.1) 式 代入 ,并 且 考虑 到 
= 点 附近 有 : 
a B(E)~(E+1E,1) SS 本 
结果 就 得 加 


1 m 
B= 1 


根据 以 上 这 些 表 式 可 以 知道 ,在 E=E。 点 附近 散射 振幅 的 首 项 (1=0 的 振幅 ) 基 
有 如 下 形式 : 


=B(E + 1E,|1), 


ho 1 
mm B+ 
由 此 可 见 ,离散 能 级 处 散射 振幅 的 留 数 取决 于 相应 的 归 一 化 定 态 波 函数 渐 近 表 
式 中 的 4, 系数 : 


(R28 LL) 


x =Aoexp | -二 一 一 a (128. 12) 


现在 回 到 散射 振幅 解析 性 质 的 研究 ,考虑 不 满足 条 件 (128. 6a) 的 情形 . 在 
这 样 的 场 中 ,只 有 (128.1) 式 中 的 增长 项 才 是 整个 物理 叶 上 薛 定 请 方程 之 解 的 
渐 近 式 的 正确 部 分 . 从 而 和 以 前 一 样 ,我 们 可 以 肯定 B(E) 函数 没 有 奇 点 . 

这 种 条 件 下 的 函数 4A(E) 只 能 作为 右 实 轴 上 xX 渐 近 式 中 的 系数 (x 中 的 两 项 
在 该 处 都 是 合理 的 ) 的 解析 延 拓 才能 在 复 平 面 上 确定 .但 是 这 样 的 延 拓 现在 会 
给 出 不 同 的 结果 ,要 看 这 种 延 拓 是 从 割 线 的 上 沿 还 是 从 下 沿 开始 的 . 为 了 得 到 一 
个 单 值 函数 ,我 们 规定 ,上 半 平 面 和 下 半 平 面 中 的 4( 五 ) 是 分 别 从 右 实 轴 的 上 泊 
和 下 沿 开始 的 解析 延 拓 , 割 线 则 要 一 般 地 延 及 整个 实 轴 . 这 样 定义 的 函数 仍 和 以 
前 一 样 ,具有 4(E* ) =A"(E) 的 性 质 ,但 一 般 讲 来 ,无 论 在 实 轴 的 右 半 部 和 左 半 
部 它 都 不 是 实 量 . 从 原则 上 讲 , 它 也 能 具有 奇 点 . 

然而 在 这 样 的 条 件 下 要 把 函数 4(E) 定 义 在 复 平面 上 ,只 能 通过 把 右边 实 
轴 上 作为 渐进 表 式 x 的 系数 那个 函数 做 解析 延 拓 来 得 到 . 但 是 一 般 讲 来 ,这 种 延 
拓 从 割 线 的 上 边 开 始 还 是 从 下 边 开始 ,所 得 的 结果 是 不 一 样 的 . 

为 了 达到 单 值 性 的 目的 ,我 们 约定 :上 半 平 面 的 4(E) 是 由 右 半 轴 的 上 边 延 
拓 而 成 的 ,而 下 半 平 面 的 4A(E) 是 由 右 半 轴 的 下 边 延 拓 而 成 的 . 这 时 ,一 般 讲 来 ， 
割 线 应 该 成 为 整个 实 轴 的 延 拓 . 这 样 得 到 的 函数 仍然 具有 4A(E* ) =4 "(EE) 的 性 
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质 ,但 一 般 讲 来 , 实 轴 的 左边 和 右边 都 不 是 实 的 ,原则 上 轴 上 也 可 能 有 极点 ， 
我 们 来 证 明 ,函数 4A(E) 在 物理 叶 之 中 没有 极点 这 件 事 还 是 有 一 个 判 据 , 虽 
然 它 不 满足 条 件 (128. 6a). 
为 此 ,让 我 们 考察 在 给 定 E 值 ( 复 值 ) 下 作为 复 r 的 函数 的 x. 这 时 将 x 限制 
在 上 半 平 面 即 可 ,因为 上 下 两 个 半 平 面 中 的 A4(E) 是 互 为 复 共 轿 的 . 对 于 能 使 
Er 成 为 实 正 数 的 那些 7 值 来 说 , 波 函 数 (128.1) 中 两 项 的 数量 级 是 一 样 的 . 这 
就 是 说 ,我 们 回 到 了 原来 E>0,r 为 实数 的 那 种 情况 , 那 时 渐进 表 式 x 中 的 两 项 
对 于 任意 在 无 穷 远 趋 于 零 的 场 U(7) 来 说 都 是 合理 的 . 因此 可 以 肯定 ,对 于 那些 
E 值 ,4(E) 不 可 能 有 奇 点 ,这 些 E 值 就 是 , 当 7 沿 着 Er >0 的 射线 趋 于 无 穷 大 时 
能 使 U(r) 一 0 的 . 当 EE 取 遍 上 半 平 面 的 所 有 的 值 时 ,条 件 Er >0 选 出 的 是 7 的 
复 平 面 的 右 下 象限 . 于 是 我 们 得 到 结论 Db( 朗 道 ,1961): 
在 右 半 平面 上 rr 一 % 时 ， U(r) 满 足 条 件 U(r) 一 0 (128, 13) 
条 件 (128.6a) 和 (128.13) 包 括 了 类 型 很 广 的 一 些 场 . 以 致 可 以 这 样 说 , 散 
射 振幅 通常 在 两 个 半 平 面 内 都 没有 奇 点 .在 左 实 轴 上 (如 无 割 线 它 是 物理 叶 的 
一 部 分 ) ,散射 振幅 具有 对 应 于 束缚 态 能 量 的 奇 点 ; 当 有 割 线 存 在 时 ,还 可 能 具 
有 其 它 的 奇 点 . 
特别 是 , 它 发 生 于 下 列 形式 的 场 中 : 
U= 常 数 xr"e ""， (128.14) 
n 为 任意 .在 左 半 轴 的 0 < -E< 凡 /(8ma ) 间 隔 内 ,条 件 (128.6) 成 立 ,因此 在 这 
一 段 上 不 需要 有 制 线 ;散射 振幅 只 能 具有 对 应 于 束缚 态 的 极点 . 在 左 半 轴 的 其 余 
部 分 ,就 可 能 有 多 余 极点 和 其 它 奇 点 (S.T. Ma,1946). 这些 奇 点 的 出 现 与 下 列 事 
实 有 关 , 当 rr 沿 Er >0 的 曲线 趋向 无 穷 大 时 ,E 值 一 旦 运动 到 左 半 轴 的 下 面 (在 
r 复 平面 上 ,也 就 是 上 述 曲 线 落 到 虚 轴 的 左边 ) ,(128.14) 式 的 函数 不 再 趋 于 零 . 
其 次 ,我 们 来 研究 1E1 一 % 时 散射 振幅 的 解析 性 质 . 当 E 沿 实 轴 趋向 无 穷 大 
时 , 玻 恩 近似 成 立 , 散 射 振幅 趋 于 零 .按照 前 面 的 讨论 ,这 种 情况 也 发 生 在 如 果 r 
的 复 值 满足 Er >0, 而 E 值 沿 复 平 面 中 任 一 直线 (arg 5 = 常数 ) 趋 于 无 穷 大 时 . 


当 r 沿 argr= -arg 5 的 直线 趋向 无 穷 大 时 ,如 果 有 U0, 并且 U(7) 在 该 直线 


上 没有 奇 点 , 则 玻 恩 近似 的 成 立 条 件 得 到 满足 ,散射 振幅 仍 趋 于 零 . 当 argE 取 0 
到 7 的 所 有 各 值 时 ,argr 取 0 到 -mw/2 的 各 个 值 . 

由 此 得 出 结论 ,如 果 U(r) 在 r 的 右 半 面 内 不 存在 奇 点 并 在 无 穷 远 处 趋 于 
零 , 则 散射 振幅 在 平面 各 个 方向 的 无 穷 远 处 都 趋 于 零 . 


@ 由 于 U(r) 是 实 函 数 ,在 实 轴 上 有 等 式 U(r* ) =U* (7r) 成 立 , 因 此 (128.13) 在 右 下 半 平 面 成 立 目 
动 地 意味 着 此 条 件 在 整个 右 半 平面 成 立 . 
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以 上 所 讲 的 虽然 都 是 针对 角 动 量 1=0 的 散射 ,但 在 实际 上 以 上 所 讲 的 一 切 

locap dic lan 一 分 波 振 幅 都 是 成 立 的 . 推导 中 的 唯一 区 别 是 ,x 渐 
近 式 中 的 e* “因子 现在 要 改 成 自由 运动 (33.16 ) 式 的 精确 径 向 波 函数 〇 . 
/天 0 时 ,(128.9) 和 (128.11) 式 要 作 某 些 改变 . (128.7) 式 现在 改 成 


w= 贡生] -ea[ -it 至:a) 
(128.15) 
对 分 波 振 幅 f 可 得 [ 按 (123.15) 式 定义 ] 


De a +1|. (128. 16) 
在 角 动 量 为 1 的 E=E。 Oe 

A 

2m Et+t 组 | 





f=(21+1)fP,(co0s 0) =( -1)"" (21 +1)P,(cos 0) ， 


C128. 17) 
用 以 代 稚 (128. 11) 式 . 
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上 节 中 我 们 研究 了 具有 给 定 ! 值 的 分 波 散 射 振幅 的 解析 性 质 ,我 们 看 到 ,这 

些 性 质 由 于 有 可 能 出 现 “ 多 余 ” 奇 点 以 及 无 穷 远 处 的 非 正 则 性 而 被 复杂 化 了 . 总 

振幅 作为 具有 给 定 散射 角 值 的 能 量 的 函数 ,显然 具有 类 似 的 性 质 . 可 是 , 零 角 度 
的 散射 振幅 构成 一 个 例外 ,我 们 现在 要 指出 , 它 的 解析 性 质 是 比较 简单 的 . 

写 出 进行 散射 的 粒子 波 函 数 的 孽 定 请 方程 : 

Vy + ky = 


PP OO VO 
的 推迟 势 方 程 . 

这 个 方程 的 描述 在 远离 中 心 的 R, 处 沿 大 方向 “辐射 "的 解 ,具有 以 下 形式 
( 见 《 场 论 》§ 66): 


( 129.1) 





] eo fr2mU i 

少数 射 三 ne R, 2 

这 个 表 式 在 目前 情形 下 代表 散射 粒子 的 波 函 数 ,e”*/R, 的 系数 给 出 散射 振幅 
fA(9,E). 特别 是 ,如 令 k'=k(k 是 入 射 粒 子 的 波 矢量 ) , 即 得 零 角度 散射 振幅 : 


"dV. (129,2) 








@D ”这些 函数 的 极限 表 式 (33.17) 只 当 E>0 时 才能 应 用 ; ;在 平面 的 其 余部 分 ,x 函数 中 的 两 项 具 
有 不 同 的 数量 级 ,引用 这 种 极限 表 式 后 ,对 y 函数 所 引起 的 误差 一 般 要 大 于 苹 定 汕 方程 中 上 略 去 V 所 引起 
的 误差 . 
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mm — ikz 
MOBY -去 本 | Ue dy (129.3) 


(已 取 z 轴 沿 大 方向 ). 这 个 表 式 当然 只 有 形式 上 的 意义 ,因为 被 积 函数 中 仍 含有 
未 知 波 函 数 .但 对 作为 能 量 E 的 函数 的 f(0,E) 这 个 量 讲 来 ,可 从 上 式 引 出 有 关 
它 的 解析 性 质 的 一 些 结论 0. 

被 积 函 数 中 的 函数 yw 当 r 很 大 时 由 人 射 波 和 出 射 波 两 部 分 所 组 成 . 后 者 与 
e “成 正比 ,因此 所 对 应 的 那 部 分 被 积 函 数 内 含有 ex( -2 因子. 另 一 方面 , 复 平面 
(从 右 实 轴 荐 线 的 上 沿 出 发 ) 上 认 被 - V -2mE/fi 所 代替 ,并 在 物理 叶 上 到 处 
有 Re V -已 >0. 由 于 r>z,Re[ 达 (r-z)] <0, 这 个 积分 对 任意 的 复 E 值 收敛 . 
至 于 少 中 与 e “成 正比 的 人 射 波 部 分 , 它 的 指数 因子 在 积分 中 被 消去 ,因而 这 一 
部 分 也 是 收敛 的 . 

积分 (139.3) 中 的 函数 作为 苹 定 滑 方程 之 解 对 所 有 的 复 E 值 都 是 唯一 地 
定义 了 的 , 它 除了 平面 波 外 只 含有 r 一 % 时 衰减 的 那 一 部 分 . 因此 整个 收敛 积分 
(129.2) 也 是 唯一 地 确定 了 的 ,所 以 它 的 奇 点 只 能 通过 y 变 成 无 穷 大 才能 产生 . 
这 种 情况 发 生 在 离散 能 级 处 @. 

很 易 证 实 , 当 1E1 一 % 时 ,f(0,E) 保 持 有 限 . 当 ! 忆 1 很 大 时 ,(129.1) 式 的 薛 定 
刘 方 程 中 可 以 略 去 含有 之 项 ,从 而 使 yy 中 只 剩 下 平面 波 y ~ e*. 结果 使 
(129.2) 式 变 成 


m 
HO = | Wah 


这 和 和 零 角度 散射 的 (9 =0 的 ) 玻 恩 振幅 (126.4) 相 一 致 ,我 们 把 它 记 作 f,(0). 
由 此 得 出 结论 , 零 角度 的 散射 振幅 在 整个 物理 叶 ( 包 括 无 穷 远 处 ) 上 是 正则 
的 ,只 有 左 实 轴 上 离散 能 级 处 的 极点 是 例外 岛 . 
现在 来 研究 积分 式 
2 | AQ ) 一 和 


129.4 
和 (129.4) 


271 


中 ”当然 已 经 假定 , 当 r 一 % 时 , 场 U(r) 衰 减 得 足够 快 ,使 得 /(0,E) 是 存在 的 ( 当 E>0 时 ), 见 
§ 124. 

多 为 避免 误解 ,我 们 必须 强调 指出 ,这 里 所 讨论 的 是 指 系 统 的 总 波 函 数 , 它 的 归 一 化 条 件 就 是 渐 
近 表 式 中 平面 波 前 的 系数 等 于 1[ 见 (123.3) 式 ]. 上 节 中 我 们 研究 的 是 这 个 波 函 数 的 几 部 分 ,yi 具有 确 
定 的 角 动 量 值 ! 并 且 假定 已 按 某 种 任意 方式 归 一 化 . 如 果 把 总 波 函 数 按 函 数组 y, 展开 , 则 在 展 式 中 y, 前 
含有 一 个 正比 于 1/B, 的 系数 ;以 1=0 的 (128.3) 式 函数 为 例 , 它 在 少 的 展 式 中 呈 以 下 形式 : 


常数 x 一 x (A+B)e™ -2iBsin kr], 


因此 在 函数 B,(E) 的 零点 处 ,也 就 是 在 离散 能 级 处 ,y 变 成 无 穷 大 . 
@ 以 上 的 证 法 属于 I. 1. Bannees(1958). 
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所 选 的 积分 路 线 见 图 46, 它 由 一 个 无 穷 远 处 的 圆 和 绕 右 半 轴 荐 线 的 曲线 所 组 
成 . 沿 圆 弧 的 积分 等 于 零 , 因 为 f(0,% ) -fs=0 
沿 割 线 两 沿 积 分 后 给 出 
$e gg 

止 式 中 已 到 采用 了 中 对 物理 振幅 所 作 的 
定义 ,对 正 实 值 的 到 ,这 个 物理 振幅 是 由 割 线 的 
we 

为 一 方面 ,根据 柯 西 定 理 ,积分 式 (129.4) 


应 等 于 /(0,E) -fs 再 加 上 被 积 函 数 人 0. 在 














各 极点 已" =E, 处 的 留 数 R, ,其 中 的 E, 就 是 各 6 
个 离散 能 级 的 能 量 ,这 些 留 数 可 以 用 (128.17) 式 确定 并 等 于 
d, i a 
MR d,=-(-1) (271 +1) 3 (129;, 5$) 
/, 是 能 量 为 五 , 的 状态 的 角 动 量 . 因此 得 
i d, 
f(0,E) = i > 二 (129. 6) 
此 式 称 为 色散 关系 , 它 用 >0 的 f(0， 
E) 的 虚 部 值 确定 物理 叶 上 任 一 点 的 Ce) 
f(0,E) 值 (D. YY. Wong,1957;N. Khuri， 二 
1957). 
当 EE 点 趋 于 市 线 的 上 沿 时 ， A 


(129.6) 式 中 沿 实 轴 的 积分 应 从 下 面 绕 过 EE=E' 极 点 ,如 果 作 一 个 无 限 小 的 半圆 
绕 过 这 一 点 (图 47),(129.6) 式 右边 积分 的 相应 部 分 给 出 im f(0,E), 剩 下 从 0 
到 om 的 积分 必须 取 作 主 值 . 结果 得 
Raf(t0 ,BY 三 关上 # 下 -证 果 

E >0 的 零 角 度 散射 振幅 的 实 部 就 可 以 通过 它 的 虚 部 来 确定 .可 以 提 及 的 是 , 根 
据 (125.9) 式 ,后 者 直接 和 总 散射 截面 相 联系 . 
$130 动量 表象 中 的 散射 振幅 

散射 振幅 的 概念 中 只 含有 散射 粒子 的 初 末 态 动量 的 方 回 .因此 目 然 地 也 能 


在 动量 表象 中 表述 散射 问题 ,在 此 表象 中 并 不 存在 过 程 的 空间 分 布 问题 . 下 面 我 
们 来 看 怎样 做 到 这 一 扩 . 





(29, 7) 
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首先 ,我 们 取 原 来 的 醇 定 证 方程 
- 直 wzy(r) + [U(r) -Ely(r) =0, (130. 1) 
把 坐标 波 函 数 变 到 动量 表象 , 亦 即 变 成 它 的 侍 里 叶 分 量 
a(qg) = [wr)e "qv, (130. 2) 
有 反之 有 
J -ed (130. 3) 


(130.1) 式 乘 以 e-“” “并 对 dV 积分 . 第 一 项 作 两 次 分 部 积分 后 给 出 
[eviy(r) dv= wr) vie ar= -ga(q). 
第 二 项 中 ,y(r) 用 (130.3) 代 入 ,我 们 得 
dq’ 


[UC yr)e "dv = | me te) "dvs = 





dq’ 
(2m) 





= | UV(g -g')a(q’) 
式 中 的 U(q) 是 场 U(r) 的 伟 里 叶 分 量 : 
Ug} = | UCr)e ay， 


因此 莅 定 调 方 程 在 动量 表象 中 变 成 
(3 - ja(q) + | Ge -4q')a(g") 


注意 这 是 一 个 积分 方程 ,不 是 微分 方程 . 
描述 动量 为 歼 的 粒子 散射 的 波 函 数 具 有 以 下 形式 : 
Wi(r) =e "+Xi(T), (130.5) 
式 中 的 X(T7) 函数 , 它 的 渐 近 式 (r 一 % 时 ) 是 一 个 射出 球面 波 . 上 式 的 傅 里 时分 
量 为 


dq’ 
(27) 





= ( 130. 4) 


ai(q) =(27) 6(q —k) +xi(q) (130.6) 
此 式 代入 (130.4) ,得 Xx(4) 函数 的 以 下 方程 包 : 


(Ri(g) =U(g-k) + [UG(g -qlq") 


用 下 式 定 义 的 未 知 函 数 代替 Xx.(q) ,对 上 式 进行 变换 : 


dq’ 
(2T)” 





(130.7) 


”为 方便 计 , 我 们 把 g 写成 为 傅 里 叶 分 量 的 宗 量 ,不 作 下 标 处 理 . 
@ 根据 8 函数 的 性 质 ,乘积 (gq? - 太 )6(q --k) 乘 任 一 函数 /(q) (在 4 =k 处 无 奇 点 ) 后 对 dg 积分 等 
于 零 . 在 这 个 意义 下 ,可 令 (9 -大 )5(g -k)=0. 
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= F(k,g) 
Xx(q) i (130. 8) 
这 就 消去 了 (130.7) 式 系数 中 9 = 大 处 的 奇 点 ,该 式 变 成 
2m f U(g -gqg')F(k,g’) dg 
Pa = a | me Cy 


其 中 的 i0 代表 5 一 +0 时 ee 它 包 括 在 定义 (130.8) 中 ,目的 是 使 

(130.9) 式 的 积分 具有 给 定 的 意义 ,因为 它 确立 了 绕 过 gq = 及 点 的 方式 (参考 

$43). 我 们 来 证 明 , 这 样 的 积分 方式 相当 于 使 以 下 函数 具有 所 需要 的 渐 近 
形式 : 

wb -| (130. 10) 

为 此 ,我 们 令 dg =g dgdo, 并 先 对 do, 积分 , 即 对 矢量 g 相对 于 的 各 个 方 

癌 积 分 . 这 类 积分 早已 在 (125.2) 第 一 项 的 变换 中 做 过 ;在 > 大 的 区 域内 ,结果 是 





2m 2mi rf” Flk an')e”" -P(E -oan je ™ od 
Mr = 3 | { 2 es ‘ 人 
ne q —k -i0 (27) 
其 中 n'=r/r, 或 者 


we im, 三 Ug )e” gdg 


2T fir- q -kiO 

被 积 函 数 在 4=f+i 和 9= -%-i0 处 具有 极点 ;g 复 平面 上 的 积分 路 线 分 
别 从 下 面 和 从 上 面 绕 过 这 两 点 . (图 48a). 这 条 积分 路 线 可 以 稍为 移动 到 上 半 平 
面 内 ,用 一 条 平行 于 实 轴 的 直线 和 一 个 绕 g = 极点 的 封闭 圈 来 代替 (图 48b). 





(a) (b) 


沿 且 线 的 积分 当 一 'o 时 趋 于 零 (因为 被 积 函数 中 含有 e "因子 ) , 沿 封闭 圈 的 
积分 等 于 被 积 函 数 在 极点 9 = 下 处 的 留 数 乘 以 2mi. 最 后 结果 为 


局 
和 CI —F(kn,kn'), (130. 11) 


式 中 4 为 k 方 向 的 单位 矢量 .我 们 已 经 导出 了 所 需 的 波 函 数 渐 近 式 , 而 散射 振幅 
为 








(n,n’') 二 ,kn’). (130. 12) 
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可 见 散 射 振幅 由 满 定 积分 方程 (130.9) 的 (KE,4) 函 数 在 9 = 上 点 的 值 所 决定 . 
当 微 扰 论 能 用 时 ,(130.9) 式 很 易 用 到 代 法 求解 . 一 级 近似 中 略 去 积分 项 ， 

我 们 有 F(k,qg) = -04 -K). 下 一 级 近似 中 我 们 把 它 代 人 积分 项 内 ,(130.12) 

式 的 散射 振幅 就 变 成 ( 稍 改 记号 ) 


m 2m fF U(k’—k’)U(k”"-k) dk’” 
fl(n,n’) = -VE 下) 
(130. 13 ) 
其 中 = kn,k' = kn'. 第 一 项 与 一 级 近似 (126.4) 相 同 ;第 二 项 表明 二 级 近似 对 
散射 振幅 的 贡献 由 . 


从 (130.13) 可 得 $126 中 提 到 的 一 个 结论 :即使 在 二 级 近似 中 ,散射 振幅 也 
已 失去 (126.8) 式 的 对 称 性 . 初 看 起 来 ,(130. 13 ) 的 积分 项 对 初 末 态 的 对 调 似 乎 
也 是 对 称 的 .实际 不 然 , 因 为 取 复 共 斩 表 式 后 ,积分 路 线 及 其 绕 过 极点 的 方式 已 
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如 果 势 能 与 所/ma (a 和 通常 一 样 是 势 场 的 作用 距离 ) 相 比 并 不 小 ,就 有 可 
能 发 生 一 种 情况 ,此 时 散射 粒子 的 能 量 很 大 ,使 得 





171 <<E~ 放 C181. 1 
但 还 满足 条 件 
Ul= iha = (131.2) 
当然 ,我 们 假定 了 
ki > 1. (131,3) 
在 这 种 情形 下 , 虽 是 快 粒子 散射 ,但 玻 恩 近似 不 适用 :条 件 (126.1) 和 (126.2) 都 
不 满足 . 
考察 这 种 情形 ,我 们 可 用 (45.9) 的 波 函 数 表 式 : 
=e“F(r), F(r) =exp | - 声 | Udz |. (C1314 


应 用 此 式 时 ,能 量 只 需 满足 条 件 171 <<E. $45 中 曾经 指出 ,上 式 只 对 z << ka” 
成 立 , 所 以 它 不 能 立即 延伸 到 渐 近 式 (123.3) 得 以 成 立 的 距离 处 . 可 是 我 们 并 不 
需要 这 样 做 ;计算 散射 振幅 时 ,知道 a <<z << ka 区 间 内 的 波 函 数 已 经 足够 ,此 
时 F(r) 指 数 中 的 积分 可 以 延伸 到 无 穷 远 : 


中 ”这 个 结果 不 用 动量 表象 当然 也 很 易 得 到 . 二 级 近似 与 一 级 近似 式 的 差别 在 于 把 (130. 13 ) 中 大 括 
号 内 的 表 式 改 成 U(k' -大 ) ,这 可 从 (43.1) 和 (43.6) 式 的 比较 中 明显 看 出 . 
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y=e"S(p), (131.5) 
其 中 的 记号 
2i6(p 一 区 
S(p) =e2am ， 68(p) = a Udz, (131.6) 
p 是 xy 平面 内 的 径 天 . 
快 粒子 散射 主要 发 生 在 小 角度 ,这 是 我 们 现在 要 考虑 的 . 由 于 动量 的 改变 
fig 比较 小 (9 <<%) ,矢量 g 可 以 看 成 垂直 于 和 人 射 粒子 的 波 矢 上 ,也 就 是 位 于 xy 平 
面 内 . 散射 波 可 从 (131.5) 减 去 和 人 射 波 e™“(z= -om 的 (131.4) 式 ) 后 得 到 . 波 矢 
为 k' =k+g 的 散射 振幅 和 散射 波 的 相应 侍 里 叶 分 量 成 正比 9: 
Re | Isp) ile 
(dp = dxdy). 这 个 表 式 中 的 比例 系数 可 通过 与 玻 恩 近似 极限 情形 的 比较 而 导出 
( 见 下 面 ). 
这 个 计算 也 可 用 一 个 不 同 的 方法 来 进行 , 它 能 直接 导出 一 个 完全 确定 的 表 
式 . 为 此 我 们 采用 (129.2) 并 把 (131.4) 的 水 代入 . 由 于 按 (45.8) 有 


UF = =2ik 9 


得 散射 振幅 (e "/R。 的 系数 ) 


of -ip 
= dz = 
a ee 


-天 [F(z=%) =F(s= =%w )|e 2dxdy， 
把 的 表 式 代入 ,最 后 得 @ 
f=2: {LS(p) -1]e ”dp CS 


如 果 能 量 很 高 ,以 致 6 ~ 1Ula/jiw <<1, 玻 恩 近 似 成 立 : 展 开 5S -1 二 2i6, 由 
(131.7) 得 


m i 
a We Pd 
下 a Pp 
与 (126.4) 式 一 致 . 
@ 求 散 射 振幅 的 这 种 方法 类 似 于 讨论 夫 琅 禾 费 衍射 (《 场 论 ) ,861) 时 所 用 的 方法 . 衍射 效应 使 得 


(131.4) 对 z 宇 ka? 不 适用 . 
@ ”两 维 情形 下 ,U(x,z) 场 中 的 散射 振幅 由 以 下 类 似 的 公式 确定 : 


1 k — iqx 


IFl2db 是 沿 y 轴 单 位 长 度 内 的 散射 截面 ,9 为 xz 平 面 内 的 散射 角 ; 尚 可 参考 $126 题 6. 
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应 用 光学 定理 (125.9) ,我 们 可 以 (131.7) 导 出 散射 总 截面 . 零 角度 的 散射 
振幅 就 是 4 =0 的 f 值 . 因此 得 
o = | 2Re(l -9d | 4sin’a(p) dp Cl 


馈 积 函数 可 看 作 碰撞 参量 在 dp 范围 内 的 粒子 散射 截面 0. 
(131.7) 式 并 没有 预先 假定 势 场 是 有 心力 场 .对 有 心力 场 讲 来 ,值得 看 一 下 
怎样 从 精确 的 一 般 公 式 (123. 11) 直 接 导 出 此 式 . 
根据 条 件 (131.1) 一 (131.3) ,散射 中 起 主要 作用 的 是 角 动 量 1! 大 的 分 波 振 
幅 . 因此 波 函 数 满足 准 经 典 条 件 ,我 们 可 用 (124. 1) 式 的 5. 令 该 式 中 的 
ro /kr 水 “+ 六 /要 ,我们 得 
a a 
本 | 二 UV Vz +U/k )dz, 
这 与 (131.6) 中 p=lk 时 的 6(p) 值 一 致 @. 其 次 ,小 角度 (9 <<1) 时 1 大 的 勒 让 
德 多 项 式 可 取 (49.6) 的 形式 : 


P,( ceos 6) ~=J,(0/) = 二 Bn 
上 式 代入 (123.11) 并 把 求 和 (对 大 的 1) 改 成 积分 ,我 们 得 
= {| fie"apldl = {fewedp, (131.9) 


式 中 g 和 pp 为 两 维 矢量 ,其 大 小 为 9 =k0,p = Wh. 最 后 ,把 (123.15) 的 f[ 式 中 
6, =6(WWk) |] 代入 ,就 回 到 (131.7) 式 . 
对 于 有 心力 场 中 的 散射 ,(131.7) 式 对 xy 面 内 的 极 角 pg (dp =pdpdo ) 积 分 
后 , 变 成 
f= - 渤 | | exp[2i6(p)] -1} J (gp)pdp, (131. 10) 


$ 126 中 已 指出 , 玻 恩 近似 不 能 适用 于 大 角度 的 快速 粒子 散射 ,如 果 截 面 是 
一 个 指数 式 小 量 的 话 . 这 里 给 出 的 方法 在 这 种 条 件 下 也 不 能 适用 . 这 样 的 情形 实 
际 上 是 准 经 典 的 , 微 扰 论 不 能 应 用 . 


QD $152 中 ,将 给 出 被 多 粒子 系统 所 散射 的 情形 下 (131.7) 和 (131.8) 式 的 推广 . 
四， 准 经 典 函 数 2j6(P ) 是 粒子 作 经 典 轨道 运动 时 由 场 过 所 引起 的 作用 量 的 改变 量 . 对 快速 粒子 , 轨 
道 可 取 直 线 , 从 而 26(p) 等 于 下 面 两 个 经 典 作 用 量 积分 之 差 


六 / 访 = de 机 kdz ~ a dz. 


在 这 种 意义 下 ,此 处 的 ee et 散射 理论 中 的 这 种 近似 因而 常 
称 作 程 函 近 似 .但 应 强调 指出 ,散射 振幅 并 不 还 原 成 为 它 的 准 经 典 值 ,因为 一 般 讲 来 ,条 件 91 >>1 和 6, >> 
1 并 不 满足 . 
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根据 准 经 典 近似 的 一 般 规 则 (参考 8$52, 8$ 53 ) , 按 指 数 规律 衰减 的 散射 堆 
面 中 , 它 的 指数 可 以 通过 经 典 禁 区 中 “ 复 轨 道 ” 的 研究 来 确定 .中 
经 典 散 射 问题 中 ,粒子 在 场 U(r) 中 的 散射 角 8 与 碰撞 参量 p 之 间 的 关系 为 


T+0_ E So Clad 1 
2 ro 2 U 
| st 
Fr EE 
ro 是 最 接近 于 力 心 的 距离 ,为 下 式 的 一 个 根 . 
二 一 二 Cd 


( 见 (127.5)). 我 们 感 兴趣 的 情形 相当 于 经 典 粒 子 散 射 中 不 能 偏转 的 角度 区 包 . 
这 些 角度 相当 于 (131. 11) 式 的 复数 解 p(9) (具有 相应 的 7 复 值 ). 根据 这 样 求 
出 的 函数 p(6) 以 及 粒子 的 经 典 轨 道 角 动量 mzp ,可 以 算出 作用 量 


S(0) =mv | p(6)d9， (了 二 19) 
式 中 wv 是 粒子 在 无 穷 远 处 的 速度 . 散射 振幅 为 
1 
f~exp | I S(6) ): (131, 14) 
一 般 讲 来 ,(131.12) 式 的 复 根 不 止 一 个 . (131. 11) 式 中 的 m 应 该 选取 这 样 的 一 
个 复 根 , 它 具 有 最 小 的 正 虚 部 Im S. 此 外 ,如 果 U(r) 具 有 复 奇 点 ,也 应 看 作 m 的 
一 个 可 能 值 @. 
r ~r, 区 域 在 (131.11) 的 积分 中 最 为 重要 . 当 E 很 大 时 , 根 号 内 的 UAE 项 可 
以 略 去 . 积分 后 得 


p =mecos 本 4 (C13, £3 


如 果 m 是 函数 U(7) 的 一 个 奇 点 , 它 只 和 场 的 性 质 有 关 而 和 p 或 E 无关 .用 
(131.13) 式 算出 $ 后 , 即 得 这 种 情形 下 的 散射 振幅 为 
f~exp sin FIm i (131. 16) 
但 如 m 取 自 (131. 12) 式 的 一 个 根 ,指数 的 形状 就 和 场 的 特点 有 关 . 例如 以 下 
限 数 





T=Ue 
( 它 在 有 限 距离 内 无 奇 点 ) 根 据 方程 式 


Q@@0 关于 指数 因子 前 的 系数 的 讨论 , 见 A. 3. IlaramrnHckut, B. JI. IlokpoBscknit, I. M. XalaTrHHKOB， 
RIT® ,45 ,989 ,1963 ( Soviet Physics JETP 18 ,683 ,1964 ) . 

@ 这 里 所 讲 的 方法 不 但 对 大 的 天 成 立 ,而 且 对 散射 为 指数 式 小 的 所 有 情形 都 成 立 . 

@@ ”我们 记得 ( 见 $126) ,如 果 U(r) 当 7 为 实 量 时 具有 奇 点 . 则 截面 不 按 指 数 规律 衰减 . 
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U 0 
El-m~sin 了 
得 
, 时 
70 1C In (Dsin F709] 。 ES TY 


由 于 它 对 9 的 依赖 性 极 小 ,m 在 (131. 13 ) 的 积分 中 可 以 看 作 和 常数 ,结果 得 
(131.16) 式 的 散射 振幅 ,其 中 的 7 由 (131.17) 式 给 出 . 


习 题 
1. 对 半径 为 a 深度 为 U 并 满足 条 件 (131.1)U << 让 所]m 的 球形 方 势 阱 ， 
求 总 散射 截面 . 
解 :我们 有 


上 a BUY 
根据 (131.7) ,向 前 散射 振幅 (g =0) 为 


7o) =- 关上 , [ew (m3 





-fa =p ] -1|2mpdp = 
十。 ， 2 2iyx Ka 人 2 _ 
= 一 ia | (e —1)xdx = 7 E te 1) |， 
其 中 v=Ua/tiv 为 “ 玻 恩 参量”, 根据 光学 定理 (125.9), 求 得 总 截面 : 
机 2 1 sin 27 Cos 27 
太 二 QTC | Re | 
在 v<<1 的 ( 玻 恩 ) 极 限 情 形 下 ,上 式 给 出 go=2mav ,与 $126 题 1 一致. 
在 v>>1 的 相反 极限 情形 下 ,我们 有 o =2ma , 即 几 何 截 面 的 两 倍 .后 一 结果 具 
有 简单 的 含义 . 当 v>>1 时 ,碰撞 参量 p <a 的 所 有 粒子 均 被 散射 , 亦 即 离开 入 射 
束 .在 这 个 意义 下 , 势 阶 具有 “吸收 ”" 球 的 行为 ;根据 巴 比 浊 (Babinet) 原理 ( 见 
《 场 论 )》 861 未 ), 总 截面 为 “吸收 "截面 的 两 倍 . 
2. 同 题 1 ,但 场 U= Uexp( -rr /a ). 
解 :这 种 情形 下 
Udz =a Vm U,exp( -p /a ) ， 
代入 (131.7) ,改变 积分 变量 ,得 零 角 度 散射 振 幅 
5 
f0) = -Ee (ew* -1)Y, 
0 


2 u 
式 中 v= Ua/fiv. 故 总 截面 为 





DYVT 
Cr =2mo | (1 —ceos we 
0 LL 
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对 于 v<<1, 被 积 函 数 为 1/2u, 截 面 o=1/2mnav ,这 与 $126 题 2(ka >>1 
时 ) 一 致 .对 于 v>>1, 我 们 把 被 积 函 数 写成 (1 -e “cos uu)/u, 售 有 一 个 小 参量 
和 ,积分 后 再 令 它 趋 于 零 ,分 部 积分 后 给 出 

广 (1 -cos ) In(y VT)- | ln usin udu =In(v Vm ) +C， 
式 中 C 是 欧 拉 常数 . 故 
o =27a Inilv Vne’ |, v>>1. 

3. 求 磁场 中 电子 小 角度 散射 的 截面 ,该 场 集中 在 半径 为 a 的 柱 形 区 内 (YY. 
Aharonov, D. Bohm ,1959 ) . 

解 : 令 磁 场 沿 y 轴 , 它 也 就 是 柱 形 区 的 轴 , 并 取 入 射电 子 束 的 方向 为 z 轴 . 那 
么 散射 与 坐标 y 无关, 我 们 可 以 考虑 xz 平面 内 的 两 维 问题 . 

柱 形 区 外 ,磁场 及 =0, 但 其 矢 势 不 等 于 零 : 


Pe (1) 
27 


式 中 是 xz 平 面 内 的 极 角 ,是 磁 通 量 ;实际 上 对 xz 平面 内 的 加 (半径 r>4a) 面 
积 进行 积分 , 即 有 


27 


[Haxdz= $4 d =p 二 各 


势 (1) 改 变 了 电子 波 函 数 (平面 波 ) 的 相位 ; 按 (111.9) ,我 们 有 


p=e*oxp (Op) (2) 


但 是 此 式 在 沿 z>0 半 轴 的 一 个 窜 区 (宽度 ~a) 内 不 适用 ,因为 通过 磁场 区 域 的 
粒子 运动 受到 了 该 场 的 干扰 .这 就 解释 了 绕 原 点 使 9 角 增 加 2T 时 函数 (2) 出 现 
的 非 唯一 性 . 实际 上 从 (2) 式 的 不 适用 性 得 到 ,在 z>0 的 半 轴 附近 有 一 条 荐 线 
(宽度 为 有 限 ) :在 割 线 的 两 侧 ,p 值 相 差 2T ,例如 于 三. 

对 于 具有 小 动量 转移 gq 二 k9(ga <<1,0 <<1) 的 小 角度 散射 , 横 距 x ~ 1/g >> 
a 是 重要 的 , 割 线 的 宽度 可 以 略 去 .考虑 z>> 1x1 的 区 域 ,我 们 还 能 略 去 z 轴 . 两 
侧 小 对 x 的 依赖 关系 ,得 到 册 





1e 
sap | ~， 0 
=e F(x)s EF(%)= . (3) 
exp (2208 ), 区 人 


“两 维 ” 散 射 振幅 由 (131.7a) 式 算出 名.g 关 0 时 我 们 有 


@ (3) 和 (131.4) 式 一 样 ,对 很 大 的 z 值 不 适用 , 那 时 衍射 效应 变 得 很 重要 . 
@ 早已 提 及 ,这 个 公式 (g =0) 不 用 势 场 中 的 醉 定 谱 方程 也 能 导出 . 
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hh 


f= 二 / 宕 | {exp ( 





计算 此 积分 时 引入 e 因子 ,积分 后 再 令 和 结果 为 
_1 /2k 网 
1=- a 
从 而 散射 截面 为 
_ ifl2dg- 人 二 id0 
do = 1 = 一 She (4) 
和 <<1 时 ,我 们 得 
ew do 
~ 27k rc 0 
相当 于 微 扰 论 适用 时 的 情形 . 


注意 截面 (4) 和 磁场 强度 具有 周期 性 的 依赖 关系 ,并 当 g_*0 时 总 截面 是 发 
散 的 ,尽管 磁场 是 集中 在 一 个 有 限 的 空间 区 域内 . 这 些 都 是 特有 的 量子 效应 . 
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假定 散射 粒子 的 速度 很 低 , 它 的 波长 远大 于 场 U(r) 的 作用 半径 a( 即 ia << 
1) , 它 的 能 量 远 小 于 这 个 作用 半径 内 的 场 值 ,我 们 来 研究 这 种 极限 情形 下 弹性 
散射 的 性 质 . 解决 这 个 问题 需要 和 弄 清 楚 和 很 小 时 相位 6, 和 波 数 之 间 的 极限 关 
系 . 

当 ra 时 ,精确 薛 定 廖 方程 (123.7) 中 只 能 略 去 含有 大 的 一 项 : 


R", + oR', - A = rR, (C192. 1) 
六 





而 在 a <<r <<1 /范围 内 ,还 可 以 略 去 VCr) 项 , 留 下 


A 
厂 r 


世人 (LS. 2) 
这 个 方程 的 通 解 是 


(C1892. 9) 





es 
i = ort TE 


常数 c, 和 c, 的 值 原则 上 只 能 通过 对 具体 的 函数 U(7) 来 求解 (132.1) 式 得 到 . 当 


然 ,对 不 同 的 1 它们 是 不 同 的 . 在 更 远 的 距离 + ~1/k 处 ， 本 各 中 国 5 珊 
可 以 略 去 ,但 大 项 不 能 略 去 ,因此 有 


RR [|R, =0, (132.4) 
Tr 厂 


这 就 是 目 由 运动 的 方程 . 它 的 解 为 ( 见 § 33) 
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11 :Si 
R,=c( = 上 (2 | sin kr 


生生 1 rdr 


r 


+ -1) 


r d ) (132.5) 


pl 
式 中 的 常数 已 经 这 样 选 定 ,使 得 kr << 1 时 这 个 解 变 成 (132.3) 式 ,这 就 保证 了 
kr <<1 光 围 内 之 解 (132.3) 和 kr~1 范围 内 之 解 (132.5) 的 “衔接 ”. 

最 后 , 当 kr >>1 时 , 解 (132.5) 呈 以 下 渐 近 形式 ( § 33): 


r 


cc(2i+1)!! I ml ca 五/ 
RM ~ TREE 
上 式 中 两 项 之 和 可 以 表 成 以 下 形式 : 
~ 常数 x 一 sin (hb 一空 +6,】 ( 132.6.) 
区 


相位 6, 由 下 式 确 定 : 


21+1 
tan 6, ~=06, eo Ty ei TE CESS,. 7) 


(由 于 天 很 小 ,所 有 的 相位 8 都 很 小 ). 
根据 (123.15) 式 ,分 波 散 射 振幅 为 
6, 
为 = -1) ee 
由 此 得 出 结论 ,在 低能 极限 情形 下 有 
fi~k. (132. 8) 
由 此 可 见 ,所 有 l 才 0 的 分 波 振幅 都 小 于 1 =0 的 散射 振幅 ( 称 为 s 波 散 射 ). 
把 它们 略 去 后 ,总 振幅 为 


所 0) = = 
因而 do = a do ,而 总 截面 


$6 
一 = 一 = -a， ( 132.9) 
Ek 尖 


og =47Q. (192., 10) 

上 式 表明 ,低速 时 的 散射 是 各 向 同性 的 ,而 且 截 面 和 粒子 的 能 量 无 关 Q@. 常数 a 
称 为 散射 长 度 , 其 值 可 正 可 负 . 

以 上 的 讨论 中 我 们 默认 了 场 V(r) 在 远 距 离 处 (r >> a) 衰减 得 足够 快 ,使 得 

以 上 所 作 的 忽略 是 合理 的 . 这 个 场 究竟 要 衰减 得 多 快 ,这 是 很 容易 弄 清 的 . 当 


中 电子 被 原子 散射 时 ,与 1/k 相 比较 的 作用 半径 a( 条 件 ka <<1) 可 用 原子 半径 作 代 表 , 对 复杂 原 
子 ,a 值 可 达 几 个 玻 尔 半径 ( 几 个 六 /me?). 由 于 这 个 半径 很 大 ,只 有 当 电 子 能 量 差 不 多 等 于 几 分 之 一 电子 
伏特 时 (满足 ka <<1) ,有 效 截 面 才 是 一 个 常数 . 当 电子 能 量 超过 这 个 数值 时 ,截面 对 能 量 就 有 显著 的 依 
赖 关系 (这 个 现象 称 为 冉 邵 尔 ( Ramsauer) 效应 ) . 
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很 大 时 ,(132.3) 式 R, 函数 中 的 第 二 项 远 小 于 第 一 项 ,为 了 保持 这 一 项 的 合理 性 
起 见 ,(132.2) 式 中 保留 的 小 项 ~ cxMr”r 应 该 仍 大 于 (132.1) 变 到 (132.2) 时 
所 略 去 的 项 UR, ~ Ucir". 由 此 可 见 , 如 果 (132.8) 式 对 分 波 振 幅 f 的 结果 是 成 立 
的 , 则 U(r) 的 衰减 必须 快 于 1/r*. 特别 是 值 的 计算 ,以 及 与 能 量 无 关 的 各 向 
同性 散射 式 (132.9) ,只 有 当 UV(7) 在 远 距 处 衰减 得 快 于 1/r 时 才 成 立 . 

如 果 场 VCr) 在 远 处 按 指数 规律 衰减 ,可 对 振幅 九 按 上 的 需 次 展开 的 下 几 项 
作出 一 定 的 判断 .我 们 在 $128 中 已 看 到 ,这 种 情形 下 的 振幅 f 作为 复 变 量 上 的 
阻 数 , 当 玉 为 负 实 数 时 是 一 个 实 量 D. 因此 对 (125.15) 式 中 的 函数 g,(E) 讲 来 也 
有 同样 的 情况 : 

1 
fi i 
( 瑟 <0 时 这 是 实数 ). 另 一 方面 ,函数 g,(E) 当 E>0 时 也 是 一 个 实 量 ( 根 据 它 的 
定义 ). 由 此 可 见 , 即 数 g,(E) 对 所 有 的 实 上 值 都 是 实 的 ,因此 可 按 E 的 整数 次 
震 展 开 ,也 就 是 按 丰 的 偶 次 寡 展 开 . 因此 对 振幅 f,(k) 本身 讲 来 , 它 就 可 以 按 这 
的 整数 次 震 展 开 ; 的 所 有 偶 次 震 项 都 是 实 的 ,的 奇 次 需 项 都 是 虚 的 . 根据 
(132.8) 式 ,f,(k) 的 展开 式 是 从 ~6,/k ~ 项 开始 的 ;与 此 相应 ,g,( 有 ) 的 展开 式 
是 从 正比 于 “的 项 开始 的 . 

当场 在 远 处 按 V=Br “的 备 次 律 衰减 而 n<3 时 ,我 们 已 经 讲 过 ,振幅 为 常 
数 的 (132.9) 式 不 再 成 立 . 

现在 来 研究 各 种 不 同 半 值 的 情形 . 当 n<1 而 速度 足够 小 时 ,碰撞 参量 p 的 
所 有 值 实际 上 都 能 满足 以 下 条 件 : 

plU(p) | >> hw, (L322. 11) 
因此 散射 可 以 用 经 典 公式 描述 [参考 条 件 (127.9)|]. 

当 1 <n<2 时 ,对 不 太 大 的 p 值 ,不 等 式 (132.11) 在 一 个 相当 的 范围 内 仍 能 
得 到 满足 ;与 此 相应 ,对 于 不 太 小 的 角度 其 散射 是 经 典 的 . 同时 还 存在 着 这 样 的 
一 个 p 值 区 域 , 它 满足 

plU(p)!| << tiv, (132. 12} 
也 就 是 微 扰 论 的 适用 条 件 得 到 满足 [ 见 (126.2)]. : 
当 n >2 时 ,在 远 距 处 以 下 不 等 式 成 立 : 


i (132. 13) 


mr 


因此 在 这 个 距离 范围 内 ,相互 作用 对 散射 的 贡献 可 以 用 微 扰 论 计算 (而 在 较 近 


@” 当 EE 很 小 时 , 即 令 U 是 按 e-” 规 律 衰减 ,条 件 (128.6) 也 能 得 到 满足 . 
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的 距离 内 ,人 微 扰 论 的 适用 条 件 可 能 不 再 满足 )0. 假定 m 是 这 样 的 一 个 值 , 当 
r >> ro 时 不 等 式 (132. 13) 成 立 , 同 时 又 有 7r。<<17k. 根据 (126.12) 式 ,r >>m 区 
域 对 散射 振幅 的 贡献 由 以 下 的 积分 给 出 : 
= 于 rzdr = | tt (132. 14) 

当 2 <n<3 RR ee <<1) 可 以 把 这 个 
下 限 改 作 零 ,因此 积分 和 gq “成 正比 ,也 就 是 和 速度 的 负 短 次 成 正比 . 此 时 这 
一 项 对 散射 振幅 就 是 主要 贡献 ,从 而 有 

2 (132, 15) 

此 式 确 定 了 散射 截面 与 粒子 速度 以 及 与 散射 角 的 依赖 关系 . 

n=3 时 ,积分 (132.14) 在 其 下 限 为 对 数 发 散 . 它 仍 是 散射 振幅 的 主要 部 分 ， 
因此 有 











Nl» 
2 二 (132.16) 
d 


n>3 时 ,r>>m 区域 的 贡献 随 着 i 一 0 而 减 小 ,散射 则 由 (132.9) 式 的 常数 
振幅 所 确定 .但 是 (132. 14) 式 的 贡献 ,不 管 它 相 对 讲 来 比较 小 ,由 于 属于 “反常 ” 
而 仍 有 一 定 的 意义 “正常 "情况 是 , 当 U(r) 衰 减 得 足够 快 时 ,f(k) 可 按 上 的 整数 
次 只 展开 ,并 且 展 式 中 所 有 的 实 项 都 和 的 偶 次 窜 成 正比 . 当 把 积分 (132. 14) 
分 部 积分 寿 干 次 后 (降低 分 母 中 的 短 次 ) ,我 们 可 从 中 分 离 出 含有 上 的 偶 次 寡 
的 部 分 剩 下 一 个 gm 一 0 时 为 收敛 的 积分 , 它 与 大 ”成 正比 ,一 般 讲 来 它 并 不 是 
偶 次 短 包 . 


习 题 
1. 试 求 慢 粒子 对 一 深度 为 U, 半径 为 a 的 球形 方 势 阱 的 散射 截面 . 
/2mU 
站 “. 我 们 只 


对 相位 6, 感 兴趣 . 因此 令 (132.1) 式 中 的 1=0, 得 到 关于 函数 Y(r) =rR,(r) 的 以 
下 方程 : 





解 : 假 定 该 粒子 的 波 数 满足 条 件 ka <<1 和 上 忆 <<k, 其 中 k= 


人 
r=0 处 多 等 于 零 (r =0 时 x/r 必须 有 限 ) 的 解 为 


Yn Rry(r ea 


QD ”此 时 的 低速 散射 不 会 是 准 经 典 的 ,因为 不 等 式 (132.11) 和 同时 要 求 10(p)1<E 不 相 容 . 
双 ”如 果 n 是 一 个 奇数 2p +1, 则 -3=2p-2 是 一 个 偶数 ,但 在 这 种 情形 下 积分 (132.14 ) 仍 有 一 个 
“反常 "部 分 , 它 对 散射 振幅 的 贡献 是 和 92? 一 ln g 成 正比 的 . 
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对 于 r>aw, 函 数 X 满足 方程 Y"+kxy=0( 即 1=0 的 (132.4) 式 ), 故 
Y= Bsin(kr4+66) ,(r >a). 
根据 r=a 处 Y'/Y 的 连续 性 条 件 ,得 方程 


k 


Kcot ka = kcot( ka +6,) i 
a 0 


由 此 可 定 出 6,. 结果 得 以 下 散射 振幅 由: 


tan Ka 一 ka 


ka <<1 时 ( 即 UVU,<< 扩 /ma ) ,此 式 给 出 or =(4Ta*[9)(Kka) ,与 玻 思 近似 
的 结 采 一 致 ( 见 $126, 题 1)， 

2. 同 题 1 ,但 被 高 度 为 Uu 的 一 个 球形 “ 势 详 ”所 散射 

解 : 只 要 把 题 1 中 Vo 改 为 -UVo( 即 把 K 改 为 ik) 即 得 本 题 之 解 .散射 振幅 为 


tanh Ka — ka 
f= Ke 


K 
在 ka >>1 的 极限 情形 下 ,我 们 有 
二 go =47a . 
这 相当 于 被 一 个 半径 为 a 的 不 透明 球 所 散射 . 注意 经 典 力学 的 结果 要 比 它 小 四 
倍 (o =Ta ). 
3. 求 场 U=a/r",a >0,n>3 中 低能 粒子 的 散射 截面 . 
解 :1=0 的 (132. 1 ) 式 为 


kK 


= 0 3 全 
r 
代替 换 
2y 2X( 允 一 2) 
总 让 | 
上 式 可 化 到 以 下 形式 : 
dp 1 de 
| i | =0,， 


这 是 1/(n -2) 阶 虚 宗 量 这 的 贝 塞 尔 方 人 人 
1 一 亲 常 因子 是 ) 


21 
(1) ? (元 -2)72 
= 呈 人 rd 上 


中 如果 势 阱 的 宽度 和 深度 使 得 ka 接近 于 mw/2 的 奇 倍 数 , 那 么 这 个 公式 不 再 适用 . 对 于 这 样 的 ka 
值 讲 来 , 负 能 级 离散 谱 中 存在 着 一 个 接近 于 零 的 能 级 ( 见 $33, 题 1) ,此 时 的 散射 将 由 下 节 导 出 的 公式 描 


述 . 
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利用 以 下 熟知 公式 ， 
I 


sin pT 





1 
2°T(p+1) 
我 们 可 得 到 函数 在 远 距 处 (y <<r <<1/k) 的 表 式 为 六 = 常数 x (cir+c,) ,再 根 
据 比 值 cxXci 求 出 散射 振幅 


J,(z) ~z (zae1), 





九 一 3 
| 
te Tr nl 
| 
4. 求 慢 粒 子 在 场 U 中 的 散射 振幅 ,该 场 在 远 距 处 的 衰减 规律 为 UBy“"， 
2 过 扩 二 冰 。 
解 : 散 射 振幅 中 的 主 项 由 (132.14) 式 给 出 ,该 式 的 积分 下 限 可 用 零 代 替 . 积 
分 后 得 





及 一 3 


和 一 (1) 
h Tw lo 
2 
对 于 nn=3 有 
Pe (2) 


(1) 式 展 成 勒 让 德 多 项 式 ,可 得 分 波 振幅 ( 按 (123.14) 式 定义 ): 








le de 请 二 
rr 


n>3 时 (1) 式 确定 了 散射 振幅 的 “反常 ”部 分 ,在 1 值 满 足 21 >n 一 3 的 各 分 
波 振幅 中 ,(3) 式 总 是 主要 部 分 ,同时 (132.8) 式 应 改 成 /~k”. 

5. 求 场 U(r) = -Ue ”(U。>0) 中 慢 粒 子 的 散射 振幅 . 

解 :经 下 列 变 量变 换 后 


_r/2 
一 





函数 = rR， 满足 的 (132.1) 式 变 成 


dy 14d 
i 
上 式 的 通 解 为 

X=AJ (x) + Nw: 
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式 中 J 和 NN 为 第 一 类 和 第 二 类 贝 塞 尔 函 数 .由 r=0 时 X=0 的 条 件 得 
A/B = - N,(2rkra)/J (2ra). 
a <<r <<1/k 的 范围 对 应 于 x <<1( 当 然 ,已 假定 ake””“”<<1); 此 时 


多 ~4+ 且 二 多 4 AS 
Ta 


Ey 本 此 式 相 当 于 (132.3) 式 ,根据 这 样 得 到 的 
c 和 Cc, 值 ,我 们 求 出 散射 振幅 


一 -a [+2ln( kay) | 一 
= ay | No(2xo) -二 In(xay)Ju(2ka) | 
在 ka<<1 极限 下 ,f=2ak ,这 与 玻 恩 近似 (126. 14) 式 一 致 . ka >>1 时 有 
f= -2aln( kay). 
6. 用 微 扰 论 的 二 级 近似 , 求 低能 极限 下 的 散射 振幅 (了 . 由. TomepaHyyx， 
1948 ) . 
解 :j 一 0 时 (130.13) 第 二 项 中 的 积分 变 成 


U si , 371 
-| i vr vr)e a i 


Ek" 
-27 {| avav’; 
Ir =F"| 





式 中 应 用 了 以 下 公式 : 





jj (r-r)4T dk 1 
1 (27) lr-r’l’ 
见 《 场 论 ), 8§51. 故 散射 振幅 为 
U(r) UF 


be | {avav, (1) 
对 有 心力 场 ,此 式 给 出 
1 
(1) 式 中 第 二 项 总 是 正 的 (从 原来 的 大 空间 中 的 积分 形式 显然 可 知 ). 故 对 
低能 散射 截面 讲 米 , 斥 力 场 (U >0) 中 一 级 玻 恩 近似 给 出 的 值 总 是 过 高 ,而 引力 
场 (U<0) 中 给 出 的 则 过 低 . 
7. 在 二 维 情 况 下 ,确定 慢 粒 子 散 射 截面 与 能 量 的 关系 . 
解 : 二 维 情 况 下 远 处 的 波 函 数 由 $124 的 题目 中 的 (1) 式 给 出 .与 三 维 情况 
相同 的 论证 指出 ,m =0 的 态 给 出 低能 散射 的 主要 贡献 ,因为 散射 振幅 f 与 散射 
角 p 无关. 这 就 允许 在 p >>a 的 远 处 将 所 有 方向 上 ,将 e”"/Yp 换 成 自由 运动 的 蔡 








2 
ve) U(r’')ridr. r'dr.. 
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定 诱 方程 的 严格 解 ,其 渐 近 式 为 (参见 $44) 的 第 4 个 脚注 和 $5126 的 第 6 题 


Wy =e +f /于 "iH kp. (1) 


利用 Ho (x) 在 xx 小 处 的 渐 近 式 
H, (x) lx1 << 1 ， 
T YX 


将 (1) 式 写成 近 处 p << 二 的 形式 ,得 


Zk 2 2k 
pm (+ 人 -fnp. (之 ) 


式 中 y=e ,C 是 欧 拉 常 数 . 
(2) 式 相当 于 其 定语 方程 


在 区 域 天 >>p >>a 成 立 的 通 解 ,这 也 正 是 可 以 想到 的 ,在 这 个 区 域 中 , 薛 定 请 方 
程 中 含有 U(x) 和 的 项 都 可 以 略 去 .这 时 解 的 形式 是 


y=ce) 十 cjn p. 
和 (132.3),(132.9) 两 式 一 样 ,两 个 常数 的 比 C,/C, 取决 于 忆 =0 时 在 区 域 p ~a 
葵 定 请 方 程 的 解 . 这 一 比值 是 实 的 ,并 且 与 能 量 无 关 , 令 其 为 

EX SS ~ lar, (地 3) 
式 中 的 mo 是 一 个 量 纲 为 长 度 的 常数 . 比较 (2)、(3) 两 式 , 得 


T 1 
f= -i 有 


2 

1 
i A 
-oy k ln [2/(ykr,)] +m /4 (4) 


我 们 看 到 ,与 三 维 情况 不 同 ,在 二 维 情况 下 ,散射 截面 随 能 量 的 减 小 而 增 大 . 注 
意 ,在 无 穷 高 柱 形 势 又 的 散射 中 ,(3) 式 中 的 m 与 势 例 的 半径 a 相同 . 
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引力 场 中 的 慢 粒 子 散 射 (ka <<1) 在 以 下 情形 下 需要 特别 考虑 , 即 负 能 级 的 
离散 谱 中 含有 一 个 态 , 它 的 能 量 小 于 作用 范围 a 内 的 场 值 V. 我 们 用 (a >0) 
代表 这 个 能 级 . 进行 散射 的 粒子 能 量 E 很 小 ,接近 于 e ,或 者 说 差不多 和 该 能 级 
共振 .我 们 将 看 到 , 它 会 导致 散射 截面 的 显著 增长 . 

浅 能 级 的 存在 ,在 散射 理论 中 可 以 用 以 下 论证 的 纯 形 式 方法 考虑 . 


由 此 得 截面 为 
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限 数 xX =rRo( 它 的 1=0) 的 精确 醇 定语 方程 


x + [LE - i 


中 ,在 场 的 “内 "区 (ra), 与 VU 相 比 我 们 可 以 略 去 E: 


x -U(r =0, r~a, C3 3 
反之 ,在 “外 ”区 ,我们 可 以 略 去 UV: 
x + = 0 rn CES 之) 


(133.2) 式 之 解 和 满足 边界 条 件 x(0) =0 的 (133.1) 式 之 解 应 该 在 某 点 r,(7, 满 
是 1/k >>m >>a) 处 “衔接 "起 来 ;衔接 条 件 就 是 比值 x'/X 必须 连续 .这 个 比值 与 
波 函 数 的 归 一 化 因子 无 关 . 

但 是 ,代替 考虑 r~a 区 内 的 运动 ,我 们 可 把 外 区 之 解 的 x'/X 给 予 适当 选择 
的 边界 条 件 推移 到 很 小 的 r+ 处 . 由 于 外 区 之 解 当 +r-0 时 变化 很 慢 , 我 们 可 把 边 
界 条 件 形式 地 放 到 7=0 点 处 .r~a 区 的 (133.1) 式 中 不 含 忆 ,因此 替代 它 的 边界 
条 件 也 应 该 和 粒子 的 能 量 无 关 . 换 句 话说 , 它 应 该 具有 以 下 形式 : 


三 一 此 (J 3 


r—0 





pp 0 
式 中 « 是 某 个 常数 .但 由 于 kk 和 无 关 , 条 件 (133.3) 一 定 也 能 应 用 到 具有 很 小 
负 能 量 值 = -1z1 的 梧 定语 方程 之 解 上 ， ED RE A 对 
于 = -1el ,我们 由 (133.2) 式 得 


X = 4oexp | - 妆 2 r]， (133.4) 
式 中 的 4, 是 一 个 和 常数 ,将 上 式 代 入 (133.3), 可 知 & 是 一 个 正 量 并 等 于 
it (133.5) 


现在 我 们 把 边界 条 件 (133. 3 ) 应 用 到 上 自由 运动 波 函 数 
X= 和 常数 x sin( kr +6,)， 
它 是 E>0 时 (133.2) 式 的 精确 通 解 .由 此 就 得 所 需 的 相位 5。: 


外 le| 
2 i 历 ， (133.6) 


由 于 式 中 的 能 量 E 只 受 条 件 ka <<1 的 限制 , 它 不 需 比 le1 小 ,相位 66 以 及 s 小 
散射 振幅 不 一 定 很 小 . 

1 >0 的 相位 6, 及 其 分 波 振幅 仍 是 很 小 . 因此 我 们 仍 可 把 总 振幅 看 作 等 于 s 
波 散 射 振幅 
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] ] 


区 2i50 2 
Ta 


(eo iy 
把 (133.6) 代 入 上 式 , 我 们 得 到 
] 
f= et (138,7) 
以 及 总 散射 截面 
4m7 27ih 1 (133.8) 











Rm ta) 
可 见 散射 仍 为 各 回 同性 ,但 其 截面 和 能 量 有 关 , 且 在 共振 区 ( 焉 ~ 1s1) 内 远大 于 
场 的 作用 半径 的 平方 a (因为 ka <<1). 需 着 重 指出 的 是 , (133.8) 式 与 近 距 离 
内 粒子 相互 作用 的 细节 无 关 ,而 是 整个 地 取决 于 共振 能 级 的 数值 〇 . 

以 上 公式 要 比 推导 它 时 所 作 的 假定 更 为 普遍 . 假定 函数 U(r) 略 有 改变 ,这 
种 改变 也 改变 了 边界 条 件 (133.3 ) 中 的 常数 k 的 值 . 适当 改变 U(r) ,可 使 < 为 ， 
零 ,然后 变 成 一 个 小 的 负 值 . 此 时 仍 得 (133.7) 式 的 散射 振幅 和 (133. 8 ) 式 的 截 
面 . 可 是 现在 的 lel = 入 k /2m 不 过 是 标志 场 U(7) 的 一 个 常数 ,不 再 是 该 场 中 的 
一 个 能 级 了 . 在 这 种 情况 下 ,我 们 就 说 该 场 有 一 个 虚 能 级 ,这 是 因为 ,尽管 并 不 存 
在 接近 于 零 的 实际 能 级 ,但 该 场 略 作 改变 就 足以 产生 这 样 的 一 个 能 级 . 

把 (133.7) 式 的 函数 解析 延 拓 到 五 的 复 平 面 上 ,在 其 左 实 轴 上 这 变 
成 - V -2mE/i( 见 § 128) ,我 们 看 到 ,散射 振幅 在 E= - 1e1 处 有 一 个 极点 ,与 
$ 128 的 一 般 结论 相 一 致 .反之 ,正如 我 们 所 预料 的 , 虚 能 级 并 不 对 应 于 物理 叶 
上 散射 振幅 的 任何 奇 点 ,( 散 射 振幅 在 非 物理 叶 上 的 已 = -1se1 处 有 一 个 奇 点 , 见 
$ 128 中 的 第 三 个 附注 ). 

趴 形式 上 看 来 ,(138,7) 址 相当 于 (125.15) 式 

国 1 
J 

中 函数 go(%) 的 展开 式 的 首 项 是 负 的 并 且 反常 地 小 这 种 情况 . 为 使 公式 精确 化 ， 
我 们 可 以 计 入 展开 式 的 第 二 项 : 


fo = | 


ee (133.9) 
= Ko + rok —1k 

( 克 . 互 . JIaHmay ,多 . A. CMoponxuHckn 站 ,1944) .我们 可 以 回忆 起 ,当场 衰减 得 足够 
快 时 ,函数 g,(%) 可 展 成 的 偶 次 占 ( 见 $132). 在 (133.9) 式 中 ,我 们 把 go(0) 
值 记 作 -x ,为 的 是 保留 记号 k 代表 (133.5) 式 , 它 与 能 级 es 有 关 . 根据 以 上 的 
讨论 ,« 应 该 由 能 使 (133.9) 式 中 分 母 为 零 的 -这 值 给 出 , 亦 即 由 下 式 之 根 给 出 : 


QD (133.8) 式 首先 由 下 . Wigner(1933 ) 导出 ;本 节 推 导 方 法 来 自 H. A. Bethe，R.E. Peierls(1935 ) . 
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(133. 10) 


K =Ko 十 了 


(133.9) 式 分 母 中 的 改正 项 ro 大 比 x 小 ,因为 已 假定 很 小 ,但 其 本 身 具有 


“正常 ”的 数量 级 :系数 7。~ a 永远 是 正 的 ( 见 题 1). 需 要 强调 的 是 ,含有 这 一 项 
是 散射 振幅 公式 中 略 去 ! 关 0 的 角 动 量 贡 献 后 的 一 个 合理 改进 , 它 对 f 给 出 了 一 
个 相对 数量 级 为 ka 的 改正 ,而 1=1 的 散射 的 贡献 具有 相对 数量 级 (ka). 当 
k 一 0 时 ,振幅 有 一 1/ro, 亦 即 1/xo 等 于 $ 132 中 定义 的 散射 长 度 a. 而 式 
gk) =heot 6 = -一 
中 的 系数 m 称 为 相互 作用 的 有 效力 程 山 . 
对 于 截面 ,由 (133.9) 得 


( 33. LL) 


47 


A 
(mw =n ) +h 


如 果 我 们 略 去 分 母 中 的 大 项 (虽然 包括 它 可 能 是 合理 的 ) ,此 式 可 写成 [应 用 
(133, 107 起 ] 


0 二 


雪人 + TOK) _ 47 ] +rok 

A ~ Bial 

让 我 们 回 到 “外 "区 中 的 束缚 态 波 函 数 表 式 (133.4) ,把 它 的 归 一 化 系数 和 

以 上 定义 的 两 个 参量 联系 起 来 .计算 (133.9) 式 的 函数 在 极点 上 =e 处 的 留 数 并 
和 (128.11) 式 比较 后 ,我 们 求 出 


L133., 12) 














] 
人 Lh33. LS 
第 二 项 对 第 一 项 是 一 个 小 的 改正 ,因为 kr。~ ka <<1. 没有 这 个 改正 时 ,ho =2k， 
即 
二 了 全 要 区 133. 14 
龙 Kké ss 坟 ( ) 


相当 于 (133.14) 式 如 能 在 整个 空间 中 成 立时 所 得 的 归 一 化 . 
我 们 扼要 地 讨论 一 下 轨道 角 动 量 不 等 于 零 的 散射 中 的 共振 问题 . 函数 g,(%) 


QH 对 于 两 核子 作用 这 一 重要 情形 ,这 里 可 以 列 出 常数 a 和 ro 的 值 . 对 于 自 旋 平 行 的 一 个 中 子 和 一 
个 质子 (同位 旋 7T=0 的 态 ) ,a=5.4x10- cm,r =1.7x10-”cem; 这 两 个 值 对 应 于 能 量 为 1s1 =2.23 
Mey 的 气 核 基态 实际 能 级 .对 于 自 旋 反 平行 的 一 个 中 子 和 一 个 质子 (同位 旋 7T=1 的 态 ) ,a= -24x10 
cm,ro =2.7 x10-，， cm; 这 些 值 对 应 于 1el =0.067 MeV 的 一 个 虚 能 级 . 由 于 同位 旋 守 恒 , 后 一 组 值 也 适用 
于 自 旋 反 平 行 的 双 中 子 系统 . 根据 泡 利 原理 , 自 旋 平 行 的 nn 系统 不 能 有 s 态 . 
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的 展开 式 是 从 ~k-* 的 项 开始 的 ,保留 展开 式 中 的 前 两 项 ,分 波 振 幅 可 写成 
1 

/= -bE “(=e 和 FB) 4 访 ” 
式 中 5 和 = 是 两 个 常数 , 且 5>0( 见 后 ). 共振 情形 对 应 于 五 -的 系数 的 一 个 反常 
低 值 , 亦 即 e 反常 地 小 .但 由 于 EE 很 小 ,beE“' 项 仍 可 能 比 k 大 . 

如 果 a <0,(133.15) 式 中 的 分 母 有 一 个 实 根 ~ - 1e1, 故 s 是 一 个 离散 能 
级 (具有 角 动 量 1) 了 ,但 和 s 波 散 射 中 的 共振 相反 ,(133.15) 式 的 振幅 不 会 比 a 
大 ; 角 动 量 为 1+1 的 共振 散射 的 振幅 仅 与 角 动 量 为 1 的 非 共 振 散 射 振幅 同一 数 
量 级 . 

但 如 a >0 ,振幅 (133.15) 在 已 ~e 区 内 具有 1 人 /的 数量 级 , 亦 即 远大 于 a. 
这 个 区 域 的 相对 宽度 很 小 :AE/s ~ (ka)”'. 因此 在 这 种 情形 下 有 一 个 锐 共振 . 
这 类 共振 散射 的 产生 是 因为 ,1z0 的 一 个 正 能 级 尽管 不 是 真 的 离散 能 级 ,但 也 
是 准 离散 的 :由 于 离心 势 垒 的 存在 ,低能 粒子 逃离 此 态 跑 到 无 穷 远 处 的 概率 是 很 
小 的 ,所 以 该 态 的 “寿命 ”比较 长 ( 见 $134). 这 就 是 为 什么 10 的 共振 散射 本 
质 上 不 同 于 s 态 ( 此 态 没 有 离心 势 例 ) 的 原因 所 在 . (133. 15 ) 式 中 e >0 的 分 母 


当 E=E。 -i 了 时 等 于 零 ,其 中 


(C1133: 13) 


E, =&, 


T= ent (1383. 16) 


可 是 ,散射 振幅 的 这 个 极点 位 于 非 物 理 叶 上 .小 量 一 就 是 准 离散 能 级 的 宽度 ( 见 
§ 134 ) . 

最 后 ,我们 可 以 指出 相位 6, 的 一 个 有 趣 的 性 质 , 它 很 易 从 前 面 的 结果 中 导 
出 .我 们 把 相位 6,(E) 看 作 能 量 的 连续 函数 , 它 的 值 也 不 限于 0 到 (参看 $36 
最 后 一 个 附注 ). 我 们 来 证 明 下 式 成 立 : 

6,(0) -6,(% ) =nm, F199. 多 

式 中 了 是 引力 场 U(7) 中 角 动 量 为 1 的 离散 能 级 数 (N. Levinson ,1949 ) . 

证 明 时 我 们 注意 到 ,在 满足 条 件 171 << 无 /ma 的 场 中 , 玻 恩 近似 对 所 有 的 
能 量 成 立 , 所 以 对 所 有 的 E 均 有 6,(E) <<1, 由 于 EE 一 % 时 散射 振幅 趋 于 零 ,我 
们 有 6,(% ) =0. 根据 $132 中 的 一 般 结论 ,还 有 6,(0) =0. 这 样 的 场 中 不 存在 离 
散 能 级 ( 见 $45), 故 n=0. 现在 来 研究 势 阱 U(r) 逐渐 加 深 时 差 值 5,(A) - 
6,( % ) 的 变化 ,4 是 某 个 给 定 的 小 量 , 随 着 这 种 加 深 , 阱 的 上 端 依次 出 现 第 一 个 、 


@ 对 于 s<0 以 及 EE 接近 于 1el， 
Ra Sa) 


与 (128.17) 相 比较 ,说 明 b>0. 
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第 二 个 等 等 的 能 级 ,每 出 现 一 个 能 级 ,相位 8(4) 就 增加 一 个 mD. 加 深 到 给 定 的 
U(r) 时 再 令 4 一 0 , 即 得 (133. 17 ) 式 . 
习 题 
1. 试用 r~a 的 “内 ”区 中 慷 =& 的 定 态 波 浮 数 表达 有 效力 程 mm( 抑 . A. 
CmoponnHckni ,1948 ]s 
解 : 令 Xo 为 Fi 区 内 的 波 郧 数 , 它 已 按 7 一 ”OO 时 xo 一 1 的 条 件 归 一 化 . 于 还 
整个 空间 中 的 波 函 数 的 平方 可 写成 习 =Ao(e ”+Xo -1) 的 形式 . 这 个 表示 式 当 
kr >>1 时 变 成 4ie ”“, 当 kr <<1 时 变 成 Aoxo, 它 应 按 下 式 归 一 化 : 
多 ee by/ 2. 2 
| x dr = | 上 (1 好 )dr | 一 耻 外 
与 (133.13) 式 比较 后 给 出 
Fs = (1 = }dr. 
0 
根据 U(r) <0 的 (133.1) 式 ,该 式 之 解 就 是 Xo, 可 知 Yo(r) <Xo(%m)=1. 因 
此 总 有声 >0. 
2. 当场 U(r) 变化 时 , 求 相位 6, 的 改变 . 
解 : 对 蔡 定 请 方程 
(+1 
wt [EU].0 
中 的 U(r) 进行 变 分 ,我 们 得 
L(/L+1 2 
w+ [EB- 3 v] a = 0. 
第 一 式 来 了 Y,, 第 二 式 乘 xX,, 相 减 后 对 7 积分 ,得 
Zn 
Do = 把 | Xi SUdr， 
0 
上 式 左 端 用 下 列 渐 近 式 代入 : 


Xi =sin (hr = Fin +6, ) 


1 
dy, = 8(6,) cos (kr -ain +6, ] 
(此 式 中 所 选 的 系数 1 确定 了 所 采用 的 归 一 化 ) ,我 们 得 
四 (133.6) 式 中 ,这 相当 于 66 从 0 变 到 "5, 此 时 为 给 定 的 小 量 ,而 rk 则 从 负 值 ( -x >>%) 变 到 正 值 


k >>k. 当 1 关 0 时 ,同样 可 从 kcot 6, = -bE-'(E--s) 中 得 到 这 个 结论 .此 时 EE=A 为 给 定 , 而 从 se>>4 变 
到 -sz >>A. 
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_Am[ ,2 
8(8,) = 一 二 X25Udr， 


根据 这 个 式 子 ,我们 可 对 作为 能 量 连续 函数 的 相位 6, 的 符号 问题 作出 某 些 
结论 ,为 了 避免 这 些 函 数 定义 中 的 含混 处 (可 以 相差 的 整数 倍 ) ,我 们 用 条 件 
06,(%m) =0 加 以 归 一 化 . 

先 从 U=0 开始 ,此 时 所 有 的 6, 等 于 零 , 逐 渐 增 大 1U1, 我 们 发 现 斥 力 场 
(U>0) 中 所 有 的 6,<0, 引 力 场 (U<0) 中 则 6, >0. 斥 力 场 中 6,(0) =0, 所 以 低 
能 时 6, 很 小 ;散射 振幅 因此 是 负 的 :f=6,/k<0. 引力 场 中 相应 地 推 得 ,只 当 不 存 
在 离散 能 级 时 f/f 才能 是 正 的 ,不 然 的 话 , 当 忆 很 小 时 ,6, 不 是 接近 于 零 而 是 接近 
于 nm( 见 (133.17) 式 ), 并 且 对 f 的 符号 问题 不 能 作出 判断 . 

3. 对 半径 为 a 深度 为 U, 的 球形 方 势 阱 , 求 散射 长 度 a 和 有 效力 程 nm, 设 该 
势 阱 只 含 一 个 接近 于 零 的 离散 能 级 . 

解 :仿照 $132 题 1 的 做 法 ,只 是 在 阱 内 区 与 U, 相 比 我 们 不 略 去 粒子 能 量 
已 = 天 及 [2m. 得 到 相位 5 的 方程 为 


kcot(6, +ak) = 天 cot ak, K = Vint +E). 
为 了 使 阱 内 只 含 一 个 能 级 , 且 接 近 于 零 ,必须 有 ( 见 $33, 题 1) 


U, = 





Th 
pe ++) Ax<l1; 


将 前 式 展 成 ka 和 A 的 帘 次 式 后 ,我 们 得 
2 
2 


2mlk | 


殴 共 = =8a/m 过 ,页 三 应 ,让 值 与 





一 致 ,E| 是 阱 中 能 级 的 能 量 值 ; 见 


$33, 题 1. 
4. 对 一 个 在 球 半 径 a 外 面 等 于 零 的 势 场 U(r) ,试用 相位 6,(k) 表 出 下 列 积 
分 式 
三 ed 
万 为 s 态 波 函数 (G. Liiders ,1955 ) . 
解 : 按 (128. 10 ) 式 
“Ba TY 
| = 让 ] 
2mkE 


式 中 搬 号 代表 对 7 微分 [(128.10) 中 对 羽 的 导数 已 改 成 对 此 = 的 可 数 ] 由 
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于 在 r=a 处 不 存在 场 , 上 式 右 边 可 采用 自由 运动 波 函 数 :X =2sin(kr +6o)[ 按 
(33.20) 归 一 化 ]. 结果 为 


a d5 1 
RE nt 
| x dr=2 [a+ sin[2(ka +60)] >0. 


因为 X 的 积分 一 定 是 正 的 ,上 式 右 边 也 一 定 是 正 的 由. 
$134 ” 准 离 散 能 级 处 的 共振 


能 够 衰变 的 系统 ,严格 讲 来 并 不 存在 离散 能 谱 . 衰变 时 从 中 逸 出 的 粒子 走 加 
无 穷 远 处 ,从 这 一 点 看 来 ,该 系统 的 运动 是 无 限 运动 ,因而 能 谱 是 连续 的 . 

但 是 ,该 系统 的 衰变 概率 有 可 能 非常 小 . 这 类 系统 的 一 个 简单 例子 是 ,粒子 
四 周 被 一 个 相当 高 和 宽 的 势 垒 所 包围 .存在 亚 稳 态 的 为 一 种 可 能 原因 是 ,由 于 强 
的 自 旋 -轨道 作用 ,衰变 时 系统 的 自 旋 必须 发 生 改 变 . 

对 于 衰变 概率 很 小 的 系统 ,我 们 可 以 引进 准 定 态 的 概念 ,该 态 中 的 粒子 长 时 
期 地 在 这 个 “系统 之 内 "运动 ,经 过 相当 长 的 一 段 时 间 间 隔 7 以 后 才 逸 出 ,7 可 称 
为 所 考虑 准 定 态 的 寿命 (7 ~ 1/w,w 为 单位 时 间 的 衰变 概率 ). 这 些 态 的 能 谱 是 
准 离散 的 , 它 由 一 串 有 宽度 的 能 级 所 组 成 , 宽度 和 寿命 的 关系 为 本 ~ /7| 见 
(44.7) 式 ]. 准 离散 能 级 的 宽度 小 于 这 些 能 级 之 间 的 间距 . 

准 定 态 的 研究 ,可 以 采用 下 列 纯 形式 的 方法 . 直到 现在 为 止 ,我 们 总 是 要 求 
苹 定 计 方 程 之 解 具有 这 样 的 边界 条 件 , 它 的 波 函 数 在 无 穷 远 处 必须 是 有 限 的 . 代 
替 这 一 点 ,现在 我 们 来 找寻 这 样 的 解 , 它 在 无 穷 远 处 是 一 个 出 射 球面 波 ,与 系统 
训 变 后 逸 出 的 粒子 相对 应 . 由 于 这 样 的 边界 条 件 是 一 个 复 条 件 ,我 们 无 法 断言 能 
量 本 征 值 一 定 是 实数 .反之 ,求解 薛 定 廖 方程 后 得 到 一 串 复 值 ,我 们 把 它 写 成 以 
FB 


E=E, -7iT, (134.1) 


式 中 的 6。 和 下 是 两 个 常数 ,它们 都 是 正 的 ( 见 后 )， 
很 易 看 出 这 种 复 能 量 值 的 物理 含义 . 准 定 态 波 函 数 中 的 时 间 因 子 具 有 以 下 
形式 ， 


exp | -Et | = exp | -Bot 二 


@ 这 个 不 等 式 早 先 已 由 Wigner(1955 ) 用 别 的 方式 导出 . 
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因此 按 波 函数 的 模 量 平方 给 出 的 所 有 概率 都 按 e-"* 的 规律 随时 间 衰 减 @. 特别 
是 ,发 现 粒 子 处 于 “系统 之 内 ”的 概率 是 按 这 个 规律 衰减 的 ,因此 荆 值 决 定 了 该 
态 的 寿命 ,单位 时 间 的 衰变 概率 为 

w = /hi. (134.2) 

准 定 态 波 函 数 在 远 距离 处 (出 射 波 ) 具 有 以 下 因子 : 
exp [am 二 | | 

ro% 时 ,该 因子 指数 式 地 增长 ( 根 号 的 虚 部 是 负 的 ). 这 些 函 数 的 归 一 化 积分 
全 w1?dV 因而 是 发 散 的 . 附带 说 一 下 ,这 一 点 解决 了 这 样 一 个 表 观 矛盾 ;一 方 
面 ly1? 随时 间 衰 减 , 另 一 方面 可 用 波动 方程 证 明 它 的 归 一 化 积分 是 一 个 常数 . 


现在 来 考查 粒子 能 量 接近 于 某 一 准 离散 能 级 时 的 波 函 数 形式 . 
像 $128 一 样 ,我 们 写 出 径 向 波 函 数 的 渐 近 式 (在 远 距 处 ) (128.1): 


R= [A Berp( -Rr) + BB) exp (Yer) ]. 





(134.3) 

并 把 E 看 作 复 变量 . 当 E 为 正 实 值 时 ， 
Ri = 一 [4(B)ew +B(E)e-™], 二 人 (134.4) 
并 有 A,(E) =Bi(E)[ 见 (128.3),(128.4)], 式 中 的 函数 B,(E) 取 在 右 实 轴 割 


线 的 上 党 . 
确定 复 能 量 本 征 值 的 条 件 ,归结 为 渐 近 式 (134.3 ) 中 不 存在 人 射 波 . 这 就 意 


际 着 ,E =E。 -了 i 时 系数 B,() 必 须 等 于 零 ; 
Lo z 
Bl .Be 3 | =0, (134.5) 


由 此 可 见 , 准 离散 能 级 和 真 离散 能 级 一 样 ,都 是 函数 B,(E) 的 零点 ,但 和 真 离散 
能 级 所 对 应 的 零点 不 同 ,它们 并 不 位 于 物理 叶 上 :我 们 在 写 出 条 件 (134.5 ) 时 ， 


QD 我 们 注意 到 ,这 一 点 表明 了 物理 上 丁 为 正 量 的 必要 性 .但 是 这 个 条 件 也 可 以 根据 所 设 的 醉 定 调 
方程 之 解 在 无 穷 远 处 的 边界 条 件 自动 地 得 到 ,也 可 以 根据 微 扰 论 公 式 中 绕 过 极点 的 规则 ( 见 § 130) 得 到 . 
假定 从 离散 能 级 n 到 连续 谱 态 v 的 跃迁 是 由 恒定 微 扰 V 引 起 的 . 则 能 级 的 二 级 修正 为 [参考 (33. 10) ] 

1 12 
CY ny 
规则 (43.10) 给 出 
T= -2Im E(? =2m | IV,, 128(E(0) - E,)dy, 


这 与 跃迁 概率 (43.1) 式 一 致 
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已 经 假定 了 所 求 的 准 定 态 波 函 数 来 自 (134.3) 式 的 相同 项 ,该 项 在 E>0 时 [ 即 
(134.4) 式 ] 也 是 一 个 出 射 波 ( ~e”). 可 是 E=E。 -二 让 点 位 于 正 实 轴 的 下 面 . 
从 割 线 上 沿 [(134.4) 式 中 的 系数 用 它 来 定义 ] 到达 这 一 点 而 又 不 离开 物理 叶 ， 


只 有 绕 过 EE=0 点 .这 样 一 来 V -EE 变 号 ,出 射 波 变 成 了 入 射 波 . 因此 ,为 了 保持 
为 出 射流, 我 们 吕 4 能 直接 向 下 通过 割 线 到 达 这 一 点 ,从 而 落 到 另 一 叶 非 物理 
Es 

现在 来 研究 接近 于 准 离 散 能 级 的 那些 正 能 量 值 (当然 ,应 假定 本 很 小 ,否则 
不 会 存在 这 些 接 近 值 ). 把 函数 B,(E) 展 成 差 式 


及 三 (5 -iT 
的 震级 数 , 只 取 一 级 项 ,我 们 有 
B(E)= (E-E+3iT)b, (134.6) 
式 中 b, 是 一 个 常数 .上 式 代 入 (134.4) ,得 到 接近 准 定 态 的 以 下 状态 波 函 数 : 
-二 | (B-B, -iT ) be + (E-E +3iT ) be "| RE 


2 
这 个 函数 的 相位 6, 由 下 式 给 出 : 


exp (2i6,) -二 exp(2i8 人 ) = 
本 (1 "i (134. 8) 
其 中 的 
exp(2i6.” ) =( ee (134.9) 
1 


IE -Eol >> 厂 时 ,相位 6, 等 于 8” ,因此 5 … 就 是 远离 共振 的 相位 值 . 
共振 区 内 的 6, 显著 地 随 能 量变 化 . 如 条 利用 
exp(iarctan 和 A) _1+iA 


2 t 二 = 
pe areton ke exp( —iarctan 和 A) 1-iA 


把 (134.8) 改 写成 以 下 形式 : 


(0) 
0, =0, arctan 3(E -Ey ‘13 ) 


我 们 就 可 看 到 ,通过 整个 共振 区 (从 EE<<E, 变 到 >>E) 后 相位 改变 了 7. 
类 三 下 -二 让 时 ,(134.7) 式 变 成 


R, = 一 -一 7 ee 


r 
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如 果 这 个 波 函 数 是 按 1y1 对 系统 内 部 区 域 的 积分 等 于 1 这 样 的 条 件 归 一 化 的 ， 
那么 这 个 出 射 波 的 总 流量 ( 它 等 于 vliTb,' 1 ) 应 该 等 于 (134.2) 式 的 衰变 概率 . 
从 而 得 


让 ee (134.11) 
7) 


当 和 人 射 粒子 的 能 量 五 接近 于 由 散射 系统 和 进行 散射 的 粒子 所 组 成 的 复合 
系统 的 茶 个 准 离散 能 级 E。 时 ,以 上 所 得 的 结果 使 我 们 有 可 能 求 出 这 个 粒子 的 弹 
性 散射 振幅 . 在 一 般 公式 (123. 11) 中 ,对 应 于 E。 能 级 的 那 一 个 1 项 必须 用 
(134.8) 式 代入 .这 时 我 们 得 出 


_ A0) _2L+1 2 
有 时 = {0) k E-E,+iT/2 


式 中 的 "(9) 是 远离 共振 的 散射 振幅 , 它 和 准 定 态 的 性 质 无 关 [ 它 由 每 项 中 的 
6, =61” 的 (123.11) 式 给 出 ]0.f"(9) 称 为 势 散射 振幅 ,(134.12) 中 的 第 二 项 则 


称 为 共振 散射 振幅 ,后 者 在 马 = 蕊 -二 ir 处 有 一 个 极点 ,如 前 所 述 ,这 个 极点 不 
在 物理 叶 上 @ 
(134.12) 式 给 出 了 在 复合 系统 某 一 准 离散 能 级 处 接近 共振 的 弹性 散射. 它 


的 成 立 范围 由 以 下 要 求 所 决定 , 即 差 值 | 到 -Ek, | 必须 远 小 于 该 能 级 到 相 邻 准 离 
散 能 级 的 距离 D: 


exp(2i86/" )P,(cos 0), (134.12) 


IE-E|<<D. (LS. 43 

如 果 所 考虑 的 是 慢 粒 子 散 射 , 亦 即 共 振 区 内 的 粒子 波长 远大 于 散射 系统 的 
尺度 时 ,(134.12) 式 还 可 适当 化 简 . 此 时 只 有 s 波 散射 是 重要 的 ;我 们 将 假定 及 
确 是 属于 1=0 的 能 级 . 势 散射 振幅 就 变 成 一 个 实 常 数 -a( 见 $132). 在 共振 
散射 振幅 中 ,我 们 令 1=0 并 把 exp(2i560”) 改 成 1( 因 为 66”= -ak<<1) ,从 而 得 


72 
Ms 


在 lIEk -El1 ~ 本 的 罕 区 内 ,第 二 项 远大 于 振幅 a,a 可 以 略 去 .但 当 远 离 共振 区 
时 ,这 两 项 可 能 差不多 大 小 . 
以 上 的 推导 中 ,我们 暗中 假定 了 能 级 E 的 数值 本 身 并 不 太 小 ,共振 区 不 在 


(134.14) 


@ 如 果 考 虑 的 是 带电 粒子 被 一 个 带电 粒子 系统 所 散射 ,相位 681” 应 该 采用 (135. 11 ) 式 . 

加 注意 , 慢 粒 子 共 振 散 射 的 (133.15 ) 式 , 当 五 接近 于 ! 和 0 的 正 能 级 时 ,该 式 与 (134. 12 ) 式 中 的 
共振 项 精确 对 应 .此 时 的 Eo。 和 芽 值 由 (133.16) 式 给 出 ,由 于 EE 很 小 ,相位 81” 也 很 小 , 故 exp (2i61) 
一 ] . 

(3) 已 假定 散射 场 随 距离 的 增 大 而 足够 快 地 衰减 .$ 145 中 将 把 上 述 结果 应 用 到 原子 核对 慢 中 子 的 
散射 . 
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E=0 点 附近 . 如 果 考 虑 的 是 复合 系统 第 一 个 准 离散 能 级 处 的 共振 ,该 能 级 与 
E =0 的 间距 远 小 于 它 和 下 一 个 能 级 之 间 的 间距 ( 即 E,。<<D), 这 时 展开 式 
(134.6) 训 不 再 适用 了 .这 一 点 可 从 这 样 的 事实 看 出 , 当 EE 一 0 时 ,(134.14) 式 的 
振幅 并 不 趋 于 一 常数 极限 ,而 按 一 般 理 论 这 正 是 s 波 散射 所 必需 的 . 
我 们 来 考虑 一 个 准 离散 能 级 接近 于 零 的 情形 , 仍 假定 进行 散射 的 粒子 在 共 
振 区 内 很 慢 ,只 有 s 波 散 射 是 重要 的 . 
波 函 数 中 的 系数 B,(E) 现 在 必须 按 能 量 上 本身 的 窜 次 展开 .E =0 点 是 函数 
有 (五 ) 的 一 个 文 点 ,从 割 线 上 沿 绕 过 此 点 到 达 下 沿 时 B,(E) 变 成 Bi (E). 这 意味 
着 展开 是 按 V -五 的 寡 进 行 的 , 按 上 述 方 式 绕 过 妃 =0 点 时 它 要 变 号 . 对 于 正 的 
E 值 ,我们 把 函数 Bu (五 ) 的 展开 式 中 的 前 几 项 写成 以 下 形式 : 
BI(E)=(E-e, +iyVE)b,(E), CT34: 15) 
式 中 的 ss 和 7 都 是 实 常数 ,b,(E) 是 能 量 的 函数 , 它 也 能 展 成 VE 的 竹 级 数 ,但 在 
E =0 点 附近 没有 和 零点. 准 离 散 能 级 =E, -iT/2 相当 于 延 拓 到 非 物理 叶 下 半 
平面 后 的 已- so +iy ME 因子 等 于 零 , 因 此 gs 和 本 可 由 下 式 确定 : 
Eo -3T -e+iy EF = (134. 16) 


(为 了 使 E, 和 三 是 正 的 ,常数 su 和 y 必须 是 正 的 ). 例 如 宽度 为 厂 <<E, 的 一 人 
能 级 ,相当 于 这 些 常数 间 具 有 eu >> y 的 关系 ,这 时 从 (134.16) 式 可 得 E, = eu， 
下 =iy A 

目前 情形 下 (134. 15 ) 式 代替 了 (134.6) 式 ,随后 的 公式 也 要 作 相 应 的 修改 
(Eu 改 为 seo, 三 改 为 2y VE ). 散射 振幅 因而 由 (134. 14 ) 式 改 成 下 式 : 

区 iy 
f= -a a (134. 17) 

( 式 中 已 令 k= V2m /im 是 该 粒子 和 散射 系统 的 折合 质量 ).E 一 0 时 这 个 振 
幅 确 是 趋 于 一 常数 极限 ,从 而 证 实 了 展 式 (134. 15 ) 的 形状 . 

要 注意 的 是 ,(134.17) 式 也 包括 了 复合 系统 的 一 个 真 离散 能 级 接近 于 零 时 
的 情形 , 它 由 ee 和 ?7 这 两 个 常数 间 的 适当 关系 所 给 出 . 如 果 1lso1l <<y ,对 E << 
y 的 能 量 讲 来 ,共振 项 分 母 中 的 第 一 项 E 可 以 略 去 不 计 . 

再 略 去 势 散射 振幅 a, 我 们 得 公式 

六 人 

过 一 V2meo/hy 


@ 按 (134.9) 式 ,函数 bo(E) 确 定 了 势 散射 的 相位 . 慢 粒 子 散射 中 , 它 的 展开 式 的 首 项 为 bo (EE) = 
常数 xi(1 +iak). 
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和 (133.7) 式 相同 (该 式 中 «= - V2meo/hy). 此 式 对 应 于 =e:/y* 能 级 处 的 
共振 ,这 个 离散 能 级 是 真 的 还 是 虚 的 ,要 看 常数 « 是 正 的 还 是 负 的 而 定 . 


$135 户 琴 福 公 式 


库仑 场 中 的 散射 从 物理 应 用 的 观点 看 来 十 分 重要 . 它 的 重要 性 还 在 于 ,这 种 
情形 下 量子 力学 的 碰撞 问题 可 以 精确 解 出 . 

当 有 一 个 方向 可 以 区 别 于 其 余 方 向 时 (目前 情形 下 就 是 入 射 粒子 的 方向 )， 
库仑 场 中 的 醇 定 证 方程 最 好 在 抛物 坐标 系 &,n ,gp 中 求解 ($37). 有 心力 场 中 的 
粒子 散射 问题 是 轴 对 称 的 . 因此 波 函 数 y 与 角 无 关 . 我们 把 薛 定 雇 方 程 
(37.6) 的 特 解 写 成 以 下 形式 : 


=f (En), (135, 15 
这 就 是 m=0 的 (37.7) 式 . 据 此 ,分 离 变 量 后 ,我 们 得 m=0 的 (37.8) 式 0， 
d /,.d, sy 
a )A =0, 
d dj Ls | {2 
sb + (二 -Bk =0, 
Bi +B, =1. 


散射 粒子 的 能 量 当然 是 正 的 ,我 们 已 令 E = 地 太 .(135.2) 式 中 的 符号 是 针对 斥 


力 场 情形 的 ,对 于 引力 场 中 的 散射 截面 讲 来 ,所 得 的 最 后 结果 相同 . 
我 们 要 找 的 苹 定 证 方程 之 解 应 该 符合 如 下 要 求 : 对 于 负 的 z 和 大 的 7, 它 具 
有 平面 波形 式 : 
| ~e™ (rr sm , -wm <z<0), 
这 对 应 于 治 正 z 轴 方向 人 射 的 粒子 .下 面 就 会 看 到 , 形 如 (135.1) 的 一 个 特 解 
(而 不 是 具有 各 种 B, ,B, 值 的 解 的 线性 组 合 ) 能 够 符合 上 述 要 求 . 
在 抛物 坐标 系 中 ,上 述 要 求 呈 以 下 形式 : 
~ert (对 wyw 和 所 有 二 
要 满足 上 式 只 有 
, fi(€) =e™™ (135.3) 
并 且 p(n) 遵循 以 下 条 件 : 
A Cd 
把 (135.3) 代 入 (135.2) 第 一 式 中 ,我 们 发 现 这 个 函数 的 确 满足 该 方程 ,只 


QD 本 节 中 ,我 们 采用 库仑 单位 ( 见 § 36). 
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要 篆 数 B, = 本 这 这 时 由 (135.2) 的 第 二 式 (B6, =1-B,) 得 


(nn)* (Hen-1+ $n)s = 


我 们 来 寻求 上 式 以 下 形式 的 解 : 
fi(n) =e 2 (n), (135.5) 
其 中 的 函数 w(n) 当 mm 一 % 时 趋 于 一 常数 .对 w(m) 得 以 下 方程 : 
nw" + (1 -ikn)w’—-w=0, ( L356:) 


引入 新 变量 , = im 后 ,上 式 可 以 化 成 参量 为 a = - ik,y =1 的 合流 超 几 何 函 
数 方程 . 我 们 从 (135.6) 式 的 解 中 应 当选 取 满 足下 述 要 求 的 解 : 它 乘 以 f.(&) 后 
只 包含 出 射 球面 波 (散射 波 ) ,而 不 包含 人 射 球面 波 . 此 解 即 以 下 函数 : 


w= 常数 xF | -二 1,ikn ) 
把 以 上 各 个 表 式 汇集 起 来 , 即 得 描述 散射 问题 的 以 下 苹 定 计 方 程 的 精确 解 : 
y=e AT (1 + empl -二 it ). CS. 7 
小 中 的 归 一 化 常数 已 选 定 ,使 得 入射 平面 波 具 有 单位 振幅 ( 见 后 ). 
为 了 把 这 个 函数 中 的 入 射 波 和 散射 波 区 分 开 来 ,我 们 必须 考虑 它 在 远离 散 
射 中 心 处 的 形式 . 应 用 合流 超 几 何 函 数 渐 近 展开 式 中 的 前 两 项 [(d.14) 式 ] ,对 
大 的 了 我 们 有 


_ 1 (it) 
| ibn ) ~ ey (i ) + 全 = 


ikm 








BB 下 i | 人 二 Li 和 
Tr i | T(1 -i/k) ikn p| 了 tm ) 
把 上 式 代入 (135.7) 并 变换 到 球 坐 标 系 [& -n=2z,n =r-z=r(1 -cos 0)], 最 

后 可 得 波 函 数 的 以 下 渐 近 表示 式 : 


1 : 1 
p= [1 + rr oo | ep{its+ inlir(1 00s 0)]} + 
+ oxp { ikr -二 In(2jr) | 4 (3 
其 中 的 
oe ] TO +ik) 2 
TIE ( -si ) (135.9) 


(135.8) 式 中 的 第 一 项 代表 入 射 波 ,我 们 看 到 ,由 于 库仑 场 衰减 缓慢 ,这 个 
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平面 入射 波 即 使 在 远离 散射 中 心 处 也 是 畸变 的 @, 表 现在 它 的 相位 中 存在 对 数 
项 以 及 在 振幅 中 存在 1 量 级 的 项 ,在 (135.8) 第 二 项 所 表示 的 散射 球面 波 中 ， 
其 相位 中 也 有 畸变 对 数 项 ,这 些 与 波 函 数 的 通常 渐 近 表 式 (123.3) 之 间 的 差别 ， 
实际 上 并 不 重要 ,因为 当 一 *o 时 它们 给 出 的 流 密 度 改 正 值 趋 于 零 . 

由 此 得 到 散射 截面 do = If(9)1 do 的 公子 








do 7 
4k’ sin’ 
在 通常 单位 制 中 就 是 
” do 
do = | 一 < se 135. 10 
Pe a ( ) 


式 中 v= kh/m 是 粒子 的 速度 . 这 就 是 经 典 力学 中 给 出 的 著名 的 卢 瑟 福 公式 . 因 
此 对 于 库仑 场 中 的 散射 ,量子 力学 和 经 典 力学 给 出 同样 的 结果 (N. Mott, W. Gor- 
don ,1928 ) . 当然 ,由 玻 恩 公式 (126. 12) 也 能 导出 (135. 10) 式 . 
下 面 我 们 给 出 散射 振幅 (135.9) 的 球 谐 函 数 展开 式 , 以 供 参考 . 它 是 把 
(36.28) 式 的 周 相 代 入 (124.5) 式 后 得 到 的 ,该 式 即 ®@ 
1 es 
exp(2i56 和 他 ) te) CTS 113 
Tr (1+1 | 
由 此 得 
FP (Rr + 二 


f(0) = 2 (21+1)———— ep,( cos 0). (E35. 12 


rT (1+1 | 
散射 振幅 (135.9) 中 的 符号 对 应 于 斥 力 场 .在 库仑 引力 场 中 ,(135. 9) 式 改 
成 它 的 复 共 轿 式 . 这 样 一 来 ,在 T(1 -it) 函数 的 极点 处 , 亦 即 伽 玛 函数 的 宗 量 
为 负 整 数 或 零 的 那些 点 处 ( 当 Im k >0 并 且 函 数 ry 在 无 穷 远 处 衰减 时 ) ,FL8) 恋 


成 无 穷 大 .与 此 相应 的 能 量 值 为 了 ?= -1/2w*(n=1,2,3,…) ,这 与 库仑 场 中 的 
离散 能 级 值 一 致 (参考 $128). 


帆 这 种 畸变 的 来 源 可 以 经 典 地 阑 明 . 如 果 考 虑 一 族人 射 方向 相同 的 (平行 于 z 轴 ) 经 典 库仑 双 曲 线 
轨道 ,很 易 证 明 ,它们 的 正 交 面 方程 在 远 距 离 (z 一 - % ) 处 并 不 趋 于 z= 常数 ,而 是 趋 于 z+h-?In kr -zy) 
= 常数 ,这 个 面 就 是 (135.8) 式 中 人 和 人 射 波 的 等 相 面 . 

@ 此 式 中 的 8 值 不 同 于 真正 的 (发 散 的 ) 库 仑 相位 ,其 差 值 对 所 有 的 1 来 讲 都 是 相同 的 . 
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$136 连续 谱 的 波 函 数组 


分 析 有 心力 场 中 的 运动 时 (第 五 章 ) ,我 们 所 考虑 的 定 态 中 ,粒子 具有 确定 
的 能 量 和 确定 的 轨道 角 动 量 1 及 其 分 量 m. 这 些 离散 谱 的 状态 波 函 数 (水 wm ) 和 连 
续 谱 的 状态 波 函 数 (y,, ,能 量 记忆/2m ) 合 起 来 组 成 一 个 完备 组 ,任意 的 状态 波 
函数 可 以 用 它 展开 . 可 是 这 组 函数 对 散射 理论 中 的 问题 并 不 适用 . 我 们 有 另外 一 
组 方便 的 函数 ,其 中 的 连续 谱 波 函数 具有 特殊 的 渐 近 行为 :在 无 穷 远 处 成 为 一 个 
平面 波 和 一 个 出 射 球面 波 . 这 些 态 中 的 粒子 具有 确定 的 能 量 ,但 是 没有 确定 的 角 
动量 及 其 分 量 . 

根据 (123.6) 和 (123.8) ,这 样 的 波 函 数 (我 们 把 它 记 作 yw” ) 由 下 式 给 出 : 


wr = 元 > 21+1) eR P(E (136. 1) 


勒 让 德 多 项 式 的 宗 量 写成 cos 0 = 大. rir, 因 此 上 式 不 存在 (123.6) 式 那样 [ 式 
中 的 z 轴 是 平面 波 的 传播 方向 ] 的 坐标 轴 的 特殊 选 法 问题 . 对 矢量 大 取 所 有 可 能 
的 值 后 ,我 们 就 得 到 一 组 波 函 数 ,现在 来 证 明 ,它们 是 按 连 续 谱 的 通 第 规则 正 交 
归 一 化 的 : 

ye we’ dV = (2m) "8(k’ kK). (136.2) 


证 明 时 ,我 们 注意 到 乘积 yi” “yw” 可 以 表 成 以 下 乘积 对 1 和 的 双重 求 

和 : 
k:r A 
P | kr )r. k'r ) 
对 r 各 个 方向 的 积分 可 利用 下 式 进行 : 
kr k': 大， 天- 
[ml dod) 963) 
参考 数学 附录 (c.12) 式 . 留 下 
ww ar = > (21 +4+1)e' -1p (Gos yy) x 














x 人 Re (CFR 《PP 
式 中 是 kk 和 k' 的 夹 角 .但 径 向 函数 Ri 是 按 下 式 正 交 归 一 化 的 : 


| RiRur dr =2m6(k’ 一 : 
0 


QD 实质 上 ,只 有 ww*) 的 正 交 性 需要 单独 证 明 , 归 一 化 可 从 函数 的 渐 近 式 直接 导出 (参考 $21). 在 
这 个 意义 下 ,(136.2) 式 的 成 立 是 明显 的 ,因为 王 *o 时 这 些 函 数 中 的 非 训 减 项 只 有 WA = 
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因此 可 在 这 WT ke" tn. 3 ) 式 ,我 们 得 
[i Way = 把 一 小 】 > (21 +1)P,(cos y) = 








-kk)6(1 -cos y). 


上 式 右 边 当 kk 关 k' 时 为 零 , 乘 以 2k sin ydkdy/(27)’ 再 对 整个 大 空间 积分 
后 得 1 ,这 就 证 明了 (136.2) 式 . 

引进 ”函数 组 的 同时 ,还 可 引进 男 一 个 函数 组 ,它们 对 应 于 在 无 穷 远 处 
征 一 个 平面 波 和 一 个 人 射 球面 波 的 态 .我 们 把 这 些 函 数 记 作 yw' ,它们 可 从 
Ye” 直接 得 到 : 

Ve = ". (136. 4) 
由 于 e Ar( 出 射 波 ) 的 复 共 斩 为 e 六 Mr( 人 射 波 ) ,而 平面 波 变 成 ss “* 竹 此 , 汶 
了 保留 的 原 有 定义 (平面 波 e*“) ,我 们 必须 把 大 改 成 -大 ,如 (136.4) 式 所 示 . 
注意 到 
P,( -cos 0) =( -1)'P,(cos 0),， 

由 (136. 1) 式 得 


Re a 
py. pr i (21+1)e Rat | (136, 5) 
l=0 


库仑 场 的 情形 非常 重要 . 此 时 函数 yi”"( 和 wi") 可 写成 封闭 式 , 它 可 从 
(135.7) 式 直接 得 到 .我 们 把 抛物 坐标 表 成 


h(E -7) =hkz=k*:r, kn=k(r-z) =kr-k.r. 
因此 对 库仑 斥 力 场 有 儿 
hl se pd + ee -一 ,1,ikr ~ | , (136. 6) 


k 
a -二 je* (二 ,1， -ihr- 迹 .7)]. (136.7) 
库仑 引力 场 的 波 函 数组 可 由 上 式 中 和 7 的 同时 变 号 获得 : 
pt =e™*T (1 二]je* (二 ,1,ikr 一 这 , a . (136. 8) 
yp) -el + 下] ex -二 ,1， ~ | (136.9) 


库仑 场 对 原点 附近 粒子 运动 的 作用 ,可 用 yi* 或 yw 的 模 量 平方 和 自由 
运动 波 函 数 yx =e “的 模 量 平方 在 r=0 点 的 比值 来 标志 . 利用 公式 


Q 采用 库仑 单位 . 
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1 


1 1 1 i 
P(r (1 
很 易 求 出 对 斥 力 场 有 
I (0) ly (OD 27 
9 
对 引力 场 有 
(4) 2 =) 2 
RT (136. 11) 
[yi | [wl k(1-e ~) 


yw” ” 和 ww ”函数 组 在 连续 谱 微 扰 论 的 应 用 问题 中 起 着 重要 的 作用 . 我 们 


假定 ,作为 某 个 微 扰 Y 的 结果 ,粒子 在 连续 谱 的 状态 间 进 行 跃迁 . 跃迁 概率 由 以 
下 和 矩阵 元 确定 : 


[wi Vp,dV. 《136. 12) 


产生 的 问题 是 ,究竟 用 波动 方程 的 哪些 解 作为 初 态 (y,) 和 末 态 (yw) 波 函数 ,以 
便 求 得 的 振幅 针对 粒子 从 无 穷 远 处 动量 为 ; ji 的 态 跃 迁 到 无 穷 远 处 动量 为 大/ 
的 态 岂 ,我 们 来 证 明 , 它 要 求 
b= ,= . (136. 13) 

( A. Sommerfeld ,1931 ) . 

cette ls 而 且 也 对 粒子 运动 所 在 的 场 QU(r) 来 看 一 下 怎样 用 
微 扰 论 求解 的 话 , 这 个 问题 就 变 得 清楚 了 . 零 级 近似 (对 U0 而 言 ) 中 ,矩阵 元 
(T36127W 


区 和 | 


在 对 UV 的 高 级 近似 中 ,这 个 积分 改 成 一 个 级 数 , 其 中 每 一 项 是 一 个 积分 
Ue Urg, "UE 

(B= Or(E =E, ET 
(参考 $43 和 $130). 分 子 中 含有 对 未 微 扰 平面 波 而 言 的 (各 级 ) 和 矩阵 元 , 积 
则 按 同一 个 固定 规则 避 开 了 所 有 的 极点 . 为 一 方面 ,这 个 级 数 可 以 作为 
(136. 12) 式 的 矩阵 元 而 得 到 ,该 式 中 的 波 函 数 内 和 yj 现在 是 对 于 场 U 而 言 的 
ee 其 结果 一 定 等 于 许多 积分 之 和 ,并 按 同 一 规则 避 开 了 其 中 的 所 有 极 
点 .这 一 事实 表明 ,在 内 和 yir 的 级 数 表 式 中 ,必须 按 同 样 的 规则 避 开 各 项 中 的 


d kd 天 


中 这 种 过 程 的 一 个 例子 是 ,一 个 电子 和 一 个 静止 重 核 相 磁 并 辐射 一 个 光子 ,从 而 改变 了 它 的 能 量 


和 运动 方向 . 微 扰 V 就 是 电子 和 辐射 场 的 作用 , 核 库仑 场 就 是 wl*， 和 w-) 借以 定义 的 场 U( 见 卷 4, $90 
和 $93). 另 一 个 例子 是 电子 和 一 个 原子 碰撞 ,同时 伴随 着 原子 的 电离 , 见 $ 148, 题 4. 
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优点 :可 是 ,如 果 具 有 这 种 规则 的 波 函 数 是 由 微 扰 论 解 出 的 ,所 得 的 解 的 渐 近 式 
中 必须 包含 出 射 波 (以 及 平面 波 ). 换 句 话说 ,形式 
er J Sb" 
的 零 级 近似 (对 U 而 言 ) 波 函数 必须 分 别 用 波动 方程 的 精确 解 y*') 和 水 人 = 
(wr) “来 代替 . 这 就 证 明了 规则 (136. 13). 
取 ww， 为 末 态 波 函 数 还 能 用 于 从 离散 谱 到 连续 谱 的 跃迁 ,此 时 当然 不 存在 
怎样 选 y; 的 问题 . 


$ 137 全 同 粒 子 的 碰撞 


两 个 全 同 粒子 的 碰撞 需要 作 特 殊 的 考虑 . 粒子 的 全 同性 在 量子 力学 中 导致 
了 两 者 之 间 出 现 一 种 特有 的 交换 作用 . 这 一 点 对 散射 也 有 重要 的 影响 (N. 下 . 
Mott ,1930 ) &. 

双 粒 子 系统 的 轨道 波 函 数 必须 对 这 两 个 粒子 对 称 或 反对 称 ,取决 于 它们 的 
总 月 旋 是 偶数 还 是 奇数 ( 见 8$62). 因此 由 通常 苹 定 刘 方 程 解 出 的 描述 散射 问题 
的 小 函数 也 必须 对 这 两 个 粒子 对 称 化 或 反对 称 化 . 粒子 的 对 换 等 价 于 联结 它们 
的 径 天 的 反 向 .在 质心 为 静止 的 坐标 系 中 ,这 就 意味 着 > 保持 不 变 而 把 9 角 换 成 
T 一 0( 因 而 z=rcos90 变 成 = ,因此 波 郴 数 的 渐 近 表 式 ( 123.3) 必须 改 为 


y =e" te * + ew[/(0) t=) (137. 1) 


由 于 粒子 的 全 同性 ,当然 不 能 说 出 哪个 是 散射 的 哪个 是 被 散射 的 . 在 质心 静 
止 的 坐标 系 中 ,我 们 有 两 个 等 同 的 沿 相反 方向 传播 的 人 射 平面 波 (e* 和 e-*)， 
(137.1) 式 中 的 出 射 球面 波 同时 计 及 了 这 两 个 粒子 的 散射 ,由 此 算出 的 概率 给 
出 了 这 两 个 粒子 中 任 一 个 粒子 散射 到 给 定 do 立体 角 元 内 的 概率 . 散射 截面 等 于 
这 个 流量 和 两 个 人 射 平面 波 中 任意 一 个 平面 波 的 流 密 度 之 比 ,也 就 是 说 和 以 前 
一 样 , 仍 由 (137.1) 式 e“/r 前面 的 系数 的 模 量 平方 所 给 出 . 

由 此 可 见 ,如 果 相 碰 粒 子 的 总 自 旋 为 偶数 ,散射 截面 的 形式 为 


do, = If(0) +f(m -0)1’do, ELIT. 
而 当 总 自 旋 为 奇数 时 , 则 有 
do, = |f(0) -f(T -0)1’do. (197 3) 


十 涉 项 儿 0)f* (Tm -9) +f/*(9)f(m -9) 的 出 现 标志 着 交换 作用 . 如 果 这 两 个 粒 
子 并 不 相同 ,正如 经 典 力学 中 那样 ,两 个 粒子 中 任 一 粒子 散射 到 某 一 给 定 立体 角 
元 do 内 的 概率 ,就 简单 地 等 于 一 个 粒子 偏转 9 角 的 概率 加 上 另 一 个 反 向 运动 粒 
子 侦 转 站 -6 角 的 概率 , 换 句 话说 ,截面 应 该 等 于 


中 在 这 里 我 们 仍 略 去 直接 的 自 旋 - 轨道 作用 . 
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0 
(0) 1? + f(r 0) 1*}do. 
在 低速 极限 情形 下 ,如果 粒子 间 的 相互 作用 随 着 距离 的 增 大 而 训 减 得 足够 
快 ,散射 振幅 就 趋向 于 一 个 和 角度 无 关 的 常数 值 ( $ 132) ,从 (137.3) 式 可 知 ,此 
时 da, 趋 于 零 , 亦 即 只 有 总 自 旋 为 偶数 的 两 个 粒子 相互 散射 
(137.2) ,(137.3) 式 中 已 经 假定 了 这 两 个 相 碰 粒子 的 总 自 旋 具 有 某 一 定 
值 .如 果 这 两 个 粒子 并 不 处 于 确定 的 自 旋 态 ,那么 在 求 截面 时 需要 对 所 有 可 能 的 
自 旋 态 求 平均 ,并 假定 这 些 自 旋 态 都 是 等 概率 的 . $ 62 中 曾经 指出 ,在 双 粒子 系 
统 (每 个 粒子 的 自 旋 为 :) 中 ,总 数 为 (2s + 1)? 个 不 同 的 自 旋 态 中 ,有 s(2s +1) 个 
态 对 应 于 侦 的 总 自 旋 , 有 (s+1) (2s +1) 个 态 对 应 于 奇 的 总 自 旋 (如 果 ; 为 半 整 
数 ) ,或 者 反之 (如 果 ;为 整数 ). 我们 先 假定 粒子 自 旋 s 是 半 整 数 . 此 时 ,两 个 相 
磁 粒 子 的 系统 的 $ 值 为 偶数 的 概率 等 于 s(2s +1)/(2s +1)? =s/(2s +1) ,S 值 
为 奇数 的 概率 等 于 (s +1)/(2s +1). 故 截面 为 
5 s+1 
9s 1 0 
把 (137.2) ,(137.3) 代 入 上 式 ,得 
= {OD + A -0 -a [AO (m0) + 


+f° (0)f(m™ -0)]|do. (137..5) 





dt = der . 二 7 于 


同样 ,对 整数 值 的 s 求 得 
= AO + /m0 + [fAOf (m0) + 


+f"° (9)f(™ -0)]}do. (137.6) 
作为 一 个 例子 ,我们 来 写 出 按 库仑 定律 (U = exr) 作用 的 两 个 电子 的 磁 撞 公 


式 .把 (135. 9) 代 入 s= 二 的 (137. 5) 式 中 ,经 过 简单 计算 后 得 (通常 单位 制 中 ) 


1 1 e- ,1 
= et = 一 ) 、 
do | 】 | 人 ] 0 | pl tan 5 0 | 


sin 人 cos —0 sin’ 了 bcos 一 从 














(L137. 27) 
式 中 采用 电子 质量 m。 代替 折合 质量 m = mu/2. 如 果 粒 子 速 度 很 大 使 得 ez << wv 
(注意 ,这 个 条 件 正好 就 是 库仑 场 的 微 扰 论 适用 条 件 )， 上 式 就 可 以 显著 地 化 简 . 
此 时 第 三 项 中 的 余弦 函数 可 以 用 1 代替 ,我 们 得 
2e” ; 2 438in” 


sin’0 


dp (137. 8) 


在 相反 的 极限 情形 下 ,e >> 屿 ,相应 于 过 渡 到 经 典 力学 ( 见 8$127 未 ). 在 
(137.7) 式 中 ,这 种 过 渡 是 很 特殊 的 . 当 e >> 叶 时 , 方 括号 内 第 三 项 的 余弦 函数 
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是 一 个 急剧 振荡 函数 . 对 每 一 个 给 定 的 9 角 ,(137.7) 式 给 出 的 散射 截面 值 一 般 
讲 来 显著 地 不 同 于 卢 瑟 福 散 射 的 值 .但 是 ,即使 对 一 个 很 窄 范围 内 的 9 值 平均 以 
后 ,(137.7) 式 中 的 振荡 项 等 于 零 , 我 们 就 得 到 经 典 公式 . 
上 述 所 有 截面 公式 ,都 是 对 质心 静止 的 坐标 系 而 言 的 . 把 它 变换 到 碰撞 前 一 
个 粒子 为 静止 的 坐标 系 中 ,只 需 把 式 中 的 9 改 成 29 就 可 以 了 [根据 (123.2)]. 
因而 ,对 于 两 个 电子 的 碰撞 ,从 (137.7) 式 得 
do = (25;) | Lh 


2 。 4 4Q 
mo sn cos 办 











2 
一 二 | ln tan 他 】 | cos do, (137..9) 
sin 好 cos 


式 中 的 do 是 新 坐标 系 中 的 立体 角 元 . 9 改 成 28 时 ,立体 角 元 do 必须 改 成 
4cos 9do, 因 为 
sin 0d0dp =4cos sin dd doy. 


习 题 


求 自 族 为 了 的 两 个 全 同 粒 子 的 散射 截面 ,它们 具有 给 定 的 自 旋 平均 值 可 和 避 ， 

解 :截面 和 粒子 极 化 的 关系 ,必须 用 正比 于 标量 页. 吏 的 项 来 表 出 .我 们 把 
dc 写成 a+b5,* 5, 的 形式 .对 于 非 极 化 的 粒子 (5 =5, =0), 第 二 项 不 存在 ,并 
按 (137.4) 有 do =a = 于 (do,+3do,) ,如 果 两 个 粒子 在 同一 方向 完全 极 化 (5 


eT 
于 
式 解 出 a 和 6b, 我 们 有 


= 元 (da +3do,) + (do, -do,)5, * 5,. 


) ,该 系统 肯定 处 于 S=1 的 态 中 . 此 时 有 do =a+ 二 5 = di 从 以 上 两 


$138 市 电 粒 子 的 共振 散射 


带电 核 粒子 (例如 质子 和 质子 ) 的 散射 ,除了 短程 的 核 力 外 ,还 有 衰减 缓慢 
的 库仑 作用 . 这 种 情形 下 的 共振 散射 理论 是 按 $133 中 所 述 的 同样 方法 发 展 的 . 
唯一 差别 是 核 力作 用 范围 以 外 (r >> a) 的 波 函 数 不 能 取 自 由 运动 方程 (133. 2) 
之 解 , 必 须 取 库仑 场 中 术 定 读 方 程 的 精确 通 解 . 粒子 的 速度 仍 假定 很 小 ,使 得 ka 
<<1;1/k 和 库仑 制 单位 长 度 a, = 大/(m2Z12se?)(m 是 相 碰 粒子 的 折合 质量 ) 之 
间 的 关系 可 以 任意 0. 


QD 以 下 所 讲 的 理论 来 自 JI. 1. JIagnay 和 有. A. CMoponuHckuit( 1944). 
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对 于 库仑 斥 力 场 中 1!=0 的 运动 , 径 函 数 xX=rR。 的 薛 定 请 方程 为 
it+ (有 已 - 二 )x=0， (138. 1) 


此 处 采用 了 库仑 单位 制 . $ 36 中 曾经 求 出 过 上 式 之 解 ,所 加 的 条 件 是 r=0 处 Xx/r 
为 有 限 .我 们 用 记号 F 代表 这 个 解 , 它 的 形式 是 [ 见 (36.27) 和 (36.28)] 


F, =Ae*krF (一 了 -2ikr | | 





2 (Ta. 
ee -1 
这 个 函数 在 远 距 处 的 渐 近 式 为 
F,~sin (kr -In(2kr) + OK | 
tT 
80 =argT (1 je | 
r 很 小 时 (kr <<1,r <<1) 展 开 式 的 首 项 为 
Fo =Akr(1 +r+.…). (138. 4) 


但 在 目前 ,边界 条 件 已 经 改变 , 波 函 数 在 原点 的 行为 不 再 重要 ,我 们 需要 的 是 
(138.1) 式 的 通 解 , 它 等 于 两 个 独立 解 的 线性 组 合 . 

(138.2) 式 的 合流 超 几 何 函 数 中 的 那些 参量 (?y 值 是 一 个 整数 ,y =2) 属于 
数学 附录 8$ d 之 末 所 讲 的 情形 . 根据 该 处 的 (d.14) 式 ,(138.2) 式 中 的 函数 等 
于 两 项 之 和 ,我 们 把 这 两 项 另行 线性 组 合 后 ,可 得 (138.1) 的 为 一 个 独立 解 .我 
们 取 这 两 项 之 差 作 为 它们 的 线性 组 合 , 即 得 方程 (138. 1 ) 的 第 二 个 独立 解 ( 记 作 
Gu ) ,其 形式 为 出 


4e kr a i i | 
Go =2Im FT rh 2ikr) 人 | (138.5) 
函数 F, 就 是 同一 式 的 实 部 . 远 距 处 的 渐 近 式 为 
Go~eos (tr -In 2hr F608 | ， (138.6) 
对 小 的 yy, 展开 式 的 前 几 项 为 
Gu = 11 +2y[In 2y +2C -1+h(k)] + (138.7) 
式 中 C =0.577… 为 欧 拉 常 数 .h() 代 表 以 下 也 数 : 
h(k) =Rey( -i/k) +ln&, (L388 8) 


”函数 Fo 和 Go( 以 及 10 时 相应 地 定义 的 函数 Fi 和 G,) 分 别称 为 正规 和 非 正规 库仑 函数 . 
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yy(z) =T'(z)AT(z) 是 TT 函数 的 对 数 导 数 儿 
方程 (138.1) 的 通 解 可 写成 以 下 形式 : 


多 = 和 常数 x (Focot 6, + G,)， (138. 9 ) 
式 中 的 cot 5 是 一 个 常数 . 所 选 的 记号 使 得 这 个 解 的 渐 近 式 呈 以 下 形式 : 
x ~sin (hr -Tln(2k7) + | ， (138. 10 ) 


因此 5 就 是 由 短程 力 引起 的 波 函 数 的 附加 相位 . 我 们 必须 把 它 和 边界 条 件 [x'/ 
XJ,o = 第 数 中 出 现 的 常数 联系 起 来 ,这 个 边界 条 件 是 用 来 代替 核 力 作用 范围 内 
的 小 函 数 处 理 的 .由 于 对 数 导 数 Y MX 当 7 一 0 时 具有 对 数 发 散 性 ,这 个 边界 条 件 
现在 不 能 取 在 r=0 处 ,而 只 能 取 在 某 一 任意 小 的 但 为 有 限 值 的 r=p 点 处 .应 用 
(138.4) 和 (138.7) 式 算出 XxX'(p)AX(p) 后 令 它 等 于 一 个 常数 , 即 得 以 下 形式 的 边 
界 条 件 : 

kA cot 6,。+2[1n 2p +2C +h(k)] = 常数 . 
式 左 含有 与 上 无 关 的 常数 2ln 2p 和 4C, 把 它们 并 入 式 右 的 常数 内 ,然后 把 这 个 
常数 记 作 - k, 在 普通 单位 制 中 ,cot 6 的 最 后 表 式 为 


oh Bs i sy Te ed (138.11) 
0 一 c By C 


取 极 限 1MXa. 一 0 ,也 就 是 对 不 带电 粒子 ,(138. 11) 式 变 成 关系 式 cot 6。 = - kt， 
亦 即 (133.6) 式 . 
图 49 给 出 了 函数 h(x%) 的 一 个 图 形 包 . 
由 此 可 见 , 当 有 库仑 作用 存在 时 ,这 个 “常数 "为 
2Tcot 60, 


我 们 在 “常数 "一 词 上 加 一 个 引号 ,是 由 于 « 实际 上 是 某 一 与 短程 力 性 质 有 关 的 


2 (138. 12) 
Q, 


QD 通过 展 式 (d.17) 可 从 (138.5) 求 得 展 式 (138.7) ,推导 时 要 用 到 以 下 熟知 公式 : 
yl +z) =y(z) +1/z 
(上 式 很 易 从 T(z+1) =zT(z) 以 及 yw(1) = -C,y(2) = -C+1l1 导出 ). 
包 计算 h(k) 函数 可 利用 公式 
bm 
h(k) = 天 必 i C+lnk 


上 式 很 易 用 下 式 得 到 : 


1 ~ ] 
WS Se n(n +2z) 


见 Whittaker,，watson，Course of Modern Analysis ，Cambridge，1944 ，8$ 12.16.h(k) 函数 的 极限 表 式 为 
Ek<<l1, h(Ek) sk /12, 
k>>1, h(k) = -C+lnk+1.2/k; 
后 一 式 给 出 的 h(k) 值 精确 到 4% 以 内 ,直到 >2.5. 
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函数 按 小 量 ka 的 窘 展开 后 所 得 的 首 项 . 正如 
$ 133 中 指出 的 ,低能 共振 相当 于 常数 «x 特别 小 
的 情形 . 因而 ,为 了 改进 精确 度 ,我 们 必须 计 及 这 
个 展 式 中 的 下 一 项 ( ~ 大 ) ,该 项 中 含有 一 个 数量 
级 “正常 ”的 系数 ,也 就 是 必须 把 (138. 12 ) 式 中 的 
-K 改 成 


1 
Rs + Tok DD. 
正如 $133 所 说 ,共振 的 存在 来 自 该 系统 的 
一 个 真 的 或 虚 的 束缚 态 . 可 以 证 明 包 ,判断 真能 级 
或 虚 能 级 的 判 据 仍然 是 常数 k 的 符号 





根据 (138. 10) , 波 函 数 的 总 相 移 为 58” +6.. 图 49 
因而 散射 振幅 为 
f(0) -元 (21+1)JTex#ero _1]P,(cos 6), (138.13) 
方 括号 内 的 差 可 以 写成 
GD Ta I ey) (138. 14) 


库仑 相 移 6i“ 对 所 有 的 1 散射 振幅 给 出 数量 级 相同 的 贡献 . 相 移 5, 和 短程 力 有 
关 , 低 能 时 1 关 0 的 6, 很 小 . 因此 ,把 (138. 14) 代 入 (138. 13) 时 ,每 个 求 和 项 中 保 
留 (138. 14) 式 的 第 一 项 , 求 和 后 即 得 库仑 散射 振幅 (135.9) 
fse (0) = -| -In sin 0 +2i88 | [了 
2a.k’ sin” 了 0 " 


(138. 14) 式 中 第 二 个 括号 只 保留 1=0 的 项 . 因而 总 散射 振幅 为 
f(0) =fee (0) + (ew Da (138. 16) 


上 式 中 的 第 二 项 可 以 称 为 核 散 射 振幅 . 但 应 强调 指出 ,这 种 划分 具有 任意 
性 :鉴于 (138. 11) 中 6 的 定义 ,库仑 作用 的 存在 对 6。 这 一 项 也 有 相当 大 的 影 
响 ,这 与 不 带电 粒子 短程 力 的 相应 项 很 不 一 样 . 特别 是 ha. 一 0 时 , 相 移 8 以 及 
(138. 16) 式 中 的 第 二 项 按 e “的 规律 指数 式 地 趋 于 零 . 也 就 是 说 , 核 散 射 整 
个 地 被 库仑 斥 力 掩盖 挥 . 


I， 对 并 守 质子 散射 ,常数 a =1/ko 而 ro 的 值 为 a= -7.8x 10™ ems =2.8x10-3em( 库仑 制 
长 度 单位 为 2 及 /m,e” =57.6 x 10 -cm). 这 些 值 是 对 自 旋 反 平行 的 一 对 质子 而 言 的 :根据 泡 利 原理 , 自 旋 


平行 的 双 质 子 系统 不 能 处 于 s 态 . 
@) 见 AI. JanBsay, HA. CMmoponuHckuit, RI3TO®,14,269 ,1944. 
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敬 喘 截面 中 ,这 两 部 分 振幅 是 相干 的 : 


nor- | 








2mv” sin ( 6/2) | 
4ka. . 和 
a peos| pe Sin p +6, | +4(ka. ) sin a| 时 性 L712 


上 式 假定 了 相 碰 粒子 是 不 同 的 ,对 同类 粒子 ,散射 振幅 在 取 平 方 之 前 必须 先 对 称 
化 (参考 $ 137). 


$ 139 快 电 子 和 原子 的 弹性 碰撞 


快 电子 和 原子 的 弹性 碰撞 可 以 用 玻 恩 近似 处 理 . 只 要 入 射电 子 的 速度 远大 
于 原子 中 的 电子 速度 即 可 . 

由 于 电子 和 原子 的 质量 差别 很 大 ,后 者 在 碰撞 中 可 以 认为 是 不 动 的 ,质心 为 
静止 的 坐标 系 就 和 原子 为 静止 的 坐标 系 重合 . 此 时 (126.7) 式 中 的 p 和 p' 就 代 
表 碰 撞 前 后 的 电子 动量 ,m 为 电子 质量 ,9 角 就 是 电子 偏转 角 录 . (126.7) 式 中 的 
势能 U(r) 需要 适当 地 定义 . 

$ 126 中 ,我 们 计算 了 相对 于 碰撞 前 后 自由 粒子 波 函 数 而 言 的 相互 作用 能 
的 矩阵 元 VU,,. 在 和 原子 碰撞 时 ,还 应 计 及 描述 原子 内 部 状态 的 波 函 数 . 弹性 碰 
撞 中 ,原子 态 保 持 不 变 . 因此 UV,, 仍 可 作为 由 电子 波 函 数 yw, 和 如 ,所 确定 的 矩阵 
元 , 它 对 原子 波 函 数 而 言 是 对 角 的 . 换 句 话说 ,(126.7) 式 中 的 U(r) 应 该 取 作 对 
原子 波 果 数 平均 以 后 的 电子 和 原子 间 的 相互 作用 势能 . 它 等 于 ep (7) ,其 中 的 
p(r) 是 原子 中 的 平均 电荷 分 布 在 > 点 产生 的 势 . 

我 们 用 p(7) 代表 原子 中 的 电荷 密度 分 布 , 对 势 w 而 言 ,我们 有 以 下 泊 松 
方程 

Vp = -47p(7). 
所 求 的 矩阵 元 UV 基本 上 就 是 U 的 ( 即 9 的) 健 里 叶 分 量 ( 对 应 于 波 和 撩 gq = 大 -大 
的 传 里 叶 分 量 ). 把 泊 松 方程 分 别 应 用 于 每 一 个 健 里 叶 分 量 ,我 们 有 
Vl -gpve? = -4Tpve 7 ， 


故 
py =4mps/g ， 
尔 即 
Je-ray= 和 Joe rd (139. 1) 
qd 


电 答 密度 pCr) 由 电子 电荷 和 核电 和 荷 所 组 成 : 
p= -en(r) +Zed(r), 
式 中 en(r) 是 原子 中 的 电子 电荷 密度 . 乘 以 e “并 积分 得 
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|oe ”dy= -| nme” "AV 2 
由 此 得 我 们 所 关心 的 积分 式 
| We re [sy], (139. 2) 





式 中 的 f(g) 由 下 式 定 义 : 
F(q) = [ne “dy (139.3) 


并 称 为 原子 形状 因子 . 它 是 散射 角 和 入 射电 子 速度 的 函数 . 
最 后 ,把 (139.2) 代 入 (126.7) 式 ,得 快 电子 被 原子 弹性 散射 的 截面 公式 由 : 


[2Z2=F(gq) do， = in 了 (139.4) 


我 们 来 考虑 ga。<< 1 的 极限 情形 ,a。 具 有 原子 半径 的 数量 级 . 小 的 散射 角 对 
应 于 小 的 9:9 <<vo/v, 其 中 v6 ~ /mao 为 原子 中 电子 速度 的 数量 级 . 


我 们 把 F(g) 展 成 g 的 宕 级 数 . 零 级 项 为 | na, 它 是 原子 中 的 电子 总 数 区 





和 入 三 


一 级 项 和 [raCr) av 成 正比 ,也 就 是 原子 偶 极 矩 的 平均 值 ; 它 恒 等 于 零 ( 见 
$75). 因此 必须 继续 展开 至 二 级 项 ,得 到 

Z-F(g) = | ar 
代入 (139.4) 后 得 
10e m 广 dT 
me | 


d= do. 和 








由 此 可 见 ,在 小 角度 范围 内 ,截面 与 散射 角 无 关 , 并 由 原子 中 电子 距离 原子 核 的 
均 方 距离 所 给 定 . : 

在 大 g(ga。>>1, 即 妖 >>wv/v) 的 相反 极限 情形 下 ,(139.3) 被 积 函 数 中 的 
e ”因子 是 一 个 急剧 振荡 函数 ,因而 整个 积分 接近 于 零 . 和 2 相 比 我 们 就 可 以 
略 去 FR(g), 故 








(139.6) 


2 
2my 


do = | Ze ] 名 


也 就 是 说 ,我 们 得 到 原子 核 处 的 卢 瑟 福 散射 . 


中 ”我 们 略 去 了 进行 散射 的 快 电子 和 原子 中 电子 间 的 交换 作用 ,也 就 是 没有 把 该 系统 的 波 函 数 对 称 
化 .这 种 做 法 的 合理 性 是 明显 的 :在 “交换 积分 "中 ,自由 粒子 的 急剧 振荡 波 函 数 与 原子 中 电子 波 函 数 之 间 
的 干涉 效应 ,对 散射 振幅 的 贡献 是 很 小 的 . 
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我 们 也 能 计算 输 运 截面 
ou= | (1-eos 0) do. (139.7) 


根据 (139.5) 式 ,在 妇 <<v/v 的 角度 范围 内 ,我 们 有 do = 常数 x sin 98d8 = 常数 
x 要 0, 式 中 的 常数 与 要 无 关 . 因此 在 这 个 范围 内 ,上 式 积分 中 的 被 积 函 数 和 人 b 
成 正比 , 故 在 积分 的 下 限 很 快 地 收敛 . 在 1 >> >> wo 的 范围 内 ,我 们 有 do = 
常数 x dy《Ly ;被 积 函数 与 1X8 成 正比 ,积分 (139.7) 对 数 性 发 散 . 由 此 可 见 ,这 
个 角度 范围 在 积分 中 起 着 主要 作用 ,我 们 只 需 对 这 个 范围 积分 . 积分 的 下 限 必须 
取 v/v 的 数量 级 ;我 们 把 它 写 成 /yo 形式 ,y 是 一 个 无 量 纲 常数 . 结果 得 下 列 


A 





2 
e 


前 数 y 的 精确 计算 需要 考虑 妇 >v/v 的 散射 ,无 法 表 成 一 般 形式 . o 很 少 依赖 于 
这 个 毅 数 的 选择 ,因为 它 只 出 现在 对 数 之 内 ,而且 还 乘 上 了 一 个 很 大 的 量 知 ve2. 

为 了 对 重 原子 的 形状 因子 进行 数值 计算 ,我 们 可 以 采用 托马斯 - 费 米 分 布 
的 密度 n(7r). 我 们 知道 ,托马斯 - 费 米 模型 中 的 n(r) 具 有 以 下 形式 : 





"(7) =2 区 -| 


此 式 及 以 后 各 式 中 所 有 的 量 都 用 原子 单位 量度 . 很 易 看 出 ,用 这 个 函数 n(r) 计 
算 积 分 式 (139.3) 时 ,4 只 包含 在 组 合 4Z7- 中， 
FE(aq) 二 2 (139.9) 
作为 参考 , 表 11 给 出 了 函数 wp(x) 的 值 , 它 对 所 有 的 原子 都 成 立 @ 〇 . 
表 11 托马斯 - 费 米 模型 的 原子 形状 因子 





中 必须 注意 ,这 个 式 子 对 小 的 9 不 能 应 用 ,因为 此 时 nr? 的 积分 实际 上 不 能 用 托马斯 - 费 米 模型 计 
算 ( 见 $113 的 第 3 个 注 ). 还 须 指出 ,托马斯 - 费 米 模型 并 不 代表 原子 的 个 别 性 质 以 及 它们 随 原 子 序 的 
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根据 (139.9 ) 的 原子 形状 因子 ,截面 (139.4) 将 呈 以 下 形式 : 
do i -wow(bgZ “ )] do =2° 8 2 vsin 39)do, C139 10) 
q 
其 中 的 B(x) 是 一 个 对 所 有 原子 都 成 立 的 新 函数 . 总 截面 可 经 积分 获得 . 由 于 小 


的 她 角 范围 在 这 个 积分 中 起 主要 作用 ,因此 可 以 写成 
do~=Z DB(Z 9/2)270dd, 


并 把 对 妇 的 积分 延伸 至 无 穷 大 : 
eM BZ 08/2) 9d = xD (x) dx, 
0 DV 0 


因此 o 的 形式 为 
0o = 常数 x2 /vi. (139.11) 
同样 ,很 易 证 明 ,(139. 8 ) 式 中 的 y 常数 将 与 Z-“ 成 正比 . 
习 题 


计算 快 电子 对 基态 所 原子 的 弹性 散射 截面 . 

解 : 气 原子 基态 波 函 数 为 (采用 原子 单位 ) 几 =e /YT, 故 n=e /7. 
(139.3) 中 对 角度 的 积分 与 推导 (126. 12) 式 时 相同 . 我 们 有 
1 


r= | Wn(F)sin gr * rdr = 3 
d .0 下 
Dei 


代入 (139.4) 中 得 
_4(8+g ) 


d 
eo 


do ， 


其 中 g =2vsin 本 令 do =2Tsin dz = (2m/v )gdg 并 对 gq 从 0 到 2v 积分 ,可 算 


出 总 截面 ;由 于 假定 ov 很 大 而 且 积 分 收 人 钙 , 积 分 上 限 可 用 无 穷 大 代 兰 ,结果 为 
1 


GO = 
39 
输 运 截面 按 下 式 计 算 : 
a 
ou.=77)9 do. 
改换 积分 变量 , 令 以 =4+g , 除 du/u 这 一 项 外 积分 上 限 均 取 无 穷 大 ,我 们 得 
Cr = +] 
ey 12 
与 (139.8) 式 一 致 . 
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$140 具有 自 旋 轨道 作用 的 散射 


迄今 为 止 ,我 们 只 研究 了 粒子 间 相 互 作 用 与 其 自 旋 无 关 的 碰撞 . 在 这 些 条 件 
下 , 目 旋 或 者 对 散射 过 程 根 本 没有 影响 ,或 者 由 于 交换 效应 而 只 有 间接 影响 
(S137), 

现在 来 猎 究 把 § 123 中 给 出 的 散射 理论 推广 到 粒子 间 相 互 作用 明显 依赖 于 
目 旋 的 情形 ,这 正 是 核 粒 子 的 碰撞 中 所 发 生 的 . 


我 们 将 详细 讨论 最 简单 的 情形 ,其 中 一 个 相 碰 粒 子 的 自 旋 为 了 (为 确定 起 
见 ,把 它 取 作 入 射 粒 子 ) , 另 一 个 ( 靶 粒 子 ) 的 自 旋 为 堆 
对 系统 的 一 个 给 定 角 动量 j( 半 整数 ) ,轨道 角 动 量 只 能 有 1=j + 二 两 个 值 ， 


它们 对 应 于 宇 称 不 同 的 态 . 因此 在 这 种 情形 下 ,轨道 角 动 量 绝 对 值 的 守恒 来 自 j 
和 军 称 的 守恒 . 


算 符 f(§ 125 ) 现在 不 但 作用 在 系统 波 函 数 的 轨道 变量 上 ,而 且 也 作用 在 它 
的 自 旋 变量 上 . 它 应 该 和 守恒 量 了 对 易 . 这 种 算 符 的 最 一 般 形式 为 
f=6+bl.$, (140. 1) 
其 中 的 6 和 尹 是 轨道 算 符 ,只 和 已 有关. 


5 矩阵 ,从 而 还 有 算 符 f 的 矩阵 ,对 于 守恒 量 1 和 j( 以 及 总 角 动 量 的 分 量 m) 
具有 和 定 值 的 状态 波 函 数 而 言 是 对 角 的 ,而 且 对 角 元 可 以 通过 (123. 15 ) 式 用 波 函 


数 的 相位 8 表达 出 来. 对 于 给 定 的 1 和 给 定 的 总 角 动量 j=1+ 广 或 1- 广 ,1.s 的 


本 征 值 分 别 为 了 和 - (1+1)Z2[ 见 (118.5)]. 因 此 ,确定 算 符 & 和 8 的 对 角 和 矩阵 
元 ( 记 作 a, 和 刀 ) 时 ,我 们 有 关系 式 


(140. 2) 
攻 
式 中 的 相位 6” 和 5656， 分 别 对 应 于 =1+ 和 7 = 1 了 工 的 态 . 
但 是 ,我 们 感 兴趣 的 并 不 在 于 算 符 f 相对 于 给 定 1 和 j 的 态 而 言 的 那些 对 角 


元 本 号 ,而 在 于 作为 人 射 波 方向 和 散射 波 方向 的 函数 的 散射 振幅 . 这 个 振幅 仍然 
是 一 个 算 符 ,但 这 只 是 针对 自 旋 变量 的 ,是 对 自 旋 分 量 e 并 不 对 角 的 一 个 算 符 . 


本 节 以 后 用 记号 f 代表 这 个 算 符 . 
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为 了 导出 这 个 算 符 ,我们 必须 把 算 符 (140. 1) 作 用 在 对 应 于 入 射 平面 波 ( 沿 
z 轴 ) 的 函数 (125.17) 上 . 因而 


f= ' (21+1)(a,+bl. §)P,(cos 0), (140.3) 


式 中 还 应 算出 算 符 1 .8$ 作用 在 P,(cos 9) 函数 上 的 结果 . 它 的 做 法 是 , 先 写 出 下 
式 [ 见 (29. 11)] 


?= (3 Te 
再 应 用 算 符 1 的 矩阵 元 公式 (27. 12) ,或 者 更 简单 地 应 用 算 符 表 式 (26. 14)， 
(26. 15 ) 结 果 得 
1 sP,( cos 0) = 这 .SP,(cos 0), 
式 中 的 P, 是 连带 勒 让 德 多 项 式 ,v 是 一 个 垂直 于 散射 平面 的 沿 n xn' 方 向 的 单 
位 矢量 [n 是 人 射 (z 轴 ) 方 向 ,n' 是 由 球 极 角 9,p 所 定义 的 散射 方向 ]. 
由 (140.2) 式 求 出 a, 和 4b, 后 代入 (140.3) 式 中 ,最 后 可 得 
f=A+2By.s, (140. 4) 
A = a [EE 1 = 1 1 lIP (oody, 
_ (140. 3 ) 
B = > (e — ei)Pl (cos 0). 
这 个 算 符 的 矩阵 元 所 给 出 的 散射 振幅 , 它 的 初 未 态 具 有 确定 的 自 旋 投 影 值 
o 和 .我 们 来 考虑 对 所 有 可 能 的 o' 值 求 和 ,并 对 初 态 中 (人 射 束 中 ) 各 种 不 同 
0 的 概率 求 平均 以 后 的 截面 . 这 样 的 截面 由 下 式 给 出 : 
do = (f*f) ,do; (140. 6) 
乘积 /*f 取 对 角 和 矩阵 元 相当 于 对 末 态 求 和 @, 横 线 则 代表 对 初 态 求 平均 . 如 果 初 
态 中 所 有 的 自 旋 方向 都 是 等 概率 的 ,这 个 平均 就 可 以 化 成 取 和 矩阵 的 阵 迹 除 以 自 
旋 分 量 o 的 可 能 值 的 个 数 : 
do =7t(f*/) do (140.7) 


@ 设 Iho,1 为 某 一 算 符 的 0-—n 跃迁 矩阵 元 的 模 量 平方 ,对 末 态 n 求 和 后 ,我 们 有 
RR Wo ts 


为 避免 误解 ,我 们 必须 指出 ,(140.6) 中 的 * 号 代表 f( 自 旋 的 算 符 ) 的 厄 米 共 轿 ,并 不 是 n 和 nn' 的 转 
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把 (140.4) 代 入 (140.6) 后 ,(v.s)* 的 平均 值 可 按 字 vs* = 地 s(s +1) = 才 


算出 ,结果 得 
do 
do 


式 中 的 P=25 A 它 的 定义 是 初 态 中 的 自 旋 平均 值 和 其 最 
大 可 能 值 (3 | 之 纪 在 自 旋 为 本 情形 下 ,矢量 5 完全 描述 了 自 旋 态 (§ 59). 


i 
(140. 8) 中 的 最 后 一 项 vw. P 了 不 但 和 极 角 96 有关 而 且 和 矢量 n" 相 对 于 n 的 方位 
角 pp 有关 ( 如 果 极 化 不 垂直 于 v, 则 vw: Pz0). 


=1A|l” +1BI” +2Re(AB* )v* PP, (140.8) 


散射 粒子 的 极 化 度 可 从 下 式 算 出 : 
p' = oe (140.9) 
CE hs 
如 果 初 态 是 非 极 化 的 (已 =0) ,经 简单 计算 给 出 
i (140. 10) 
全民 二 要 全 


可 见 一 般 讲 来 ,散射 会 导致 垂直 于 散射 平面 的 极 化 . 可 是 ,这 种 效应 
中 并 不 存在 :如 果 所 有 的 相位 6 都 很 小 ,系数 4 在 相 移 的 一 级 近似 下 是 一 
量 , 而 B 是 一 个 纯 虚 量 , 故 
Re(4B ) =0. 
(140. 10) 的 极 化 P' 沿 着 vv 方向 这 一 点 是 显然 的 :P' 是 一 个 轴 和 天 量 ,而 vw 是 


现 有 的 极 矢量 n 和 n' 所 能 组 成 的 唯一 的 轴 矢 量 . 因此 很 明显 , 自 施 为 的 非 极 


化 粒子 束 ,被 自 旋 为 任意 的 (不 一 定 为 零 ) 原子 核 所 组 成 的 非 极 化 靶 册 散射 时 , 散 
射 粒子 的 极 化 也 将 具有 这 个 性 质 . 

表述 散射 的 倒 易 定理 时 应 该 记得 ,时 间 反 演 不 但 使 动量 变 号 而 且 还 使 角 动 
量变 号 ,因此 在 具有 自 旋 的 情形 下 ,散射 的 时 间 反 演 对 称 性 必须 表现 为 下 述 两 个 
过 程 的 振幅 相等 ,这 两 个 过 程 的 差别 不 只 是 初 末 态 的 对 调 以 及 运动 方向 的 反 号 ， 
而 且 还 有 这 两 个 态 中 粒子 自 旋 分 量 的 反 号 . 此 外 ,这 两 个 振幅 的 符号 有 可 能 不 
同 ,因为 根据 (60. 3) 式 ,时 间 反 演 会 在 自 旋 波 函 数 中 引进 一 个 ( -1) “因子 . 续 


@D 这 里 指 的 是 自 旋 方向 完全 任意 分 布 的 靶 . 记得 * > 了 时, 自 旋 矢 量 的 平均 值 并 不 完全 确定 自 旋 
态 , 当 这 个 平均 值 等 于 零 时 不 一 定 意味 着 自 施 的 完全 无 序 . 
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果 使 倒 易 定 理 表 成 以 下 形式 由: 
Fwy sy RR ,1 ) 
= =1) HN = = 0. -0,—0,,—n), {140 计生》 


式 中 的 f(a ,0o,,n;o',0',,n') 是 使 碰撞 粒子 的 自 旋 分 量 由 oc ,o, 变 到 og',o， 
的 散射 振幅 . 指数 中 的 求 和 是 取 遍 散射 前 后 的 粒子 . 

玻 恩 近似 中 ,散射 具有 进一步 的 对 称 性 , 初 末 态 对 调 但 粒子 动量 和 自 旋 分 量 
不 像 时 间 反 演 那 样 变 号 的 两 个 过 程 ,它们 的 概率 相同 ( 见 §$ 126). 把 这 个 性 质 和 
倒 吻 定理 联合 起 来 ,我 们 发现 ,散射 对 动量 和 自 旋 分 量 的 全 部 反 号 (但 不 对 调 ) 
具有 对 称 性 . 从 而 很 易 得 出 结论 ,在 玻 恩 近似 中 ,任何 非 极 化 粒子 束 对 非 极 化 靶 
的 散射 不 会 有 极 化 效应 . 因为 在 上 述 变 换 下 ， din P 变 号 ,应 该 和 P 同 向 的 


单位 矢量 kxk' 却 不 变 号 . 由 此 可 知 , 上 述 自 旋 为 二 的 粒子 对 零 目 放 粒 子 散 射 的 


有 关 性 质 ,实际 上 是 一 个 普遍 性 质 . 
og 角 分 布 的 一 般 公 式 极为 复杂 ,我们 不 在 这 里 推 
导 , 只 是 计算 一 下 确定 这 种 角 分 布 所 需 的 参量 数 . 


前 面 考虑 过 自 旋 为 二 和 0 的 两 个 粒子 的 碰撞 情形 , 它 具有 这 样 的 性 质 , 当 j 


和 宇 称 给 定 以 后 ,此 双 粒 子 系统 只 能 有 一 个 态 ( 不 计 总 角 动 量 空间 取向 这 一 

重要 的 方面 ). 每 一 个 这 样 的 态 在 散射 振幅 中 导致 一 个 实 参量 (相位 6). 对 于 其 
它 的 目 旋 ,一 般 讲 来 会 有 几 个 不 同 的 态 具 有 相同 的 总 角 动 量 /和 相同 的 宇 称 ,这 
些 态 由 总 目 旋 S$S 和 粒子 间 的 相对 运动 轨道 角 动 量 1 的 数值 相 区 别 . 假定 这 些 态 


的 数目 为 ,很 易 看 出 ,每 一 组 这 样 的 态 在 散射 振幅 中 提供 了 n(n+1) 个 实 参量 


这 是 因为 ,对 这 组 态 而 言 ,S 和 矩阵 是 一 个 具有 么 正 对 称 性 的 矩阵 (由 于 倒 易 定 
理 ) , 它 有 xz 个 复 矩 阵 元 . 这 个 矩阵 中 的 独立 参量 数 是 很 易 算出 的 ,只 要 注意 


到 ,如果 把 算 符 $ 写 成 $ =exp(iR) 的 形式 , 当 R 为 任 一 厄 米 算 符 时 ,$ 的 么 正 性 就 
自动 得 到 满足 [ 见 (12. 13)]. 如 果 5 是 对 称 的 , 则 和 矩阵 也 是 ,但 R 是 厄 米 的 , 故 
它 必 是 实 的 ,而 一 个 实 对 称 矩 阵 具 有 -ma n+1) 个 独立 分 量 . 

以 自 旋 为 二 的 两 个 粒子 为 例 , 数 n=2,J 给 定 后 共有 四 个 态 :两 个 态 的 1=J， 
a 态 的 1=J+1,S =1. 显然 ,其 中 两 个 是 偶 态 (1 偶数 ) 


四 ”此 式 的 推导 类 似 于 (125. 12) .入射 波 和 出 射 波 的 振幅 中 必须 含有 自 旋 因 子 , (125. 10) 式 应 改 为 
条 件 及 -18 玉 = 8$ ,其 中 算 符 玉 不 但 进行 反 演 而 且 还 按 (60. 3) 式 改变 自 旋 态 . 
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ws 
两 个 自 旋 为 的 粒子 的 散射 振幅 ,作为 和 这 两 个 粒子 的 自 旋 变 量 有 关 的 一 


PPR pt tt 
出 它 的 一 般 表 式 . 为 了 构造 出 这 个 表 式 ,我 们 一 共 We ny Si 
和 8， 以 及 两 个 普通 ( 极 ) 矢 量 n 和 n' 可 供 我 们 支配 . 每 个 % 和 s, 算 符 在 振幅 中 
一 定 呈 线性 ,因为 自 旋 为 的 算 符 的 任意 函数 总 能 化 成 线性 函数 . 满足 这 些 条 件 
的 算 符 的 最 普遍 的 形式 可 以 写成 
f=A+B(S, :A)(S§, :A) +C(8 :pp) ($1)+ 

+D(S, :wv)(S, "Vv) +E(S, +8,) "vv+F(s,-s,) vy. (140. 12) 
系数 4,B,… 都 是 些 标 量 ,它们 仅 和 标量 n: 到 有 关 , 亦 即 和 散射 角 9( 以 及 和 能 
量 ) 有 关 ;A,n ,rv 分 别 为 沿 n+n',n 一 n' 和 nxn' 方 向 的 三 个 相互 王 直 的 单位 矢 
量 . 时 间 反 演 操 作 相 当 于 作 以 下 变换 : 

Si 一 一 Si， Sm -5, 7 一 一 1 ， 7 一 一 1 
从 而 有 
让 一 一 由 Ms VS 

算 符 (140. 12 ) 的 不 变性 很 明显 . 

核子 (质子 和 中 子 ) 的 相互 散射 中 ,(140. 12) 的 最 后 一 项 并 不 出 现 . 这 是 因 
为 核子 间 的 核 力 不 改变 系统 的 总 自 旋 值 5, ,可 是 算 符 8 -$, 并 不 和 S$? 对 易 ( 根 
据 (117.4) 式 ,(140. 12) 中 其 余 项 可 用 总 自 旋 算 符 $ 表 出 ,因此 和 算 符 8” 对 易 ). 
同类 核子 (pp 或 mn) 的 散射 中 ,系数 4,B,… 作 为 散射 角 的 函数 还 满足 某 些 对 称 
关系 ,这 是 两 个 粒子 全 同 的 结果 ( 见 题 2). 


习 题 
1. 自 旋 为 了 的 粒子 被 自 旋 为 零 的 粒子 所 散射 ,如 果 散 射 前 极 化 不 等 于 零 ， 


求 散 射 后 的 极 化 . 
解 :计算 (140.9) 式 时 最 好 取 其 分 量 式 , 令 z 轴 沿 双 方向 . 结果 为 
(141* -1BI*)P+2|IBI’y(v . P) +2Im(AB'* )v xP +2vRe(AB" 
14l* +1B|I” +2Re(AB* )v:P 

2. 试 求 两 个 相同 核子 的 散射 振幅 中 系数 (作为 8 角 的 了 苑 数 ) 所 应 满足 的 对 
称 条 件 (R. Oehme ,1955 ) . 

解 : 我 们 把 (140. 12 ) 中 的 各 项 重新 分 组 ,使 得 每 组 仅 当 双核 子 系统 的 态 为 
单 态 (S=0) 或 三 重 态 (S=1) 时 才 不 为 零 : 


”= 
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六 =o( | +6[ 。 训 v3 to[ + (六 (8, :zx)] + 
+d[ (Sn)(S mn) + n(n)] +e( 人 上 全) :yr. 全 本 
应 用 (117.4) 式 ,很 易 看 出 第 一 项 仅 当 $=0 时 才 不 等 于 零 ,其余 项 仅 当 $ =1 时 
才 不 等 于 零 . 由 于 粒子 的 全 同性 ,散射 振幅 对 粒子 坐标 的 交换 当 S =0 时 必须 是 
对 称 的 ,S =1 时 必须 是 反对 称 的 . 这 种 变换 等 价 于 6 一 站 -8, 或 者 是 把 失 量 寻 和 
n" 中 的 一 个 变 号 (参考 §137). 根 据 这 些 条 件 , 我 们 得 到 以 下 关系 : 

a(T-0)=a(0), b(mT-0)= -4b(0), c(m-0)= —-c(0), 

d(T -0)=d(0), el(mT -0) =e(0). | 

由 于 同位 旋 守 恒 ,nn 和 pp 散射 以 及 同位 旋 态 T=1 的 np 散射 具有 相同 的 

散射 振幅 .但 对 np 系统 还 可 有 T=0 的 态 ,因此 np 散射 振幅 要 用 不 同 于 (1) 式 
的 系数 a,b,… 来 描写 ,这 些 系数 并 不 具备 (2) 式 的 对 称 性 质 . 


$141 雷 杰 极点 


在 $ 128 中 ,我 们 把 散射 振幅 看 作 粒 子 能 量 E 的 复 变 函 数 研究 了 它 的 解析 
性 质 ,轨道 角 动 量 1 作为 一 个 参量 具有 实 的 整数 值 . 如 果 现 在 针对 实 的 能 量 值 E 
把 7 看 作 一 个 连续 的 复 变量 ,那么 从 方法 论 意义 上 来 看 ,散射 振幅 将 会 进一步 叶 
现 一 些 十 分 重要 的 性 质 Q@. 

和 $128 一 样 ,我 们 取 具 有 以 下 渐 近 式 的 径 向 波 函 数 : 

wy =Th, -A(1,B)exp| 人 +B(1,E)exp| 全 二 er， (141.1) 


(2) 


这 些 函 数 是 杖 定语 方程 (32. 8) 之 解 ( 式 中 的 1 现在 看 作 复 变 量 ) ,同时 ,我 们 按 
以 下 条 件 从 两 个 独立 解 中 选择 一 个 : 
当 r 一 0 时 ， RR, 二 常数 xr.. (141. 2) 
可 以 立刻 看 出 ,这 个 条 件 对 参量 1 的 允许 值 给 予 了 一 定 的 限制 . 实际 上 ,r 很 
小 时 ,(32. 8) 式 之 解 的 一 般 形式 为 ( 见 §32 未 ) 
Rer +er ". 
为 了 使 第 二 个 解 明 显 区 别 于 第 一 个 解 并 把 它 去 掉 ,r 项 当 盖 *0 时 必须 超过 
项 . 对 于 复 的 1, 这 一 点 导致 Rel > Re( -1 -1) ,或 


Re(1+) >0. (141. 3) 


以 后 我 们 只 考虑 垂直 线 1= - 二 右边 的 那 一 半 ! 复 平面 


QD ”这些 性 质 首先 由 雷 杰 (T. Regge,1958 ) 进行 了 研究 . 
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波 限 数 R(r;l,E) 为 系数 对 1 解析 的 一 个 微分 方程 之 解 , 它 是 1 的 一 个 解析 
限 数 ,在 半 平 面 (141.3) 内 没有 奇 点 . 这 一 点 特别 适用 于 渐 近 式 (141.1) ,因而 郴 
数 A(1,E) 和 B(1,E) 对 1 没有 奇 点 . 可 是 ,在 这 里 已 经 假定 了 rr 一 % 时 (141.1) 中 
的 两 项 都 给 保留 是 合理 的 . 这 一 点 当 E >0 时 总 是 对 的 , 当 E<0 时 ,如 果 场 U(7) 
满足 条 件 (128.6) 或 (128. 13) ,这 一 点 也 是 对 的 . 这 些 论 断 中 重要 的 是 波 函 数 渐 
近 行 为 (对 7) 的 方式 依赖 于 5 而 不 依赖 于 1 因此 它 的 趋 于 这 个 渐 近 式 并 不 受 / 
为 复数 这 一 事实 的 影响 . 

比较 (141. 1) 和 渐 近 式 (128. 15 ) ,我 们 发 现 5S 矩阵 元 呈 以 下 形式 : 
mtA(L, EE) 

B(1,E)’ 
此 式 对 复 的 1 也 成 立 ( 尽 管 “ 相 移 ”6 此 时 不 再 是 实 的 ). 

对 于 实 的 1 和 >0, 了 水 数 4 和 B 有 (128.4) 式 的 关系 :4A(i1,E) =B* (1,E). 

因而 对 复 的 ! 有 


(7 EY =exp|l2id(L EB) | =e (C1441. 省 ) 


A ‘Il 和 
从 而 S(1,E) 满 足 复 么 正 条 件 : 
St EE Rl (141.6) 
由 于 4A(l1,E) 和 B(l,E) 作 为 1 的 函数 没有 奇 点 ,因此 也 数 S(1,E) 以 及 分 波 
振幅 A171,E) 只 在 函数 B(l1,E) 的 和 擒 点 处 具有 奇 扣 (极点 ). 散射 振幅 在 1 复 平面 中 
的 这 些 极点 称 为 雷 杰 极点 . 它们 的 位 置 当 然 依 赖 于 实 参 量 E 的 值 . 确定 极点 位 
置 的 函数 
l=a,(B) 
称 为 雷 杰 轨迹 . 当 E 变动 时 ,极点 在 1 面 内 沿 一 定 的 曲线 运动 . 下 标 i 是 极点 的 
编号 ,以 后 将 略 去 . 
现在 研究 雷 杰 轨迹 的 性 质 , 我 们 先 来 证 明 E<0 时 所 有 的 a(E) 都 是 实 孙 
数 . 为 此 ,我们 考虑 以 下 方程 : 


x + [党 (E -V(r))- 
这 是 1=@a 的 波 函数 所 应 满足 的 方程 . 此 式 乘 x” 并 对 7 积分 (第 一 项 作 分 部 积 
分 ) ,得 到 
[ jy drt (E-U) lyl dr-ala+tl)[ < LP al 


式 中 应 用 了 B=0 时 (确定 雷 杰 极点 的 条 件 ) 波 函数 在 ”一 = 过 程 中 指数 窗 沽 的 
事实 ,所 以 各 个 积分 都 是 收敛 的 .上 式 前 两 项 是 实 的 ,所 以 最 后 一 项 的 积分 也 是 
实 的 . 从 而 必须 有 


Imlaw(aw+1l) =Im [a+ =2Re[ a 173)m pe 


et y=0, (141.7) 
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| 


但 是 我 们 考虑 的 只 是 半 平 面 (141. 3) 内 的 极点 ,肯定 地 有 
Re + 二 | >0， 
这 就 给 出 了 所 求 的 结果 : 
Im oa(B) =0 (BH). (141.8) 
其 次 ,我 们 对 (141.7) 式 进行 和 推导 (128. 10) 式 一 样 的 手续 :对 E 微分 后 乘 
以 xX, 减 去 乘 /9E 的 (141.7) 式 ,得 到 以 下 恒等式 . 
‘AX XI] 2m da(a+l) 
ea Wad) | = i 
上 式 对 > 从 0 到 az 积分 ,再 利用 一 *o 时 x->0 的 事实 ,可 证 上 式 第 一 项 的 积分 等 
于 零 , 于 是 有 
Co | Gar = pg (141.9) 
我 们 已 知 a 是 实 的 , 波 函 数 也 是 实 的 ,因而 (141. 9) 中 的 两 个 积分 都 是 正 的 . 故 
] \ da 


d 
了 FPCQ +1) =2(a tr 


又 由 于 w+ 了 >0, 故 得 


da 
E>0 (EB<O0 WT), 


可 见 E<0 时 函数 a(E) 随 E 单调 地 增长 . 

站 数 a(E) 取 “物理 ”" 值 时 ( 即 取 1=0,1,2,… 整 数值 时 ) ,所 得 的 负 E 值 对 应 
于 该 系统 的 离散 能 级 . 我 们 注意 到 ,这 一 点 给 出 了 根据 它们 所 在 的 雷 杰 轨迹 对 束 
缚 态 进行 分 类 的 一 个 新 原则 . 

作为 一 个 例子 ,我 们 考虑 在 库仑 引力 场 中 运动 的 雷 杰 轨迹 . 此 时 散射 矩阵 元 
为 0. 

_T(l+l1 -i/k) 
"TU 

k 用 库仑 单位 . 此 式 的 极点 是 T(l1+1 ik) 的 宗 量 为 负 整 数 或 零 的 那些 点 . 5 <0 


时 k=i -2Ek, 故 


(141. 10) 


1 
二 
其 中 n, =0,1,2,… 是 雷 杰 轨迹 的 编号 . 令 a(E) 等 于 I =0,1,2,… 中 的 一 个 整 
数 ,我 们 得 到 熟知 的 库仑 场 中 离散 能 级 的 玻 尔 公式 . 


a(By = -N14+ E <0, (141. 11) 





帆 参考 (135.11) 式 ,该 式 中 的 必须 变 号 以 便 把 斥 力 改 为 引力 . 
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E= -3(n, +1 wh. 


n, 在 这 里 与 确定 径 向 波 函 数 节点 数 的 径 量子 数 相 一 致 ,每 条 雷 杰 轨迹 ( 即 对 每 
个 给 定 的 n, 值 ) 对 应 于 无 穷 多 个 轨道 角 动 量 值 不 同 的 能 级 . 

现在 来 考虑 已 >0 时 a(E) 函数 的 性 质 . (141. 1) 式 中 复 变量 下 的 函数 4A(1, 
E) 和 B(1,E) 是 定义 在 以 右 实 轴 为 制 线 的 一 个 平面 上 的 ( 见 $128). 与 此 相应 ， 
使 B(1,E) =0 的 函数 1=a(E) 具 有 同样 的 制 线 . 在 割 线 的 上 下 沿 ,a(E) 具 有 复 
共 思 值 ,在 上 沿 有 Im a >0. 对 此 我 们 不 准备 停留 在 只 作 形 式 上 的 证 明 , 而 要 对 
其 原因 作出 更 为 物理 的 解释 . 

当 1 为 复数 时 ,离心 能 以 及 有 效 势能 UV, =U+1(1+1)/(2mr?) 也 成 为 复数 . 
重复 $ 19 中 的 推导 ,(19. 6) 式 现在 改 为 


= pl Ee 


当 1=@ 和 Im a>0 时 ,我 们 还 有 Im VU, >0. 于 是 上 式 右边 是 正 的 ,这 表示 场 体积 内 
辐射 一 个 新 粒子 . 因此 波 函 数 的 渐 近 式 ( 当 B=0 时 ,只 含 (141.1) 中 的 第 一 项 ) 必 
须 表 为 出 射流 ,这 发 生 在 制 线 的 上 沿 (参考 从 (128. 1) 到 (128.3) 式 的 推导 ). 

由 于 E>0 时 a(E) 是 复 函 数 , 它 不 能 取 “ 物 理 " 值 1=0,1,2,…. 可 是 , 它 有 
可 能 在 1 复 平 面 上 接近 于 这 些 值 . 我 们 来 证 明 ,这 就 会 在 分 波 振幅 中 出 现 共振 
(对 应 于 所 考虑 的 1 的 整数 值 ). 

设 4 为 接近 于 函数 a(E) 的 整数 值 ,并 令 E, 为 Rea(E,) = 时 的 能 量 值 
( 实 的 和 正 的 ). 于 是 在 此 值 附 近 , 我 们 有 

a(E)~=l, +in +B(E -E,), (141. 12) 

其 中 m= Im al Eo) 是 一 个 实 常数 . 我 们 将 考虑 割 线 上 沿 的 a(E) 值 . 按照 前 面 的 
讨论 ,这 种 情形 下 mw >0( 并 且 有 m <<1, 根 据 a 接近 于 1 的 假定 ). 很 易 看 出 , 常 
数 B( 即 EE=E。 处 的 导数 da/dE) 可 以 看 作 是 实 的 和 正 的 . 实际 上 ,由 于 a(E) 差 
不 多 是 实 的 ,所 以 波 函 数 x(r;a,E) 也 差不多 是 实 的 . 略 去 7 的 高 级 小 量 后 ,我 们 
可 以 略 去 x 的 虚 部 ,从 而 B 是正 的 ,因为 (141.9) 中 的 积分 是 正 的 0. 


QD 为 了 阐明 这 些 积分 的 结构 ,我 们 注意 r>>a 的 渐 近 区 (a 是 场 的 作用 范围 ) 内 波 函 数 的 (141.1) 
式 是 成 立 的 , 当 很 小 时 ,此 区 对 积分 式 只 有 很 小 的 贡献 . 事实 上 ,如 果 1=a(E) 是 B(1,E) 的 一 个 零点 ， 


7 , 见 (134. 11). 估计 这 些 积分 时 ,还 有 一 个 重要 之 点 是 ,在 割 线 的 上 沿 (对 万 的 关系 ) , 波 函 数 含有 一 个 
因子 

etry(r;a,E) =A(a,E)ew. 
在 这 个 上 沿 ,E 可 看 作 EE+i8(6 一 +0); 则 上 也 有 一 个 小 的 正 虚 部 , 它 保证 了 (141.9) 式 中 积分 的 收敛 性 . 
从 物理 上 讲 ,r >>a 区 对 积分 的 贡献 所 以 小 ,是 由 于 能 量 如 对 应 于 一 个 准 定 态 ( 见 后 ) ;粒子 到 达 此 区 只 
能 是 该 态 的 一 个 罕有 衰变 的 结果 . 积分 的 主要 贡献 来 自 r ~a 区 ,在 此 区 内 波 函 数 差 不 多 是 实 的 . 
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由 于 1=a(E) 是 B(L,E) 的 一 个 零点 ,后 者 在 a,E。 点 附近 正比 于 wa -4 应 用 

(141. 12) ,我 们 就 有 
B( ,EL) 二 第 数 x[a(E-E,)+inj. (141.13) 

此 式 的 形状 与 (134. 6) 式 相同 ,该 式 中 的 Eu 是 能 量 , 厂 =2m/a >0 是 准 离散 能 级 
的 宽度 . 由 此 可 见 , 雷 杰 轨迹 (已 >0) 对 7 整数 值 的 接近 对 应 于 该 系统 的 准 定 态 . 
因此 对 这 些 态 来 讲 存在 着 与 严格 定 态 一 样 的 分 类 原则 :每 条 雷 杰 轨迹 可 以 对 应 
于 一 族 离散 的 和 准 离散 的 能 级 . 

把 ! 处 理 成 为 复 变量 使 我 们 有 可 能 导出 总 散射 振幅 (对 五 >0) 的 一 个 有 用 
积分 形式 , 它 可 由 级 数 (123. 11 ) 得 出 


Kn = > (21+1)[S(4B) -1]P(p) p=eos 0. (141.14) 


为 此 ,首先 不 但 须 对 ==0 的 整数 而 且 也 应 对 所 有 的 复 值 1 定义 出 函数 
P,(1). 这 一 点 可 把 P,(4) 看 作 方 程 (c. 2) 之 解 来 实现 : 
(1 -pe )P" (1) -2uP' (1) +l(1+1)P,(u) =0. (141. 15) 
其 边界 条 件 为 P,(1) =1. 这 样 定义 的 P,(j) ,作为 1 的 函数 对 有 限 的 1 值 没 有 奇 
点 中. 
很 易 证 明 级 数 (141. 14) 等 于 下 列 积 
ay | Be i (141. 16) 
式 中 积分 回 线 C 沿 负 向 ( 顺 时 针 方 向 ) 绕 实 轴 上 所 有 1 =0,1,2,… 诸 点 并 在 无 穷 
远 处 封闭 : 





2 0 1 2 3 4 


函数 S(1,E) 的 所 有 极点 1=a ,a,,…(E>0 时 不 在 实 轴 上 ) 必须 留 在 回 线 C 的 
外 面 . 积分 (141. 16 ) 可 化 成 -2mi 乘 以 被 积 函 数 在 1=0,1,2,… 诸 点 的 留 数 之 
和 ,1=0,1,2,… 是 函数 1/sin ml 的 极点 ,其 留 数 为 ( -1) 《mr. 由 于 对 整数 1 有 
P,( - 凡 ) =( -1)'P,(1) ,我 们 就 从 (141. 16) 得 到 (141. 14) 式 @. 


@ 把 (141.15) 和 (e.2) 比 较 ,我 们 可 把 P(x) 表 成 超 几 何 函 数 
a 
Dk =F( 办 ,于 二 | 


@ 本 节 所 讨论 的 概念 ( 非 相 对 论 理论 ) 在 $123 所 引 的 de Alfaro，Regge 的 书 中 给 出 了 详细 论 
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习 题 
证 明 对 应 于 一 系列 角 动 量 1 的 相 移 满足 不 等 式 
6, (E) -6(E) <m/2. 
解 : 我 们 把 1 看 成 连续 的 实 变量 ,并 对 (32. 10) 式 进行 微分 
MW” , [2m ya _LL+1) 二 XX 
+ 2 ) 3 a = (2 +1)47 
将 此 式 乘 以 XY, 并 将 原 式 乘 以 OY/9l, 两 式 相 减 得 
汉 / ,0 / 2 
1 = (21+1)5. 
将 此 等 式 从 0 到 o 对 r 积 分, 当 r=0 时 方 括 号 中 得 式 子 为 零 , 而 当 T->% 时 可 以 
利用 渐 近 式 (33. 20) 最 后 得 
Tt 696 Sp 
过 | satsiy EL Gdr >0， 
由 此 知 96,/91< Tm/2. 将 这 个 关系 从 1 到 1+1 对 1 积分 , 即 得 到 所 欲求 的 不 等 式 . 
将 后 者 同 (133. 17) 式 结合 起 来 可 以 证 明 : 离 散 能 级 的 数目 n, 并 不 能 随 1 的 增 大 
而 增 大 . 因为 当天 一 oo 时 ,这 时 玻 思 近 似 成 立 , 散 射 的 相位 趋 于 零 , 即 68,(o ) =0 
这 时 有 
WW 一 巷 = 二 [5 (0) -6(0)] <1/2, n,, -ns0. 
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当 碰 撞 伴 有 相 磁 粒子 的 内 态 改变 时 ,这 种 碰撞 称 为 非 弹 性 的 . 在 这 里 我 们 对 
“内 态 的 改变 " 作 最 广泛 的 理解 ,特别 是 ,粒子 的 本 性 也 可 以 改变 . 例如 ,这 种 改 
变 可 以 包括 原子 的 激发 或 电离 ,原子 核 的 激发 或 赔 变 ,以 及 其 它 等 等 . 当 磁 撞 
(例如 核反应 ) 可 以 产生 不 同 的 物理 过 程 时 ,我 们 把 它 称 为 不 同 的 反应 道 . 

非 弹性 道 的 存在 ,也 对 弹性 散射 的 性 质 产生 一 定 的 影响 . 

一 般 情形 下 , 当 有 各 种 反应 道 存在 时 , 相 碰 粒子 系统 波 函 数 的 渐 近 式 是 一 个 
求 和 式 ,每 个 可 能 道 对 应 于 其 中 的 一 项 . 特别 是 ,其 中 有 一 项 描述 处 于 原 有 的 未 
改变 状态 中 的 粒子 ( 称 为 输入 道 ) . 这 个 波 函 数 是 粒子 的 内 态 波 函数 和 相对 运动 
波 函 数 (在 质心 为 静止 的 坐标 系 中 ) 的 乘积 . 后 一 函数 正 是 我 们 现在 感 兴趣 的 ， 
我 们 把 它 记 作 少 并 来 寻找 它 的 渐 近 式 . 

输入 道 的 波 函 数 y 是 由 一 个 人 射 平 面 波 和 一 个 对 应 于 弹性 散射 的 出 射 球 
面 波 组 成 的 . 它 也 可 以 像 $ 123 那样 表 成 一 个 人 射 波 和 一 个 出 射 波 之 和 . 区 别 在 
于 径 癌 消 数 R,(7) 的 渐 近 式 不 能 取 成 驻 波形 式 . 驻 波 是 振幅 相等 的 人 射 波 和 出 
射流 之 和 . 在 纯粹 的 弹性 散射 中 ,这 一 点 与 问题 的 物理 含义 相符 合 ,但 当 存在 非 
弹性 道 时 ,出 射 波 的 振幅 必须 小 于 入 射 波 的 振幅 . 因此 y 的 渐 近 式 将 由 (123. 9) 
式 给 出 : 

p= > (21+1)Pi(ecos O)[( -1) "e+S,e™], C142. 1) 


只 是 5 不 再 由 (123. 10) 式 给 出 ,而 是 一 些 模 量 小 于 1 的 量 (一 般 为 复数 ). 弹性 
做 射 振幅 可 通过 (123. 11) 式 用 这 些 量 表 出 : 


}(0) a > (2l+1)(5S,—-1)P,(cos 0) (142. 2 
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对 于 弹性 散射 的 总 截面 o,,(123. 12) 式 换 成 
n= (2 人 


非 弹性 散射 的 总 截面 ,或 者 对 所 有 道 而 言 的 反应 截面 o, ,也 能 通过 $, 表 出 . 
为 此 我 们 只 需 注意 到 ,对 每 个 1 值 ,出 射 波 的 强度 被 前 弱 为 人 射 波 的 15,1? 倍 . 这 
种 削弱 必须 全 部 归于 非 弹性 散射 . 因此 有 


0 人 Po Cla 
总 截面 为 
oto (2 +1)(1 -ReS,). (142. 5 ) 
角 动 量 为 1 的 弹性 散射 分 波 振幅 由 (123. 15 ) 式 确定 , 即 
fi =z7(S1 -1). (142. 6) 


(142.3) 和 (142.4) 求 和 式 中 的 每 一 项 就 是 角 动 量 为 1 的 弹性 散射 和 非 弹 性 散 
射 的 分 截面 : 
oo = 77(21+1)11 -六 


并， (142.7) 


os,” -和 到 (21+1)(1 - ReS,). 
S =1 对 应 于 完全 不 存在 这 种 (具有 给 定 1 值 的 ) 散 射 ,S, =0 对 应 于 角 动 量 
为 1 的 粒子 完全 被 “吸收 " 掉 [ (142. 1) 式 中 没有 这 个 1 值 的 出 射 分 波 ] ,这 时 弹性 
和 非 弹 性 散射 的 截面 因而 相等 : 
or Sor = (2+1). (142. 8) 
我 们 还 可 以 看 出 ,尽管 弹性 散射 在 没有 非 弹 性 散射 时 也 能 出 现 ( 当 15,1 =1 时 )， 
相反 情形 则 是 不 可 能 的 : 非 弹 性 散射 的 存在 必然 导致 弹性 散射 的 同时 存在 . 对 一 
给 定 的 o,” 值 ,弹性 散射 截面 一 定 介 于 以 下 范围 内 : 


MG — so -ol 和 Wo Sfog + oy -0 , (142.9) 
其 中 go, = (27 +1)TX1 
取 (142.2) 中 9=0 的 f(9) 值 并 与 (142.5) 式 比较 ,我 们 发 现 


Im f(0) = (142. 10) 


这 是 光 竺 定理 (125.9) 式 的 推广 . 这 里 的 (0) 仍 是 零 角 度 弹 性 散射 振幅 ,但 是 总 
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截面 o, 中 包括 了 非 弹性 部 分 . 
分 波 振 幅 f 的 虚 部 和 分 截面 wy ”的 关系 为 
hk T, 
mh 4m M+1’ 
此 式 直 接 来 自 (142.6) 和 (142.7). 

波光 数 渐 近 式 中 系数 5, 的 模 量 不 等 于 1, 并 不 影响 $128 中 对 弹性 散射 振 
幅 ( 作 为 复 变 量 E 的 函数 ) 的 奇 点 所 作 的 结论 . 这 些 结论 当 有 非 弹 性 过 程 存 在 时 
仍然 成 立 . 可 是 ,振幅 的 解析 性 质 有 所 改变 , 它 在 负 实 轴 (E <0) 上 不 再 是 实 量 ， 
而 且 它 在 E>0 的 割 线 上 下 沿 不 再 取 相 互 复 共 生 的 数值 (因此 它 在 上 下 半 平 面 
对 称 于 实 轴 的 两 点 处 ,也 不 再 取 相 互 复 共 簿 的 数值 ). 

当 从 制 线 上 沿 绕 过 =0 点 到 达 下 沿 时 , 根 号 vV 五 改变 符号 ,也 就 是 说 , 绕 行 
的 结 采 大 变 号 ( 忆 >0 时 是 实 的 ). 此 时 (142.1) 式 中 的 人 射 波 和 出 射 波 相互 对 
换 , 因 而 系数 5, 被 它 的 倒数 1/5,( 它 不 等 于 5S/ ) 所 代替 . 割 线 上 下 沿 的 振幅 广 可 
以 记 作 f(%) 和 Jf.( -k) (物理 振幅 当然 只 能 是 f,(k) ). 根据 (142.6) 我 们 有 
ey 

2 


(142. 11 ) 








py 1 jy 
fi( Dr A 一 )=— 


由 以 上 两 式 中 消去 5,, 得 以 下 关系 : 
fi(k) -fi( -hk) =2ikf (kf( -E) (142. 12) 


不 存在 非 弹性 过 程 时 就 有 f( -%k) =f" (%k) ,而 且 (142. 12) 和 (142. 11) 式 相同 . 
把 (142. 12) 改 写成 
et 
fk) fk) 
我 们 就 可 看 出 ,1/(%k) + 这 必须 是 天 的 偶 函 数 . 如 果 用 g, (及 ) 代表 这 个 函 
数 , 则 有 : 


~ 2ik, 


SS 

wy = 

但 这 个 偶 函 数 g,( 扬 ) 和 (125. 15) 式 的 不 同 , 它 现在 不 是 实 函 数 Q. 
当 粒 子 束 通过 大 量 散 射 中 心 所 组 成 的 散射 介质 时 ,由 于 各 种 弹性 的 和 非 弹 

性 的 碰撞 过 程 而 使 粒子 离散 ,入 射 束 的 强度 就 逐渐 减弱 下 来 . 这 种 减弱 完全 由 者 


fi(k) = (142. 13) 


@ 以 上 的 讨论 (以 及 由 此 而 得 的 有 关 g, 为 偶 函 数 的 结论 ) 中 ,事先 假定 了 rw 时 相互 作用 衰减 得 
足够 快 ,使 得 左 半 五 平面 内 不 存在 割 线 ,从 而 使 绕 已 =0 点 一 周 成 为 可 能 . 
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角度 的 弹性 散射 振幅 所 确定 ,在 一 定 的 条 件 下 ( 见 后 ) ,可 以 用 下 列 纯 形 式 的 方 
法 描述 山 . 

设 几 0 ,天 ) 是 对 介质 中 每 个 单独 粒子 而 言 的 零 角度 散射 振幅 . 我 们 假定 f 比 
粒子 间 的 平均 距离 4~ (VAN)“ 来 得 小 . 于 是 在 每 个 介质 粒子 上 的 散射 就 能 分 
开 考 虑 . 我 们 引进 具有 固定 中 心 的 某 个 “有 效 场 ”Ui 作为 辅助 量 , 它 是 这 样 定义 
的 ,使 得 由 它 算出 的 零 角 度 玻 恩 散 射 振幅 正好 等 于 实际 的 振幅 f(0,E). 当然 ,这 
决 不 意味 着 真正 能 用 玻 恩 近似 根据 粒子 间 的 实际 作用 算出 f(0,E). 于是, 按 定 
义 有 [参考 (126. 4) |]: 


| 27h" 
Ud -~ (0,E) ; (142. 14) 


式 中 的 m 是 被 散射 粒子 的 质量 . 这 样 定义 的 场 和 振幅 f 一 样 ,都 是 复 量 . 估计 等 
式 (142. 14) 两 边 的 数量 级 ,可 得 Uw 和 它 的 作用 距离 a 之 间 的 关系 : 
a Us~ 0 Cl42. :15) 
定义 (142. 14) 当然 不 是 唯一 的 . 我 们 再 在 它 上 面 加 进 一 个 补充 条 件 , 使 得 
场 Ui 满足 以 下 的 微 扰 论 适用 条 件 : 


[Wl Se (142. 16) 
mA 


(同时 有 1fl <<a). 很 易 看 出 ,在 这 样 的 情形 下 ,粒子 束 的 衰减 可 以 用 平 波 面 在 某 
一 均匀 介质 中 的 传播 来 描写 ,这 个 介质 中 的 粒子 具有 以 下 的 恒定 势能 : 


一 NN N 27h 
Ua = | Uady= = C 142 17) 


这 是 把 介质 中 所 有 NN 个 粒子 的 有 效 场 对 介质 体积 V 求 平均 后 得 到 的 . 这 个 问题 
是 很 明显 的 ,如 采 我 们 先 去 考虑 介质 的 每 个 区 段 , 这 个 区 段 中 的 散射 中 心 尽管 已 
经 很 多 但 是 它 的 散射 效应 仍然 很 小 . 划分 这 种 区 段 的 可 能 性 由 条 件 (142. 16 ) 得 
到 保证 . 粒子 束 通过 这 个 区 段 时 , 它 的 衰减 由 零 角 度 的 散射 振幅 所 确定 ,这 个 振 
幅 在 玻 恩 近似 下 是 由 散射 场 对 该 区 段 的 整个 体积 积分 后 确定 的 . 这 就 意味 着 ,我 
们 感 兴 趣 的 散射 特性 完全 由 场 对 介质 体积 的 平均 式 (142. 17 ) 确定 . 

因此 通过 介质 的 粒子 束 可 以 用 平面 波 ~。 描写 , 它 的 波 数 为 


k= 2m(E- Ua). 


引进 入 射 粒子 的 波 数 和 = VY2mE /i, 可 以 把 写成 nk。 的 形式 ,其 中 


中 以 下 所 讲 的 方法 适用 于 快 中 子 (能 量 为 几 百 个 MeV 的 数量 级 ) 被 原子 核 散 射 ,这 种 中 子 的 波长 
很 短 ,以 致 原子 核 可 以 看 作 一 个 非 均匀 的 宏观 介质 . 


8$ 142 存在 非 弹 性 过 程 时 的 弹性 散射 “ 545， 


Bm N 2 万 下 
nn 二 |1— 万 一 1+y np/t(0,E), (142.18) 


n 起 着 介质 对 于 所 通过 粒子 束 而 言 的 “折射 系数 ”的 作用 . 一 般 讲 来 ,n 是 一 个 复 


量 (振幅 /是 复 的 ) , 它 的 虚 部 给 出 了 粒子 束 强度 的 训 减 . 如 果 E >> 10,1, 则 
(142. 18 ) 式 给 出 





N mh No 
I 二 一 一 一 -一 二 一 一 
m n= Flmf(0,E) 


V 
式 中 o, 是 散射 总 截面 ,这 里 我 们 已 经 应 用 了 光学 定理 (142. 10). 这 个 表 式 对 应 
于 以 下 明显 结果 : 波 的 强度 是 按 规律 


ikz 人 站 


le 
衰减 的 . 
除了 吸收 外 ,折射 系数 (142. 18 ) 还 能 确定 (根据 它 的 实 部 ) 出 和 人 这 个 介质 的 
粒子 东 的 折射 定律 


习 题 


中 子 束 被 重 核 散射 , 核 半 径 a 远大 于 中 子 的 波长 (ka >>1). 假定 轨 道 角 动 
量 为 1<ka 二 lo 的 ( 即 碰撞 参量 p= 所 /mv=l/kh<a 的) 所 有 入 射 中 子 都 被 原子 核 
吸收 掉 , 而 1>4 的 入 射 中 子 和 原子 核 根 本 不 发 生 作 用 . 试 求 小 角度 的 弹性 散 
射 截面 . 

解 : 上 述 条 件 下 的 中 子 运 动 基本 上 是 准 经 典 的 ,小 角度 弹性 散射 完全 类 似 于 
光线 在 黑 球 上 的 夫 琅 禾 费 衍射 . 因此 所 求 的 截面 可 以 用 这 个 衍射 问题 的 已 知 解 
直接 写 出 外 

dG = ee 
TO 

从 (142.3) 式 也 能 导出 同样 结果 . 根据 本 题 的 条 件 ,我 们 有 1<1 时 5,=0 以 

及 1>1 时 5S,=1. 故 弹性 散射 振幅 为 


QD (142.17) 式 应 用 中 的 一 个 有 趣 例子 是 气体 中 一 个 碱 金属 原子 的 较 高 能 级 的 位 移 . 在 高 激发 态 
中 , 价 电 子 和 原子 中 心 的 平均 间距 7 要 比 原子 实 以 及 中 性 气体 原子 的 尺度 a 都 来 得 大 . 这 些 中 性 气体 原 
子 在 半径 ~F 的 球 内 对 价 电子 讲 来 起 着 散射 中 心 的 作用 ,并 且 把 价 电子 的 能 级 移动 了 (142. 17 ) 式 所 示 的 
数量 级 . 由 于 受 激 价 电子 的 德 布 罗 意 波长 也 比 a 大 ,振幅 f(0,E) = -a, 其 中 a 是 散射 长 度 [参考 (132.9) 
式 ]. 因此 这 个 效应 使 能 级 移动 一 个 恒定 的 数量 25 av/m, 其 中 m 是 电子 质量 ,v 是 气体 粒子 数 密度 (EE. 
Fermi ,1934 ) . 

@) 见 《 场 论 》8$61 , 题 3( 在 黑 球 上 的 衍射 问题 等 价 于 不 透明 幕 上 挖 一 圆 孔 的 衍射 问题 ). 截面 由 衍 
射 波 强度 除 以 人 射流 密度 后 得 到 . 
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f(0) = -5 和 (27+1)P,(eos 0). 


i . 因此 可 把 21+1 改 成 21, 应 用 0 小 时 
P,(cos 9) 的 渐 近 式 (49.6) ,并 把 求 和 改 成 积分 


. lo . . 
f(0) = 二 | No (01) dl = (Ol, ) = (jab) ， 


这 正 是 应 有 的 结 
弹性 散射 总 截面 为 


270d0 = ma’, 


J' (kag0) 
o.=ne 一 一 一 一 
0 m0 
这 个 积分 所 以 能 延伸 到 o 是 因为 收敛 很 快 . 这 是 在 所 述 条 件 下 应 有 的 结果 ( 参 
考 (142.8) 式 ) ,并 且 和 吸收 截面 相同 ,简单 地 等 于 球 的 几何 截面 . 总 截面 or， 


=2Ta . 
$ 143 慢 粒 子 的 非 弹性 散射 
$ 132 中 所 作 的 低能 弹性 散射 极限 定律 的 推导 ,很 易 推 广 到 存在 非 弹 性 过 
程 时 的 情形 . 
和 以 前 一 样 ,1=0 的 散射 在 低能 时 最 为 重要 . 根据 8$ 132 的 结果 ,相应 的 5 
矩阵 元 为 
S$, =e "=]1+2i3 =1 -2ika. 
$132 中 描述 的 波 函 数 性 质 只 有 一 点 要 改变 ， oni 
(142. 1) | 现在 是 复 条 件 , 而 不 再 是 纯 弹 性 散射 情形 下 的 实 驻 波 . 常数 @ = 
-cci 因 此 也 是 复数 . 模 量 15, 1 不 再 等 于 1. 条 件 1S,1 <1 意味 着 a=a'+ ia 的 
虚 部 必 是 负 的 (a” <0). 
把 5。 代入 (142.7) , 即 得 弹性 和 非 弹性 散射 截面 : 
o, =4Tlawl| ， (143.1) 
CI =471la"l/k. (143.2) 


可 见 弹性 散射 截面 仍 和 速度 无 关 , 但 是 非 弹性 截面 和 粒子 速度 成 反比 





l/v 


Q@@ ”对 于 快速 带电 粒子 在 “ 黑 " 核 上 的 衍射 散射 问题 可 作 同 样 的 讨论 . 此 时 极限 值 ,应 该 由 这 样 的 
条 件 来 确定 ,使 得 粒子 在 库仑 场 中 的 经 典 运动 轨道 与 原子 核 间 的 最 短 距离 正好 等 于 核 半 径 . 1 <1 时 仍 应 
令 S =0,!>l 时 Si =e ,其 中 56; 是 (135.11) 给 出 的 库仑 相位 . 见 A. HH. AxXHesep , H. FH. IIOMepaHdyK， 
HekoTopPre Borpocp! Teopna Anpa, TocrexuanaT,1950, § 22 ;Journal of Physics, USSR 9 ,471. 1945， 
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定律 (H. A. Bethe,1935). 因此, 当 速 度 降低 时 ,与 弹性 散射 相 比 , 非 弹性 过 程 变 
得 越 来 越 重 要 呈 . 

极限 定理 (143. 1) 和 (143. 2 ) 当然 只 是 截面 按 的 短 展 开 后 的 首 项 . 有 趣 的 
征 ,这 两 个 截面 展开 式 的 下 一 项 中 不 再 含有 (143.1) 和 (143.2) 以 外 的 新 常数 
(中 .I. IIannpo,1958). 这 个 结果 是 由 于 在 (142. 13) 中 ,1 =0 的 分 波 振 幅 

1 
fo lk) 5 
中 的 go(%) 函数 是 一 个 偶 函 数 . 当 上 小 时 这 个 函数 可 按 的 偶 次 窘 展开, 因此 
如 守 -1/a 的 下 一 项 是 ~. 如 果 上 略 去 这 一 项 ,fh (%) 展开 式 中 的 前 两 项 仍 可 
写成 
fo(k)= -a(l -ika), 
相应 地 ,截面 展开 式 也 应 保留 到 下 一 项 ,由 此 很 易 得 到 以 下 表 式 : 
or =4m|al (1 -2klolY, (143.3) 
0, =4Tla“ 1(1 -2k|la"l)/h. (143. 4) 

这 些 结 采 假定 了 相互 作用 在 远 距 离 处 衰减 得 足够 快 . 我 们 在 $ 132 中 看 到 ， 
如 有 果 场 U(7) 的 衰减 快 于 r”, 当 hk 一 0 时 弹性 散射 振幅 就 趋 于 常数 极限 . 这 也 是 
非 弹性 道 存在 时 类 似 的 结果 (143. 1) 得 以 成 立 的 一 个 必要 条 件 @. 

反应 截面 的 1/v 律 满足 较 弱 的 条 件 : 场 的 衰减 只 需 快 于 r ,这 可 从 以 下 对 
1 心律 的 直观 推导 中 清楚 地 看 出 . 

碰撞 中 产生 反应 的 概率 ,是 和 “反应 带 ” 内 (+r ~a 的 范围 内 ) 的 人 射 粒子 波 函 
数 的 模 量 平方 成 正比 的 . 这 一 点 在 物理 上 表述 了 这 样 的 一 个 事实 ,例如 慢 中 子 和 
核 的 碰撞 , 仅 当 中 子 “ 透 进 ” 核 内 时 反应 才能 发 生 . 如 果 相 互 作用 的 衰减 快 于 
r“, 则 从 远 的 7 一 直到 7 ~4a, 波 函数 不 会 有 数量 级 的 改变 , 换 句 话说 , 当 0 
时 ,比值 ly(a)/w(% )1 趋 于 一 个 有 限 极 值 (这 可 从 莅 定 汕 方程 中 的 Uy 项 远 
小 于 Vw 这 一 事实 看 出 ). 反 应 截面 是 ly1” 除 以 流 密度 . 如 取 y 为 平面 波 按 单位 
流 密度 归 一 化 ,我 们 有 Iy1 ~1/v, 这 就 是 所 求 的 结果 . 

在 市 电 核 粒 子 的 碰撞 中 , 除 短程 核 力 外 还 有 衰减 缓慢 的 库仑 场 . 这 个 库仑 场 
可 以 显著 改变 反应 带 内 入 射 波 的 量 值 . 反应 截面 等 于 1/v 乘 以 王 *0 时 的 库仑 波 
铺 数 和 上 自由 波 函 数 的 模 量 平方 的 比值 . 这 个 比值 由 (136. 10),(136.11) 式 给 出 ， 
其 结果 为 (库仑 单位 ) 


@ 同样 可 以 求 出 角 动 量 /0 的 分 波 反 应 截面 和 速度 的 关系 ,结果 为 o,'? ~k2!-1 ,弹性 散射 截面 仍 
和 以 前 一 样 ,与 刀 成 正比 ,也 就 是 太 *0 时 比 1 值 相同 的 o, 必 衰减 得 更 快 . 
@ (143.3) 式 计 及 了 下 的 寡 次 展开 的 下 一 项 ,要 求 忌 的 衰减 比 r-4 快 ， 
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2T14 
"Ble il 
指数 中 的 正 号 对 应 于 斥 力 , 负 号 对 应 于 引力 . 

1/v 律 中 的 系数 4 是 一 个 常数 . 如 果 速 度 远大 于 一 个 库仑 单位 (k >>1) , 库 
仑 作用 不 起 作用 ,我 们 又 回 到 定律 r = 4/k. 

如 果 速 度 远 小 于 一 个 库仑 单位 (kk << 1, 在 普通 单位 制 中 也 就 是 
2Z12ue /hiv >>1, 其 中 Zie 和 Ze 是 相 碰 粒子 的 电荷 ) ,在 决定 反应 带 内 的 波 函 数 
量 值 时 库仑 作用 成 为 主要 的 . 对 于 相 吸 粒子 的 碰撞 就 有 

O =27A/k”,， (143.6) 


(143.5) 


' 
9 


对 于 相 斥 粒子 的 碰撞 有 
0 = (250A oe (143.7) 
后 一 情形 中 , 当 hk 一 0 时 ,截面 趋 于 零 . (143.6) 和 (143.7) 所 差 的 指数 因子 就 是 
越过 库仑 势 垒 的 概率 ,在 普通 单位 制 中 它 就 是 exp( -272,2,e? /各 ). 
注意 ,极限 定律 (143. 6) 不 但 适用 于 总 截面 而 且 也 适用 于 每 个 角 动 量 为 7 的 
分 波 截面 由. 这 一 点 可 从 下 列 事实 看 出 ,在 函数 y'*) 的 展开 式 (136. 1) 中 [前 面 
用 到 的 (136. 10) 和 (136. 11) 式 中 出 现 必 ” ] ,每 个 求 和 项 中 的 函数 及 ,有 着 相同 
的 对 天 的 极限 关系 :j*0 时 径 向 函数 都 由 (36. 25) 式 给 出 (引力 情形 ) ,而 当 接 近 
力 心 时 我 们 有 Ru ~Vkr. 单个 角 动 量 对 反应 带 内 波 函 数 平方 的 贡献 为 ~ oz/ 
亦 即 所 有 的 1 以 同样 的 方式 依赖 于 ,尽管 它们 被 小 的 因子 (a/a.)* 所 削弱 ,其 
中 a。 = 天 [mm2 ,Ze 是 库仑 制 的 长 度 单位 . 


$144 存在 反应 时 的 散射 矩阵 


$ 142 和 $ 143 中 所 考虑 的 截面 o, 是 所 有 可 能 的 非 弹 性 散射 道 的 总 截面 
现在 我 们 来 进行 非 弹性 散射 普遍 理论 的 推导 ,其 中 每 道 都 可 分 开 考虑 

我 们 将 假定 ,两 个 粒子 的 碰撞 结果 仍 形成 两 个 粒子 (可 能 相同 也 可 能 不 
同 ). 我 们 把 所 有 可 能 的 反应 道 (对 一 个 给 定 的 能 量 而 言 ) 加 以 编号 ,并 用 适当 的 
下 标 附 记 在 这 些 道 的 有 关 量 上 . 

设 i 道 为 输入 道 . 此 道中 相 碰 粒 子 的 相对 运动 波 函数 (在 质心 系 中 ) 早已 给 
出 , 它 是 入 射 平面 波 与 弹性 散射 的 出 射 波 之 和 : 


J =e" 的 到 (144. 1 ) 
振幅 f; 的 平方 给 出 i 道中 的 弹性 散射 截面 : 
| (144. 2) 


中 对 (143.7) 式 同样 成 立 . 
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其 它 道 (下 标 用 . 中 ,粒子 的 相对 运动 波 函 数 代 表 出 射 波 . 前 面 已 经 解释 
过 ,这 些 波 最 好 表 成 下 列 形式 出 


y=fn(0) eh (144.3) 
式 中 的 ， 总 了 尖 必 需 赤 板胡 友 运动 谢 交 是 是 它 和 z 轴 的 夹 角 ,m; 和 mr 分 
别 是 两 个 初 态 粒子 和 两 个 末 态 粒子 的 折合 质量 . 立体 角 do 内 的 散射 通 量 等 于 
Iwi1 乘 以 vr do, 相 应 的 反应 截面 等 于 这 个 通 量 除 以 人 射 通 量 密 度 ( 它 
等 于 vw;). 故 


= fh 本 aa (144.4) 


式 中 的 动量 p; = mv; ,pj = mp 

$ 125 中 我 们 定义 过 散射 算 符 5, 它 把 人 射 波 变换 成 出 射 波 . 当 有 几 道 存在 
时 ,这 个 算 符 具有 不 同道 之 间 的 跃迁 矩阵 元 . 对 各 道 为 “对 角 ” 的 矩阵 元 相当 于 
弹性 散射 ,而 非 对 角 元 相当 于 各 种 非 弹性 过 程 .所 有 这 些 矩 阵 元 对 别 的 变量 而 言 
仍 为 算 符 . 它们 的 求法 如 下 . 

和 $ 125 中 所 用 的 方法 一 样 ,我 们 定义 与 振幅 广 , 广 有 关 的 算 符 广 , 广 如 下 : 

Ss 6 二 2 fk (144. 5) 

按照 这 个 定义 很 易 看 出 ,所 得 的 $ 和 矩阵 一 定 满足 么 正 条 件 . 因为 和 $125 中 一 
样 ,我 们 可 以 把 输入 道 OE 


Fe i ) Fn') 








Tr A/V. 
— ikir 


= Ft sp = -5, CY 


有 
为 方便 计 , 上 式 与 (125.3) 式 相 比 多 引进 了 一 个 因子 1 人 /已 . 采用 以 上 定义 的 振 
幅 后 ,f 道 的 波 函 数 就 为 


,=2ik, re Cm : (144.7) 
PT ce 这 个 要 求 反映 了 这 样 一 


明显 的 条 件 :碰撞 中 能 够 产生 的 所 有 过 程 (弹性 和 非 弹性 ) 的 概率 之 和 必 等 于 1 
鉴于 球面 波 的 分 母 中 有 vv 因子 ,这些 波 的 通 量 密度 中 不 再 出 现 速度 . 因此 上 述 条 
件 简 单 地 意味 着 人 射 波 与 出 射 波 的 集合 具有 同样 的 归 一 化 . 所 以 ,这 个 条 件 又 可 


(144.6) 














Q@ 在 这 里 系统 的 初 态 仍 用 下 标 i 末 态 仍 用 f 扩 参考 $41 附注 1). 散 射 振幅 中 ,未 态 的 下 标 写 在 初 态 
的 左面 ,与 矩阵 元 的 下 标 放置 方式 相 一 致 .为 统一 起 见 ,截面 中 的 下 标 也 采用 这 种 顺序 . 
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表 成 散射 算 符 的 么 正 条 件 , 只 要 把 这 个 算 符 看 成 是 对 各 道 编号 而 言 的 一 个 矩阵 ， 
对 于 算 符 广 , 这 个 条 件 变 成 

ja ye (144. 8) 
与 (125.7) 式 相 类 似 , 式 中 的 指标 + 代表 取 复 共 堪 并 对 所 有 的 矩阵 下 标 取 转 置 ， 


但 道 的 编号 下 标 除 外 . 

Ss 矩阵 对 轨道 角 动 量具 有 定 值 ! 的 态 是 对 角 的 ,相应 的 矩阵 元 用 指标 (27) 相 
区 别 . 把 算 符 记 和 广 作 用 到 函数 (125.17) 上 ,我 们 得 到 以 下 形式 的 弹性 和 非 弹 
性 散射 振幅 : 


1 





f= ik 2 (21 4 1)(8" -1)P,(e6s 0), 
| (144.9) 
= 21 +1)S4 Pi(cos 0). 
fr 站 /iE 1) Ss Pl ) 
相应 的 积分 截面 为 
mr， = 这 Ear epi 
ee (144. 10) 
= sp Col 1 Be 1 
前 者 与 (142. 3) 式 相同 . 总 的 反应 截面 o,( 来 自 输入 道 让 为 
.和 > i 
J 
式 中 对 f 沽 i 的 所 有 f 求 和 ,由 于 5 和 矩阵 是 么 正 的 ,我 们 有 
> 1Sa =1= 15,1. 
上 式 给 出 (142.4) 式 的 o,. 
散射 过 程 对 时 间 反 演 的 对 称 性 ( 倒 易 定理 ) 由 下 式 给 出 : 
SS (144. 11) 
也 就 是 
A ; (144. 12) 


式 中 符号 i* 和 f° 代表 这 样 两 个 态 , 它 们 与 i 和 f 态 的 区 别 在 于 把 粒子 的 动量 和 
自 旋 分 量 全 部 变 号 中 ,它们 称 为 态 ; 和 上 j 的 时 间 反 演 态 . (144. 11) 和 (144. 12) 式 


@ 对 于 复合 粒子 (原子 和 原子 核 ) ,这 里 的 “ 自 旋 " 取 作 总 的 内 某 角 动量 , 它 由 组 成 部 分 的 自 旋 和 内 
部 运动 的 轨道 角 动 量 相 加 而 成 . 
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推广 了 弹性 散射 的 (125. 11) 和 (125. 12 ) 式 山 . 
(144. 12) 式 导致 反应 截面 的 以 下 关系 式 : 
der dei 


一 5 (144. 13) 
pr do pido,, 








此 式 表述 了 细致 平衡 原理 . 

$ 126 中 曾经 提 及 ,如 果 微 扰 论 可 用 , 则 在 一 级 近似 中 我 们 不 但 有 倒 易 定理 
而 且 还 有 直接 过 程 i->f 和 道 过 程 fi( 按 字面 含义 的 逆 过 程 ) 之 间 的 振幅 关系 . 
这 个 关系 由 方程 f; =f.*/ 表 出 , 它 对 非 弹性 过 程 也 能 很 好 地 成 立 ( 也 在 一 级 近似 
下 ). 相应 的 截面 关系 则 为 


dorr dory 


(144. 14) 








Prdoy pi do; 

如 果 截 面 对 pj 的 所 有 方向 积分 ,并 对 末 态 粒子 自 旋 sy,sxy 的 方向 求 和 ,还 对 

初 态 粒子 的 动量 p; 以 及 自 旋 sii,sz 的 方向 求 平均 ,那么 一 上 和 1 一 广 这 两 个 牙 
迁 之 间 的 区 别 就 不 再 存在 . 令 这 样 的 截面 为 


上 式 中 对 所 有 粒子 的 自 旋 分 量 求 和 , 求 和 及 积分 号 前 面 的 因子 是 由 于 我 们 不 是 
对 初 态 粒子 的 有 关 量 求 和 而 是 求 平均 . 把 (144. 13) 写 成 以 下 形式 : 
jd 
进行 积分 和 求 平 均 以 后 ,我 们 得 到 
gpion =gp’ Oy, (144. 15) 
其 中 
Bl (ls B= (sp Fl) (2 tl) (144.16) 
上 式 给 出 了 初 态 粒 子 对 或 末 态 粒子 对 的 自 旋 取向 数 , 称 为 i 态 和 / 态 的 统计 
权重 . 
最 后 ,我 们 提 一 下 振幅 f; 的 下 列 性 质 . 我 们 在 $140 中 已 看 到 , 当 p, 一 0 时 截 
面 o; 按 1/p; 变化 (如 果 相 互 作用 在 远 距 离 处 衰减 得 足够 快 ) ,根据 (144.4) 式 ， 
这 意味 着 p, 一 0 时 fi 一 常数 . 从 对 称 性 (144. 12) 可 知 , 当 pj 一 0 时 所 也 趋 于 一 个 
常数 . 我们 将 在 $147 中 回 到 这 个 结论 上 来 . 
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我 们 在 $ 134 中 引进 了 准 定 态 的 概念 ,这 种 态 具 有 有 限 的 但 是 比较 长 的 寿 


Q@@ 我 们 在 这 里 略 去 了 一 个 ( -1) 因 子 , 它 在 有 自 旋 粒子 的 碰撞 中 可 能 会 出 现 [参考 (140. 11 ) ] ,这 
一 点 当然 不 会 影响 到 截面 式 (144. 13 ). 
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命 . 在 能 量 不 太 高 的 核反应 领域 中 ,通过 复合 核 的 形成 阶段 山 , 出 现 了 很 大 一 类 
这 样 的 态 . 

这 个 过 程 的 直观 物理 图 像 是 这 样 的 ,人 射 到 原子 核 上 的 粒子 与 核 内 的 核子 
相互 作用 而 和 它们 “并 合 " 在 一 起 组 成 一 个 复合 系统 ,所 市 入 的 粒子 能 量 锌 分 配 
到 许多 核子 上 . 共振 能 相当 于 这 个 复合 系统 的 准 离散 能 级 . 准 定 态 的 长 寿命 (与 
原子 核 内 核子 的 运动 周期 相 比 较 而 言 ) 来 自 这 样 的 事实 ,在 大 部 分 的 时 间 内 能 
量 被 分 配 到 许多 粒子 身上 ,致使 其 中 没有 一 个 粒子 具有 足够 的 能 量 使 它 能 够 殉 
服 其 余 粒 子 的 引力 而 逸 出 核 外 . 只 有 在 相当 少 的 情况 下 , 才 会 有 足够 高 的 能 量 集 
中 到 其 中 的 一 个 核子 身上 ,这 时 复合 核 就 会 以 各 种 不 同 的 方式 进行 衰变 ,对 应 于 
各 种 可 能 的 反应 道 @. 

以 上 描述 的 碰撞 特点 表明 ,发生 非 弹性 过 程 的 可 能 性 不 会 影响 到 弹性 振幅 
中 与 复合 核 性 质 无 关 的 势 散 射 部 分 ( 见 $134); 非 弹性 过 程 只 能 改变 弹性 振幅 
的 共振 部 分 ,根据 同一 理由 ,通过 复合 核 的 形成 阶段 而 实现 的 那些 非 弹性 散射 过 
程 ,它们 的 振幅 全 都 具有 纯 共 振 的 特性 .所 有 振幅 中 的 共振 分 母 (这 个 分 母 与 


E=E, -= 


时 人 射 波 的 系数 等 于 零 有 关 ) 仍 保持 原来 的 |  - 区 未 二 2 的 形式 ， 及 仍 为 复合 


核 任 一 给 定 准 定 态 的 衰变 总 概率 . 
以 上 这 些 考虑 再 加 上 散射 振幅 必须 满足 的 么 正 条 件 , 足 以 建立 这 些 振 幅 的 
形式 . 
采用 对 称 的 形式 进行 计算 是 比较 方便 的 ,我 们 把 复合 核 的 所 有 可 能 的 衰变 
道 进 行 编号 ,而 不 事先 标 出 哪个 是 该 反应 的 输入 道 . 我 们 用 a,b,c,… 代 表 道 的 
编号 下 标 . 我 们 还 将 考虑 准 定 态 的 具有 1 值 的 分 波 振 幅 ®. 如 前 所 述 ,我 们 把 这 些 
待 求 的 振幅 表 成 以 下 形式 : 
] @i(Sa+ 66) TM,, 


; g (L145$. 1) 
i 2 Vk,k, E-E, + 让 


(为 简洁 计 ,常数 5 和 M,, 上 的 (7) 指标 已 略 去 ). 式 中 第 一 项 仅 当 ac = 时 才 存 
在 , 它 代表 a 道中 的 势 弹性 散射 振幅 ,其 中 常数 6。 和 (134. 12) 式 中 的 8 相同 . 
(145. 1) 式 中 的 第 二 项 对 应 于 共振 过 程 . 此 项 中 共振 因子 的 系数 是 这 样 选 定 的 ， 


QD 复合 核 的 概念 来 自 玻 尔 (N. Bohr,1936). 

@ 在 这 些 相互 竞争 着 的 各 种 反应 道中 ,也 包括 人 射 粒 子 的 辐射 俘获 ,此 时 复合 核 从 一 个 激发 态 跃 
迁 到 它 的 基态 而 放出 一 个 y 光子 ,由 于 辐射 跃迁 的 概率 比较 小 ,这 个 过 程 也 是 缓慢” 的， 

图 ”我们 先 不 考虑 由 于 过 程 中 含有 粒子 自 旋 而 产生 的 复杂 性 . 
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使 得 应 用 么 正 条 件 后 结果 被 简化 ( 见 后 ). 
由 于 所 考虑 的 散射 具有 给 定 的 轨道 角 动 量 绝对 值 , 这 个 值 对 时 间 反 演 并 不 
变 号 , 倒 易 定理 (对 时 间 反 演 而 言 的 对 称 性 ) 就 可 以 简单 地 表 成 振幅 ,A 对 下 标 
a,b 的 对 称 性 . 由 此 可 知 ,系数 M,, 一 定 也 有 这 样 的 对 称 性 (M,, = M,,). 
振幅 /2 的 乏 正 条 件 为 [参考 (144. 8)] 
lm = > leh, (145. 2) 


把 (145. 1) 代 入 ,经 过 直接 计算 后 得 
Muw 网 M a o> MM 
到 We 2 本 
0 -+ (E-E,) td 
如 果 这 个 方程 对 所 有 的 能 量 五 恒 成 立 ,首先 应 有 M。 = Mi,, 亦 即 M,, 是 一 个 实 
量 . 于 是 得 
M,, = > MAMi， (145. 3 ) 


亦 即 系数 矩阵 M,, 必 须 等 于 其 自身 的 平方 . 
实 对 称 和 矩阵 M,, 通 过 适当 的 线性 正 交 变换 U 以 后 可 以 化 成 对 角形 式 . 用 
M'" 标记 它 的 对 角 元 ( 本 征 值 ) ,这 个 变换 可 写成 
> Dts = Bs 


式 中 的 变换 系数 满足 以 下 正 交 关 系 : 
UUs =0,g ， (145.4) 


Me (C145, 3) 


(145.3) 式 给 出 了 本 征 值 M'” 的 条 件 M'”=(M'“) ,因此 它们 只 能 是 0 或 

1 ,如 果 只 有 一 个 M'" 不 等 于 零 ( 设 为 M"” =1), 则 (145.5) 给 出 
M =U Us (145.6) 
亦 即 所 有 的 矩阵 元 M,, 都 可 用 U1,(a=1,2,…) 这 组 量 表 出 . 如 果 有 几 个 M ”不 
等 于 零 ,那么 矩阵 元 M,, 可 用 U1,,U,。,… 几 组 量 的 和 表 出 ,这 些 量 只 有 正 交 关系 
因而 是 独立 的 . 这 种 情形 相当 于 偶然 简 并 ,此 时 复合 核 的 几 个 不 同 准 定 态 对 应 于 
同一 个 准 离散 能 级 加 . 忽略 这 种 不 重要 的 情形 , 亦 即 只 考虑 非 简 并 能 级 ,我 们 束 


Q@ ”这 一 点 特别 清楚 地 表现 在 所 有 的 M'") =1 时 的 情形 ,由 (145.4) 和 (145.5) ,此 时 有 用, =5uw , 亦 
即 不 同道 之 间 没有 跃迁 . 换 句 话说 ,这 种 情形 相当 于 存在 着 若干 个 彼此 独立 的 准 离 散 态 ,每 个 态 在 一 个 道 
的 弹性 散射 中 出 现 . 
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可 得 出 这 样 的 结论 :矩阵 元 M,, 等 于 一 些 量 的 乘积 ,其 中 的 每 个 量 只 和 一 个 道 的 


指标 有 关 . 
采用 记号 
Wl gl, 
可 把 (145.6) 式 写成 
We ( 145, 7) 


Mi 的 符号 与 V1, 和 Us 的 符号 有 关 , 还 不 能 确定 . 考虑 到 等 式 > UU =1, 所 定 
义 的 工 , 满足 下 式 : 
FP (145. 8) 


六 。 称 为 各 个 站 的 分 宽度 . 公式 (145.1),(145.7) 和 (145.8) 给 出 了 待 求 的 散射 
振幅 的 一 般 形式 . 

现在 把 最 终 公 式 改 写 一 下 , 取 茶 个 固定 的 道 为 输入 道 . 该 道 的 分 宽度 记 作 
T.( 弹性 宽度 ) 其 它 反 应 道 的 宽度 记 作 荆 , ,TT ,…. 

弹性 散射 总 振幅 为 


着- 
jlo = C0 = : 


二 esiVp (cos 9) ， (145.9) 





有 
E=E, ry 


式 中 是 和 人 射 粒子 的 波 数 ,f ”是 势 散射 振幅 . 此 式 和 (134. 12) 式 的 区 别 在 于 共 
振 项 分 子 中 的 械 换 成 了 较 小 的 芽 .. 
早已 提 过 非 弹 性 过 程 的 振幅 是 纯 共 振 型 的 . 微分 截面 为 
ds a i 四 (145. 10 ) 
4k (B-E)’+aT 
积分 截面 为 
i 


ee (CL45. 11) 
(BB) 


> = 


所 有 非 弹 性 过 程 的 总 截面 为 


ye 
0,= (21+1)7 4 


po (145. 12) 
(a -E) iF 
其 中 ,= 本 -了 T, 称 为 该 能 级 的 总 非 弹 性 宽度 . 

还 想 知 道 的 是 反应 截面 在 共振 值 =E, 附近 的 能 量 范围 内 的 积分 结果 . 由 


QD 这 些 公式 首先 由 布 赖 特 和 维 格 纳 (G. Breit, E. Wigner,1936 ) 得 到 . 
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于 co, 离开 共振 时 衰减 得 很 快 ,对 E-E。 的 积分 可 以 延伸 为 -% 到 +% , 求 得 
?yy 


27 ”7 .7 ， 
| 7 (145. 13 ) 


在 慢 中 子 散 射 中 ( 它 的 波长 远大 于 原子 核 的 线 度 ) ,只 有 s 波 散 射 是 重要 
的 , 它 的 势 散 射 振幅 是 一 个 实 常数 -a. (134. 14 ) 变 成 


到 
大志 二 (145. 14 ) 


24( i | 
弹性 散射 总 截面 为 


» mT +4akT.(E-E,) 


0, =4TQ + 1 (145. 15 ) 


(E~-E,) + 二 

4Ta: 这 一 项 可 以 称 为 势 散射 截面 . 我 们 看 到 共振 区 内 存在 着 势 散 射 和 共振 
散射 的 干涉 . 只 有 在 该 能 级 的 邻近 (E -E, ~ 丁 ) 才 能 略 去 振幅 a( 记 得 lakl <<1) ,此 
时 的 慢 中 子弹 性 散射 截面 公式 变 成 


k 0 
4 
弹性 和 非 弹 性 散射 的 总 截面 为 
rr =o, +ao, = 二 (145. 17 ) 
(E-E)’ +iT 

当 势 散射 可 和 忽略 时 ,截面 o,,o,, 可 表 成 以 下 形式 : 

i 

Cn 


x, 是 所 有 共振 过 程 的 截面 之 和 ,可 以 看 作 是 复合 核 的 形成 截面 . 各 种 弹性 和 非 
弹性 过 程 的 截面 ,等 于 o, 乘 以 复合 核 衰变 为 该 道 的 相对 概率 ,后 者 是 能 级 总 宽 
度 和 相应 分 宽度 的 比值 . 截面 的 这 种 表述 方式 ,完全 是 由 于 散射 振幅 分 子 中 的 系 
数 M,, 能 够 进行 因 式 分 解 的 结果 , 它 相 当 于 这 样 的 物理 图 像 , 该 碰撞 过 程 可 分 两 
步 实现 : 先 形 成 处 于 某 一 准 离散 态 中 的 复合 核 ,然后 通过 某 一 个 道 训 变 由 

正如 $134 中 早已 提 到 的 ,此 处 所 讨论 公式 的 适用 范围 只 受到 一 个 条 件 的 
限制 , 即 差 值 1E - E。1 必 须 小 于 该 复合 核 两 个 (具有 相同 的 角 动 量 值 ) 相 邻 准 离 
散 能 级 的 间距 D. 我 们 还 提 到 过 ,如 果 E=0 值 位 于 共振 区 内 ,上 述 这 些 公式 不 允 


@ 所 有 以 上 的 计算 都 是 以 a+ 钱 =b5+Y 型 的 反应 为 基础 的 ,从 两 个 初始 粒子 (入 射 粒子 和 核 ) 出 发 
变 成 两 个 粒子 . 但 从 所 得 结果 的 物理 本 质 可 以 看 出 ,这 样 的 假定 并 不 是 必需 的 . (145. 11) 那 样 的 积分 截面 
式 对 原子 核 中 逸 出 多 个 粒子 的 反应 讲 来 也 是 成 立 的 . 
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a 
许 过 渡 到 一 0 的 极限 . 在 这 种 情形 下 公式 应 作 修 改 , 即 把 能 量 E, 改 成 某 个 有 
关 的 常数 so ,把 弹性 宽度 三. 改 成 y, VE , 非 弹 性 宽度 让, 仍 应 看 作 常 数 (H. A. 
Bethe，C. Placzek ,1937) 0. 这些 修 改 使 得 当 E_0 时 , 非 弹 性 截面 (145. 12 ) 按 
1/VE 增 长 ,与 慢 粒 子 非 弹 性 散射 的 普遍 理论 相 一 致 ( § 143 ) . 

当 考 虑 相 碰 粒子 的 自 旋 以 后 ,公式 一 般 讲 来 非常 复杂 . 我 们 只 考虑 最 简单 的 
但 是 比较 重要 的 慢 中 子 散 射 情 形 ,参与 散射 的 只 有 1=0 的 轨道 角 动 量 . 复合 核 


的 自 旋 由 靶 核 的 自 旋 ; 和 中 子 的 自 旋 。 = 于 相 加 而 得 , 它 可 取 7 =i+ 二 两 个 值 


(我 们 假定 i0, 否 则 公式 不 需 改变 ). 复合 核 的 每 个 准 离 散 能 级 和 一 个 确定 的 j 
值 相 联系 ,因此 反应 截面 等 于 (145. 12) 式 ( 取 !=0) 乘 以 概率 g(j) ,g(j) 就 是 当 
有 一 个 共振 能 级 存在 时 原子 核 加 中 子 这 个 系统 具有 必要 的 j 值 的 概率 . 

我 们 假定 中 子 和 靶 核 的 自 旋 取向 都 是 完全 任意 的 ,对 i 和 s 这 一 对 目 旋 讲 
来 ,共有 (2i+1)(2s +1) =2(2i+1) 种 可 能 的 取向 . 其 中 有 27+1 种 取 癌 对 应 于 
给 定 的 总 角 动 量 值 j, 假 定 所 有 的 空间 取向 都 是 等 概率 的 ,我 们 求 得 具有 给 定 j 
值 的 概率 为 

g()) i (145. 18) 

弹性 散射 的 截面 公式 也 应 作 同 样 的 修改 ,但 应 记得 势 散 射 中 这 两 个 j 值 全 
都 存在 ,因此 (145. 15 ) 式 的 第 二 项 中 应 该 包含 一 个 g()) 因 了 于 (7 为 该 共振 能 级 的 
总 角 动 量 ) ,4mra 这 一 项 应 改 为 求 和 式 : 

2, &( 记 4m[a 色 了. 

共振 反应 通过 复合 核 的 形成 阶段 (处 于 某 一 准 定 态 中 ) 这 一 事实 ,导致 有 
大 反应 产物 角 分 布 问题 的 某 些 一 般 性 结论 ,每 个 准 定 态 ( 除 了 其 它 特 性 以 外 1 
具有 一 定 的 宇 称 . 因而 这 个 复合 核 赔 变 后 形成 的 b+ 了 粒子 系统 也 有 同样 的 宇 
称 . 这 意味 着 该 系统 的 波 函 数 及 其 反应 振幅 当 坐标 系 反 演 后 只 是 乘 上 了 一 个 
+1 因子 ;振幅 的 平方 即 截面 因而 保持 不 变 . 坐标 系 的 反 演 对 确定 散射 方向 的 
极 角 和 方位 角 讲 来 意味 着 作 变换 bg 一 mr - 9,p 一 mn + gp( 在 系统 的 质心 系 中 ). 反 
应 产物 的 角 分 布 因而 对 这 个 变换 保持 不 变 ,特别 是 , 当 我 们 对 参与 反应 的 所 有 
粒子 的 自 旋 取 向 平均 以 后 ,截面 只 和 散射 角 9 有关, 对 这 个 角 而 言 的 角 分 布 必 
然 对 称 于 变换 9->m - 9, 也 就 是 角 分 布 (在 质心 系 中 ) 对 称 于 粒子 碰撞 方向 的 垂 


山 ”要 注意 的 是 ,对 于 小 能 量 情形 下 可 能 发 生 的 那些 非 弹性 过 程 讲 来 ( 例如 辐射 俘获 ) ,下 =0 值 不 是 
一 个 阔 值 . 当 能 量 接近 于 该 反应 的 阐 值 时 ( 低 于 阅 值 该 反应 不 会 发 生 ) ,分 宽度 ,应 作 六 所作 的 那 种 
修改 . 
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直 平 面 山 . 

鉴于 复合 核 具有 大 量 密集 的 能 级 ,截面 随 能 量 的 具体 变化 对 许多 散射 过 程 
说 来 极为 复杂 ,这 种 复杂 性 造成 了 一 个 困难 ,使 我 们 难于 发 现 从 一 个 核 到 为 一 个 
核 时 截面 性 质 的 任何 系统 性 变化 . 因此 我 们 就 有 理由 去 人 研究 抛 开 共振 结构 细 市 
的 那 种 截面 行为 ,也 就 是 对 远大 于 能 级 间距 的 能 量 间 隔 进 行 平均 以 后 的 截面 行 
为 . 这 样 的 处 理 也 不 必 区 分 不 同类 型 的 非 弹 性 过 程 . 只 把 散射 分 为 “弹性 ”和 “ 非 
弹性 ”部 分 (其 含义 见 后 )&. 

为 了 说 明 平 均 过 程 的 含义 ,我 们 仍 略 去 与 自 旋 有 关 的 复杂 性 ,来 考虑 1=0 
的 分 波 截面 . 

按照 (142. 7 二 ， 


0.=71S -11, ci= 羡 (1-131)， 
(145. 19) 


ar， = 72(1 - ReS) 
弹性 和 非 弹 性 截面 以 及 由 此 而 得 的 总 截面 通过 同一 个 量 $( 为 简洁 计 省 略 了 指 
标 (0) ) 表 达 出 来 . 对 能 量 间 隔 求 平均 时 ,与 $ 成 线性 关系 的 总 截面 可 以 通过 $ 
的 平均 值 表 成 
0,=772(1- ReS)， (145. 20) 


1/k* 因子 变化 缓慢 ,不 受 平均 的 影响 ,平均 以 后 的 “弹性 "截面 被 定义 成 为 
or =71S-11, C145. S19 


它 一 般 地 不 等 于 平均 值 o,, 换 句 话 说 ,这 样 的 弹性 散射 是 先 对 出 射 波 Se™/r 中 
的 振幅 平均 以 后 再 来 定义 的 ,采用 这 个 定义 ,一 个 波 包 的 弹性 散射 保持 它 的 形状 
不 变 . 我 们 可 以 说 ,(145. 21) 式 的 截面 与 散射 的 “相干 ”部 分 有 关 . 这 就 意味 着 ， 
通过 形成 复合 核 而 发 生 的 那 一 部 分 弹性 散射 被 排除 在 外 : 当 一 长 寿命 的 复合 核 
已 经 形成 随后 又 训 变 时 ,入 射 波 包 的 特征 当然 全 都 丧失 . 这 个 平均 化 模型 中 的 


“ 非 弹性 ”散射 现在 自然 是 由 差 值 o* =o, -o* 来 定义 , 即 
or TEST 和 (145. 22 ) 


因此 其 中 不 但 包括 各 种 非 弹性 过 程 ,也 还 包括 形成 中 间 复 合 核 而 发 生 的 那 一 部 
四 对 于 无 自 旋 粒 子 ,微分 反应 截面 简单 地 正比 于 [Pi( cos 9) ] * ,这 种 对 称 性 很 明显 ， 


人 以 下 的 平均 方法 (进展 到 所 谓 核 散射 的 光学 模型 ) 是 由 V.F. Weisskopf,C. E. Porter. 和 H. Fesh- 
bach(1954 ) 提出 的 . 
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分 弹性 散射 

很 易 看 出 ,这 种 解释 给 出 了 极限 情形 的 正确 处 理 ,因而 可 以 进行 合理 的 
内 插 . 

在 低能 范围 内 ,共振 之 间 分 得 很 开 ( 厂 <<D) ,每 个 能 级 附近 的 $ 值 由 下 式 


给 出 : 
Sd | 0 
B= 


ce 大 
1 (145. 23 


平均 后 得 


其 中 六 和 D 是 对 所 考虑 能 量 范围 内 所 有 的 能 级 平均 以 后 所 得 的 弹性 宽度 和 平 
均 能 级 间距 , 缓 变 函数 86" (E) 在 这 个 平均 中 可 看 作 一 个 常数 . 从 而 得 


o* -和 (145. 24) 

式 中 已 略 去 ~ TD 的 小 项 @. 此 式 实际 上 和 截面 (145. 17 ) 的 平均 值 一 致 ,如 前 
所 述 , 它 对 应 于 复合 核 的 形成 . 

随 着 复合 核 激 发 能 量 的 增 大 ,能 级 间距 减 小 ,衰变 概率 (以 及 能 级 的 总 宽 
度 ) 增 大 ,以 致 能 级 开始 交 秋 (此 时 准 离散 能 级 这 一 概念 本 身 也 在 很 大 程度 上 失 
去 它 的 意义 ). 函数 5S(E) 的 不 规则 性 就 逐渐 平滑 下 去 ,使 得 精确 函数 和 平均 函 
数 的 差别 逐渐 变 小 ,截面 式 (145. 22 ) 就 和 (145. 19) 式 给 出 的 e, 相同 . 这 一 点 与 
下 列 事实 一 致 ,高 能 时 复合 核 通过 输入 道 而 训 变 与 该 能 量 下 可 能 发 生 的 各 种 误 
变 方式 比较 起 来 是 不 重要 的 . 因此 在 这 个 能 量 范围 内 ,所 有 参与 形成 复合 核 的 过 
程 都 可 以 看 作 是 非 弹性 的 . 

由 此 可 见 ,平均 模型 中 的 散射 还 是 能 用 一 个 量 5 来 确定 ,现在 5 是 能 量 的 光 
滑 函 数 . 在 光学 模型 中 ,为 了 算出 这 个 函数 ,原子 核 的 散射 特性 用 一 个 具有 复 势 
的 力 场 来 近似 . 该 势 的 虚 部 使 其 结果 除 弹 性 散射 外 还 有 粒子 的 吸收 ,这 种 吸收 相 
当 于 平均 模型 中 的 “ 非 弹性 "散射 ,其 截面 由 (145. 22 ) 式 给 出 . 


$146 ”反应 中 的 末 态 相互 作用 
反应 结果 所 产生 的 粒子 之 间 的 相互 作用 ,可 以 对 它们 的 能 量 分 布 和 角 分 布 
产生 重要 的 影响 . 而 这 种 效应 , 当 相 互 作 用 粒子 的 相对 速度 很 小 时 目 然 特 别 明 


@ ”由 于 其 它 能 级 的 存在 而 在 一 个 能 级 的 范围 内 所 产生 的 那些 项 ,都 具有 同样 的 数量 级 . 


$146 反应 中 的 末 态 相互 作用 .559 . 





显 . 例如 在 伴 有 两 个 或 更 多 个 核子 辐射 的 核反应 中 ,就 存在 着 这 种 现象 ,在 这 里 
效应 来 自 自由 核子 之 间 的 核 力作 用 吕 . 

设 po 为 逸 出 核子 对 的 质心 动量 ,P 为 它们 的 相对 动量 . 我 们 假定 p <<m , 因 
而 相对 动能 =p /m(m 为 核子 质量 ) 远 小 于 质心 动能 ,=p:/4m. 我 们 还 假定 
E。 远大 于 双核 子 系统 的 ( 真 的 或 虚 的 ) 能 级 s. 这 就 是 说 , 仅 假定 核子 间 的 相对 
运动 是 “ 慢 ” 的 ,而 核子 本 身 的 运动 都 是 “ 快 ” 的 . 

反应 概率 是 和 处 于 “反应 带 ” 内 的 生成 粒子 的 波 函 数 模 量 平方 成 正比 的 ,这 
个 ”市 “内 的 粒子 间距 具有 核 力 力 程 a 的 数量 级 ( 见 $ 134 中 对 于 初始 粒子 的 类 
似 讨论 ) .在 目前 情形 下 ,我 们 的 目的 只 是 求 出 反应 概率 和 一 对 核子 的 相对 运动 
特性 之 间 的 关系 . 因此 只 需 考 虑 相对 运动 波 函数 yw,(r) 就 足够 了 ,生成 一 对 相对 
动量 在 dp 区 间 内 的 核子 的 概率 为 

dw, = 常数 xly(a)1 dp， (146. 1 ) 

$ 136 中 曾经 指出 过 ,为 了 求 出 一 个 系统 通过 散射 进入 具有 确定 运动 方向 
的 状态 的 概率 ,我们 应 该 采用 (在 无 穷 远 处 ) 只 含 人 射 波 和 一 个 平面 波 的 未 态 波 
函 yo ”作为 波 函 数 ,这些 函数 应 按 动 量 的 8 函数 归 一 化 .wy' 函数 也 可 从 砂 (9 
曙 数 直接 得 到 ( 取 复 共 斩 并 改变 己 的 符号 ) ,y' "(在 无 穷 远 处 ) 含 有 出 射 球面 波 
与 两 粒子 的 相互 散射 相当 . 代入 (146. 1) 时 两 者 的 差别 并 不 重要 , 即 (146.1) 中 
的 y, 可 以 取 作 yw,” ,于 是 问题 就 化 为 早已 讨论 过 的 慢 粒 子 共振 散射 . 

几 困 数 在 >~a 区 域内 的 具体 形状 尽管 是 不 知道 的 ,为 了 求 出 概率 和 能 量 E 
的 关系 ,我 们 只 需 考 虑 7 三 1/k >> a 距离 处 的 这 个 函数 ( 式 中 的 k=p/ii; 已 假定 
ka <<1) ,然后 把 它 延 伸 到 距离 r+ ~a 处 就 足够 了 @. y, 的 主要 贡献 来 自 球面 波 
(含有 1/r 因子 ) ,这 个 波 等 于 一 组 1 值 不 同 的 分 波 , 它 们 的 振幅 就 是 相应 的 散射 
振幅 . 由 于 低能 时 1 关 0 的 散射 振幅 比较 小 , 求 1y,(a)1 时 只 需 考 虑 s 波 . 因此 
根据 (133.7) 式 有 
C LAG. 站 





其 中 «= V2mlel/ 碟 ,而 e 为 双核 子 系统 的 束缚 (或 虚 ) 态 能 量 @. 上 式 代入 
(146. 1 ) 得 


_ d 
dw, = 常数 x 一 全 (146. 3) 


QD 下 述 结果 先 由 A. B. Migdal(1950 ) 得 到 ,后 由 K. M. Watson(1952 ) 独 立地 得 到 . 

@ ”这样 做 是 允许 的 ,因为 在 r<<1/k 的 区 域内 ,确定 y, 的 苹 定 记 方程 中 可 以 略 去 能 量 及 因此 这 个 
区 域内 yy, 入 的 关系 完全 决定 于 它 和 rr~1/k 区 域内 函数 的 “衔接 "条件 . 

3) 这 里 所 指 的 是 自 旋 平行 或 反 平行 的 np 系统 ,或 者 是 自 旋 反 平行 的 nn 系统 .至 于 pp 系统 ,由 于 库 
仑 矿 力 而 使 情况 复杂 化 ,此 时 要 用 $ 138 中 给 出 的 理论 来 处 理 . 
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可 见 动量 的 方向 分 布 (在 双核 子 系统 的 质心 系 中 ) 是 各 向 同性 的 . 相对 运动 
的 能 量 分 布 由 下 式 给 出 : 





_ Ww .NEAE 
年 数 x E+lel SA 
我 们 看 到 ,核子 间 的 相互 作用 使 得 能 量 分 布 在 低能 区 的 ~ 1e 1 处 出 现 一 个 极 


大 值 @ 

实验 室 坐 标 系 中 ,小 的 9 角 ( 两 粒子 动量 的 夹 角 ) 对 应 于 小 的 相对 动量 值 
(p <<po). 因此 巨 分 布 中 存在 着 极 大 值 ,对 应 于 实验 室 坐标 系 中 核子 移出 方向 
间 的 角 关联 在 小 的 9 值 时 出 现 增长 的 概率 . 

设 p, 和 ps 是 实验 室 坐标 系 中 两 个 核子 的 动量 , 则 有 


1 
Pu =Di +p,, Pp = (ps = 


| 西 个 相同 粒子 的 折合 质 质量 为 地 mm. 以 上 两 式 矢 乘 后 得 p。xp =Pi xps, 故 当 
P <<po 时 有 
Pop ，=PiPp2sIn 0~ 人 0 

或 6=4p, /po, 其 中 p ,是 矢量 p 相对 于 pp 方向 而 言 的 横向 分 量 ,0 是 p, 和 p, 方 
回 间 所 夹 的 小 角 . 把 (146. 3 ) 改 写成 以 下 形式 : 

dw, = 常数 x 2 
Lo Ep lal 
并 对 pjy 积 分 , 即 得 对 9 角 而 言 的 概率 分 布 . 由 于 积分 收敛 很 快 ,积分 限 可 延伸 到 
从 -om 到 +o ,最 后 结果 为 


do -= 党 数 X pdb 


本 
立体 角 元 do=2Tbd6 的 角 分 布 在 9~ V1e1/E, 处 有 一 极 大 值 . 


$147 反应 辣 附 近 的 截面 行为 


如 有 果 反 应 产物 的 内 能 之 和 超过 了 初始 粒子 的 内 能 之 和 ,这 个 反应 就 有 一 
阅 : 仅 当 碰 撞 粒 子 的 动能 (在 质心 系 中 )E 超过 某 个 一 定 的 “ 阅 " 值 Es raed 


(146.5) 


中 严格 讲 来 ,(146.3)(146.4) 式 中 的 常 系数 也 可 能 依赖 于 E( 通 过 整个 反应 产物 系统 的 其 余部 分 
的 波 函 数 ) ,但 是 这 样 的 依赖 关系 是 很 弱 的 :这 个 系数 作为 E 的 函数 ,只 有 在 该 反应 中 核子 对 所 能 具有 的 
整个 能 量 范围 内 ( ~ Eo ) 才 会 有 显著 的 变化 ,因此 对 << Eo 区 间 内 的 分 布 讲 来 ,这 种 依赖 关系 与 (146. 4) 
式 所 示 的 强烈 关系 相 比 可 以 略 去 不 计 . 


8$147 反应 阅 附 近 的 截面 行为 . 561.: 


应 才 有 可 能 发 生 . 我 们 来 考察 国 值 附近 的 反应 截面 依赖 于 能 量 的 特点 . 我 们 假定 
反应 产物 只 有 两 个 粒子 (4 +B=A’+B' 型 ). 

在 国 的 附近 ,生成 粒子 的 相对 速度 很 小 ,这 种 反应 与 碰撞 粒子 速度 很 低 的 
反应 正好 相反 . 截面 和 wvw' 的 关系 因此 很 易 通 过 (144. 13 ) 式 的 细致 平衡 原理 以 及 
反应 的 已 知 能 量 关 系 求 出 ,而 > 是 该 式 中 输入 道 的 速度 ( $ 143 ) .在 很 大 一 类 反 
应 中 ,4' 和 B' 粒 子 间 不 存在 库仑 作用 (例如 产生 一 个 慢 中 子 的 核反应 ) ,因而 求 
得 的 反应 截面 与 (1/v') 成 正比 中 , 即 

Or ~v (147.1) 

同 理 我 们 求 得 截面 和 碰撞 粒子 能 量 的 下 列 关系 :速度 vw 从 而 还 有 反应 截面 o, 与 
差 值 E -Es 的 平方 根 成 正比 

0o,=A /JE=-E, {147. 2) 

不 同道 的 散射 振幅 间 由 乏 正 条 件 联 系 . 因此 打开 一 个 新 道 也 使 其 它 过 程 的 
截面 包括 弹性 散射 截面 在 内 的 能 量 关 系 式 中 出 现 茶 些 奇 点 ( 卫 . P. Wigner, 1948; 
A. HH. Ba3p ,1957;G. Breit,1957 ) .为 了 前 明 这 种 现象 的 由 来 及 性 质 , 我 们 考虑 一 
个 简单 情形 ,此 时 低 于 反应 国 的 只 有 弹性 散射 . 

在 阅 值 附近 ,所 产生 的 4' 和 B' 粒 子 处 于 轨道 角 动 量 /=0 的 态 中 [对 应 于 
(147.2) 式 ]. 如 果 反 应 中 的 粒子 无 自 旋 , 轨 道 角 动量 守恒 ,4 +B 粒子 系统 也 处 
于 s 态 中 .按照 (142.7) ,l=0 的 反应 分 截面 与 弹性 散射 的 $ 矩阵 元 的 关系 为 


or =7(1-=150), {L497. 3) 


式 中 上 是 碰撞 粒子 的 波 数 . 令 (147.2) 和 (147.3) 相 等 ,我 们 求 出 正好 在 反应 立 
以 上 的 精确 到 VE -En 数量 级 的 模 量 15。1, 它 等 于 


1 ,Cy (147.4) 
式 中 kw = V2mEm /ih,m 是 粒子 4 和 8B 的 折合 质量 , 阐 值 以 下 只 有 弹性 散射 , 故 
[= (147.5) 


但 是 散射 振幅 从 而 5。 应 该 是 整个 能 量变 化 区 域内 的 解析 函数 ,这 样 的 函数 [在 
六 值 以 上 取 值 为 (147.4) ,在 浆 值 以 下 取 值 为 (147.5) ] ,可 同样 精确 地 由 下 了 式 
表 出 


i - 
5 = [1 -294 E-E), (147.6) 
27 


式 中 的 6。 是 常数 ,E < Es 时 上 式 的 根 号 变 成 虚数 , 方 括号 内 表 式 的 模 量 和 1 只 


”这 个 结果 相当 于 $144 末 导 出 的 pj 一 0 时 振幅 fs 的 常数 极限 . 截面 式 (144.4) 正 比 于 py. 


. 562 . 第 十 八 章 ” 非 弹性 碰撞 





差 一 个 更 高 级 的 小 量 . 
对 于 所 有 的 7 关 0 ,不 存在 非 弹 性 散射 ,所 以 
Su =0 1 (lO (147.7) 
在 网 值 附近 ,相位 6, 应 取 它 在 E= Ew 处 的 值 . 
把 所 得 的 Sm 值 代入 (142.2) , 即 得 反应 阔 附 近 散 射 振幅 的 以 下 表 式 : 


k 
f(0,E) =fn(0) = yf Ra (147.8) 
其 中 友 (9) 是 =Es 时 的 散射 振幅 . 因此 散射 微分 截面 为 


a : 
= fa(0) 1 + 3A VE -Enlm|fa(0)e"”) ,E>En, 


= 0) = bE=EnRatfa(0e “| <E, 
把 振幅 写成 Ifanle™” ed 


= fa(0) 1 -Alfa (0) | DE 
(147. 9) 
这 个 公式 中 截面 和 能 量 的 关系 ,根据 角度 26, -a 在 第 一 ,第 二 ,第 三 和 第 四 
象限 内 而 分 别 具 有 图 50a,b,c,d 的 形式 . 每 种 情形 下 都 有 两 个 分 支 位 于 公共 的 


垂直 切线 的 两 边 . 


| do 
| dE 


SE 


Sl8 
< 
SE 


(147.9) 对 do 积分 时 ,第 二 项 的 积分 贡献 只 能 来 自负 (9) 的 各 向 同性 部 分 ， 


@ 由 于 61(E) 在 E>Enm 和 EE<Enm 时 都 是 实 函 数 , 它 可 按 E-Enm 的 整数 寡 展 开 成 级 数 . 


8$147 反应 阅 附 近 的 截面 行为 。 563 . 


即 弹性 散射 的 s 分 波 振 幅 (e -1)/2ikm. 从 而 得 阔 值 附近 的 弹性 散射 总 截面 


sin 6, E>bE,, 
| (147. 10) 


o=0om-24 VIE-En! “| 
sin Oucos O00,E < bn: 
对 于 正 的 和 负 的 sin 66cos 5,, 上 式 分 别 具 有 图 50 中 (a) 或 (b) 的 形状 . 

由 此 可 知 ,反应 阔 的 存在 使 得 弹性 散射 截面 对 能 量 的 依赖 关系 中 出 现 一 个 
特征 奇 点 . 如 果 粒 子 具 有 自 旋 , 公 式 当然 会 有 定量 方面 的 差别 ,但 是 这 种 效应 的 
一 般 特 性 仍然 不 变 @ ,如 果 阔 值 以 下 除了 弹性 散射 外 还 有 别 的 反应 ,那么 在 该 反 
应 的 截面 中 也 将 出 现 相应 的 奇 点 . 这 些 截 面 都 在 已 = 已。 处 具有 一 个 奇 点 ,并 在 
E =Em 附近 是 V 互 = 万 | 的 线性 函数 ,这 个 函数 在 阔 值 上 下 具有 不 同 的 斜率 . 

在 辐射 出 一 个 带 正 电 荷 的 粒子 的 核反应 中 ,我 们 碰 到 了 反应 产物 (粒子 4; 
和 B') 间 具有 库仑 斥 力 的 情形 . 在 这 种 情形 下 , 当 v' 0( 即 EEn ) 时 ,反应 截面 
以 及 这 个 截面 对 能 量 的 所 有 微 商 都 指数 式 地 趋 于 零 ,并 在 其 它 过 程 的 截面 中 没 
有 奇 点 . 

最 后 ,我 们 来 考虑 生成 两 个 电荷 相 异 的 慢 粒子 的 反应 ,因而 粒子 间 具 有 库仑 
引力 . 这 种 反应 的 截面 通过 细致 平衡 原理 与 两 个 相 吸 慢 粒 子 反应 的 截面 式 
(143.6) 相 联系 . 因此 当 v 一 0 时 ,该 截面 趋向 常数 极限 值 : 

/一 0，o = 常数 . (C147.11) 
亦 即 通过 立 值 时 反应 截面 突然 具有 某 一 有 限 值 . 

现在 来 阐明 这 种 反应 的 弹性 散射 截面 在 阔 值 附近 的 奇 点 性 质 (A. IH. Bass， 
1959) ,但 它 不 可 能 像 不 带电 粒子 那样 根据 阔 值 以 上 的 已 知 规 律 (147. 11 ) 用 前 
面 的 简单 办 法 直接 地 求 得 . 与 后 一 种 情况 相 比 较 ,现在 的 情况 由 于 下 列 事实 而 复 
杂 化 了 :4' +B' 系 统 在 近 贱 区 (E < Em ) 具 有 束缚 态 , 它 们 对 应 于 库仑 引力 场 中 的 
离散 能 级 ,从 能 量 角度 看 来 ,这 些 态 可 以 在 粒子 4 和 B 的 碰撞 中 形成 ,但 由 于 弹 
性 散射 的 可 能 性 ,它们 只 能 是 准 定 态 ,然而 ,它们 的 存在 必然 会 在 阀 值 以 下 的 弹 
性 散射 中 引起 与 布 赖 特 - 维 格 纳 共 振 相 类 似 的 共振 效应 . 

为 了 解决 上 述 问题 ,我 们 来 研究 描述 碰撞 过 程 的 波 函 数 的 结构 . 与 两 道 的 存 
在 相 一 致 ,相互 作用 粒子 系统 的 醉 定 滑 方程 具有 在 整个 位 形 空间 内 为 有 限 的 两 
个 独立 解 , 令 汪 , 和 vw, 代表 这 两 个 任意 选 定 和 任意 归 一 化 的 解 . 我 们 可 以 把 这 两 
个 函数 线性 组 合 起 来 用 以 描述 其 中 一 道 为 输入 道 情形 时 的 散射 , 令 a 和 4b 分 别 
代表 粒子 对 为 4,B 和 4",B' 的 两 个 道 ,并 令 峭 = ay + asys 对 应 于 输入 道 a 的 
情形 , 它 描述 粒子 4 和 B 的 弹性 散射 以 及 反应 4 + BA’ +B'. 在 反应 阐 附 近 , 系 
数 a, 和 as 显著 地 依赖 于 小 动量 ,而 任 选 的 函数 yy 和 wy, 在 和 =0 处 没有 


QD 自 旋 不 等 于 零 时 ,s 态 中 的 4'+B' 系 统 可 以 具有 不 等 于 零 的 总 角 动 量 ,因而 4+B 系统 可 以 具有 
不 同 的 轨道 态 . 
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奇 扩 . 

在 远 距 离 处 ,函数 必须 表 为 两 项 之 和 ,它们 对 应 于 a 和 2 道中 粒子 对 的 运 
动 . 这 两 项 都 等 于 粒子 的 “内 部 ”函数 及 其 相对 运动 波 函 数 的 乘积 ,后 一 种 函数 
在 a 道中 明 R， -SR 形式 ,在 4b 道中 呈 -5,,Ri 形式 ,其 中 R* 和 R 是 相应 道 
的 出 射 和 入 射 波 , 在 远大 于 短程 力 的 作用 距离 同时 远 小 于 1/%k 的 距离 ro。 处 ,这 
些 函 数 (及 其 导数 ) 应 该 和 “反应 带 ” 内 的 波 函 数 y 算 出 的 数值 衔接 起 来 . 衔接 条 
件 如 下 式 所 示 

i 0 = 3 Rl bi bs -Bs 
aa tasa,=(R, -SR ) 1 ， aip +ab’,= -Bo | 
式 中 的 aj ,a ,5b1,b',… 是 从 函数 yy 和 wy 算出 的 量 . 按照 上 面 的 讨论 ,在 近 靖 
处 它们 可 看 作 是 一 些 和 %, 无 关 的 常数 . 把 以 上 两 对 方程 相 除 ,我 们 得 到 具有 两 
个 未 知 数 (aya 和 $。。) 的 两 个 线性 方程 . 这 两 个 方程 的 系数 中 只 包含 一 个 “ 临 
界 地 ”依赖 于 %, 的 量 , 即 4 道中 出 射 波 的 对 数 导 数 . 我 们 把 这 个 量 定义 成 
oo 
27 rR, ey 

我 们 没有 必要 求 出 这 些 方 程 的 具体 解答 ,只 要 注意 到 我 们 所 需 的 量 $,, (确定 弹 
性 散射 振幅 ) 是 和 的 分 式 线 性 函数 就 足够 了 . 阔 值 以 下 的 和 A 是 实数 ,因为 波 函 数 
R+: 是 实 函 数 , 它 是 无 穷 远 处 具有 实 条 件 ( 按 e “衰减 ,其 中 k，= 
/2mi(Em 万) /i) 的 实 莅 定 读 方 程 之 解 . 阔 值 以 下 一 定 有 1S.。1 =1, 由 此 可 见 ， 
这 个 分 式 线性 函数 5,, (和) 一 定 具 有 以 下 形式 : 


a 亲人 ee e " ， (TA7. 13) 
1l+B A 


式 中 7 是 一 个 实 常 数 ,B 是 一 个 复 常 数 . 

现在 来 求 作为 动量 的 函数 的 和 值 . 由 于 粒子 4 和 B 之 间作 用 着 库仑 引 
力 ,rR; 为 无 穷 远 处 渐 近 地 正比 于 e“ 的 库仑 波 函 数 . 在 库仑 斥 力 场 中 ,这 个 函 
数 由 Co + iF 给 出 ,cs 和 FF 见 (138.4) 和 (138.7). 把 式 中 的 k 和 7 同时 变 号 , 束 
变 成 了 引力 场 情形 @. 进行 这 种 变换 并 算出 对 数 导 数 ( 见 $138) ,我 们 有 久 


ee 





@ 规律 (147. 11) 不 但 对 总 截面 成 立 , 而 且 对 各 种 ! 的 分 波 截面 也 成 立 ,参考 $ 143 末尾 . 下面 讨论 
的 奇 点 因而 也 为 所 有 的 分 波 截面 所 具有 . 它 的 性 质 完全 可 从 下 面 给 出 的 对 1=0 情形 的 处 理 中 明显 看 出 . 
为 简洁 计 , 相 应 的 分 波 振 幅 中 的 指标 0 将 省 略 掉 ， 

@ 下 面 采用 库仑 单位 .k 和 7 的 变 号 在 形式 上 相当 于 库仑 制 长 度 单位 的 变 号 . 

图 “为 了 简化 以 后 的 公式 ,我们 在 大 括号 表达 式 中 略 去 了 与 无 关 的 实 常 数 - In2rm -2C; 这 相当 于 
不 太 重 要 地 重新 定义 (147. 12) 式 中 的 复 量 B 和 实 量 7. 
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式 中 %, 已 假定 为 实 量 , 所 以 这 个 式 子 是 属于 阔 值 以 上 的 区 域 的 . 当 % 和 一 0 时 ， 
(147. 13 ) 中 的 第 一 项 趋 于 i, 第 二 项 趋 于 零 ( 见 8$138 第 4 个 附注 ) ,因此 冰 值 以 
上 有 


=i, (E>E). (147. 14) 
把 大 改 成 ix 后 ,就 过 渡 到 阅 值 以 下 的 区 域 , 当 x 一 0 时 由 (147. 13 ) 式 得 出 
A= -cot(n/k,), (E<En) (147. 15) 


这 些 公式 解决 了 所 考虑 的 问题 . 弹性 散射 截面 为 
go. =TK IS, -1 he 
浆 值 以 上 有 : 
3 Em {BSB (147. 16) 
反应 截面 一 样 ,散射 截面 在 这 个 区 域内 是 常数 . 条 件 15,,1 <1 意味 着 Im B6 > 0. 
国 值 以 下 有 
S。 = Re (Cl, 7) 
B -tan(m/k,) 
这 个 表 式 具有 无 穷 多 个 共振 ,其 密度 向 着 E=Es 点 增长 ,这 些 共振 能 量 等 于 下 
式 的 根 : 
9 = Me e"(B-tan(m/k,) ] =0 
由 于 短程 力 的 存在 ,这 些 能 级 相对 于 纯 库 仑 能 。 6 
级 (它们 是 tan (mw/x,) =0 的 根 ) 而 言 略 有 移 
动 . 当 能 量 忆 趋 近 于 阔 值 时 ,弹性 散射 截面 在 
零 和 4m/ 刀 之 间 振 荡 , 如 图 51 所 示 . 出 现 共 振 
结构 的 整个 阔 下 区 的 宽度 ,由 第 一 库仑 能 级 的 
能 量 值 所 确定 乌 . Em 


四 (147. 13) 中 的 第 一 项 给 出 -二 cot( /Ks) + 本 i(147. 13) 的 大 括号 内 的 部 分 趋 于 -meot( /ki ) 


+ 一 in, 其 中 应 用 了 公式 W(x) -yy( -x) = -Tcotmx -1/x.( 它 可 从 熟知 公式 古 (x)T( -x) = -mn/xsin mx 的 对 
数 导数 求 出 ) 和 % 一 % 时 的 极限 表 式 
W(x) =n x— 1/2x. 
回 ” 近 阅 反应 的 另 一 个 有 趣 情 形 是 原子 被 一 个 电子 所 电离 ,该 电子 的 能 量 只 是 略 大 于 该 原子 的 第 一 
个 电离 能 . 这 些 条 件 下 的 碰撞 过 程 可 以 看 作 是 准 经 典 的 ,但 由 于 末 态 中 存在 着 三 个 带电 粒子 而 使 问题 极 
大 地 复杂 化 了 这 个 难题 的 普遍 解 由 G. H. Wannier( Physical Review 90 ,817 ,1953 ) 给 出 .我 们 发 现 ,一 个 中 


性 原子 的 电离 概率 正比 于 ( - 其 中 = 一 V9173 =1.13,E -1 是 电子 的 超过 电离 阐 值 的 能 量 . 
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快 电子 和 原子 间 的 非 弹性 碰撞 ,可 用 $ 139 中 对 弹性 碰撞 的 同样 方式 ,用 下 
恩 近似 加 以 研究 0. 玻 恩 近似 的 适用 条 件 仍 和 以 前 一 样 ,入 射电 子 的 速度 必须 远 
大 于 原子 中 电子 的 速度 ,碰撞 中 的 能 量 损失 可 以 是 任意 值 ,如 果 电子 失去 了 它 的 
相当 大 一 部 分 能 量 ,原子 被 电离 ,这些 能 量 被 转移 到 其 中 的 一 个 电子 身上 . 可 是 ， 
我 们 总 可 以 把 碰撞 后 具有 较 大 速度 的 那个 电子 看 作 散 射电 子 , 这 样 ,如 果 入 射电 
子 速度 很 大 , 则 散射 电子 的 速度 也 很 大 . 

正如 早已 指出 的 ,在 一 个 电子 和 一 个 原子 的 碰撞 中 ,质心 静止 的 坐标 系 可 以 
认为 与 原子 静止 的 坐标 系 一 致 ,而 后 一 坐标 系 正 是 下 面 实 际 上 要 采用 的 . 

非 弹 性 碰撞 伴 有 原子 的 内 态 变化 . 该 原子 可 能 从 基态 跳 到 某 一 个 离散 谱 或 
连续 谱 的 激发 态 ,后 一 种 情形 意味 着 原子 的 电离 . 推导 一 般 公式 时 ,我 们 可 以 把 
这 两 种 情形 合 在 一 起 考虑 . 

我 们 先 从 连续 谱 状 态 之 间 路 迁 概 率 的 一 般 公式 出 发 (和 §126 中 一 样 ) ,把 
它 应 用 到 具有 人 射电 子 和 原子 的 系统 . 令 p,p' 为 人 射电 子 在 碰撞 前 后 的 动量 ， 
6。,E, 为 原子 的 相应 能 量 , 至 于 跃迁 概率 ,(126.9) 式 换 成 


12 2 
dw, = 1 (np'1010.p) Pa 人 +E, - (148.1) 





E,] dp 地 小 机 
(27 友 )， 
的 


Fe” 
ee 3 7 

式 中 +r 是 入 射电 子 的 径 矢 ,r, 是 原子 中 电子 的 径 矢 ,原点 位 于 原子 核 处 ,m 是 电 
子 质量 . 

电子 波 了 图 数 妇 ,多 由 以 前 的 (126. 10)(126.11) 式 确定 ,此 时 dw 就 是 碰撞 
截面 dc. 我 们 把 初 态 和 末 态 原子 波 函 数 记 作 w 和 水 . 如 果 原 子 的 末 态 属于 离 
散 谱 , 则 y,( 和 wy 一 样 ) 按 通常 方式 归 一 化 .反之 ,如 果 原 子 进 入 连续 谱 的 一 个 
态 , 波 函数 应 按 确 定 该 态 的 参量 > 的 6 函数 归 一 化 (例如 ,这 些 参 量 可 以 是 原子 
的 能 量 ,以 及 电离 时 离开 原子 的 那个 电子 的 动量 的 各 分 量 ) ,由 此 求 出 的 截面 给 
出 了 原子 碰撞 到 参量 值 介 于 > 和 vw+dv 区 间 内 的 连续 谱 态 时 的 概率 . 

Es 


dar 二 | lnp'lUl0p)1 do’, 


a 4 
式 中 的 p' 由 能 量 守 和 便 律 确定 : 


(CD §148 一 § 150 中 大 部 分 结果 是 由 H. A. Bethe(1930) 得 到 的 . 
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] 2 2 
Fm Pp —p" ) =E 一 到， (148.2) 
把 (126. 10) ,(126. 11) 式 的 电子 波 函 数 代 入 矩阵 元 中 ,得 
es m” 有 —iqg*r ,* : QO 
de fv y* ydrdV| do, (148. 3) 


式 中 dr = dVidV,…dVs 是 原子 中 Z 个 电子 的 位 形 空间 的 体积 元 ,我们 上 略 去 了 do 
上 的 撤 号 . 当 n=0 和 p=p' 时 ,(148.3) 变 成 弹性 散射 截面 公式 . 

由 于 消 数 yy, 与 yo 正 交 ,U 中 的 原子 核 作 用 项 Ze?/r 对 r 积分 后 等 于 零 , 因 
此 对 非 弹性 碰撞 有 








2 / 2 2 
i m Pp_ € =1g."r 市 
I > [i yy" wdrdV| do. (148.4) 
对 了 的 积分 可 按 $ 139 进行 . 而 积分 
ee 
We Ue = | Ir—r 





a 


在 形式 上 等 同 于 密度 分 布 为 p=6(r -r,) 的 空间 电荷 在 r 点 处 的 势 的 全 里 叶 分 
量 , 因 此 (139. 1) 式 给 出 
en (148.5) 
4 
将 此 式 代 入 (148.4) ,最 后 得 到 以 下 非 弹 性 碰撞 截面 的 一 般 表 式 ， 
em\” 4k’ PP 2 
do =| 一 二 | —s|\n 人 148. 6 
"| (| I0) | do ( ) 
式 中 的 矩阵 元 是 对 原子 波 函 数 而 言 的 ,我 们 引进 了 波 矢量 k=p'/ 所 ,k=p/ 代 
蔡 了 动量 . 这 个 公式 给 出 了 电子 被 散射 到 立体 角 元 do 内 而 原子 跃迁 到 第 n 个 激 
发 态 时 的 碰撞 概率 . 矢量 - ig 是 电子 在 碰撞 中 给 予 原子 的 动量 . 


为 计算 方便 计 , 最 好 把 截面 中 的 立体 角 元 改 成 矢量 g 的 绝对 值 的 元 dg. 矢 
量 g 是 由 g =K -大 定义 的 ,其 绝对 值 为 








9 =k +k’ -2kk'cos 9. (148.7) 
因此 ,给 定 了 %,k', 亦 即 给 定 了 电子 的 能 量 损 失 后 ,有 
qdq = kk'sin 好 dt i (148.8) 
27 


从 而 (148.6) 式 可 写成 


3 sr (后 ) 加 | (n | 六 0) 


2 


(148.9) 





hv 


中 这 个 公式 是 微 扰 论 的 一 般 结果 ,不 但 适用 于 电子 和 原子 的 碰撞 ,也 适用 于 两 个 粒子 的 任何 非 弹 
性 碰撞 ,确定 了 质心 为 静止 的 坐标 系 中 的 散射 截面 (m 是 这 两 个 粒子 的 折合 质量 ). 
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矢量 4 在 以 下 的 计算 中 起 着 重要 的 作用 . 让 我 们 较 详 细 地 考察 一 下 它 和 散射 
角 台 以 及 碰撞 中 的 能 量 转移 已 - 已 的 关系 ,下 面 将 看 到 ,最 重要 的 碰撞 是 散射 角 
很 小 ( <<1) ,能 量 转 移 远 小 于 入 财 电 子 能 量 E = me 的 碰撞 :已 -Ek,<<E. 这 
种 情形 下 有 -有 ' 的 值 也 很 小 (k -kk' <<k) ,而 且 


2 
E, -Eo =7 (Ke -hk") ~ h(E -hk') = WY. 


由 于 妖 很 小 ,从 (148.7) 式 得 
0 (kk)’ +(kd), 
最 后 有 





一 2 
9 = | ] + (40)”. (148. 10) 
q 的 极 小 值 为 
Qi (148.11) 


在 小 角度 范围 内 ,我 们 还 可 以 进一步 划分 成 不 同 的 区 域 ,这 取决 于 小 量 9 
和 wu 之 间 的 关系 ,此 处 wm 具有 原子 中 电子 速度 的 数量 级 . 如 果 我 们 考虑 的 能 
量 转移 具有 原子 中 电子 能 量 se 的 数量 级 (E, - Bo ~ seo ~mzo) , 则 当 (zoXo) << 台 
<<1 时 有 
q =kd = (mv/h)d; (148. 12) 
(148. 10 ) 式 根 号 中 的 第 一 项 与 第 二 项 相 比 可 以 略 去 . 在 这 个 角度 范围 内 ,9 因而 
和 能 量 转移 无 关 . 当 妇 <<1 时 ,9 既 可 以 大 于 也 可 以 小 于 1/ao(ao 具有 原子 线 度 
的 数量 级 ). 在 对 能 量 转移 作出 同样 的 假定 下 ,我 们 有 


~v/v 时 ,qao ~1. (148.13) 
现在 把 一 般 公式 (148.9) 应 用 于 小 的 g(gas <<1, 即 妇 <<w/6). 这 种 情形 下 
可 把 指数 因子 展 成 4 的 震级 数 : 


6 一 
我 们 选择 了 * 轴 沿 天 量 g 的 坐标 系 . 上 式 代 人 (148.9) 时 ,由 于 波 函 数 wo 和 水， 
的 正 交 性 , 含 1 | 我 们 就 得 
2e\ 


dor， =87(£) eg eid HX = (名 Ilnld,10)1° = 2 ， (148. 14 ) 


式 中 d, =e >》 x。 是 原子 的 偶 极 矩 分 量 ,我 们 看 到 ,截面 (对 小 的 g) 是 由 与 原子 
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的 状态 变化 相对 应 的 那个 偶 极 矩 跃迁 和 矩阵 元 的 模 量 平方 给 出 的 . 由 
但 有 可 能 出 现 这 样 的 情况 ,由 于 选择 定 则 ,对 所 考虑 的 跃迁 讲 来 偶 极 矩 矩阵 
元 都 等 于 零 ( 禁 戒 跃迁 ) ,这 时 e 7 “还 需 展 至 下 一 项 ,我 们 得 


ao, =2a( 和 | (| 5 «2 )|0) | 9dy (148.15) 


现在 来 考虑 4 很 大 (ga。>>1) 的 相反 极端 情形 . 如 果 9 很 大 ,这 意味 着 原子 
接受 的 动量 远大 于 原子 中 电子 原 有 的 内 豪 动 量 . 从 物理 上 考虑 这 是 很 明显 的 :在 
这 种 情形 下 ,我 们 可 以 把 原子 中 电子 看 作 是 自由 的 ,而 和 原子 的 碰撞 可 以 看 作 是 
入 射电 子 与 原子 中 原 为 静止 的 电子 的 弹性 碰撞 . 这 一 点 也 可 从 普遍 公式 
(148.9) 看 出 来 , 当 g 很 大 时 ,矩阵 元 中 的 被 积 式 含有 急剧 振荡 因子 。 ”“ ,如 果 
少 中 不 含 类 似 的 因子 ,这 个 积分 差不多 等 于 零 . 这 样 的 少 函数 对 应 于 一 个 电离 
原子 ,辐射 出 一 个 动量 为 - hig =p -p' 的 电子 ,这 个 动量 相当 于 两 个 自由 电子 碰 
撞 时 由 动量 守恒 律 所 给 出 的 动量 
具有 大 动量 转移 的 碰撞 中 ,人 射电 子 和 原子 电子 有 可 能 获得 差不多 大 小 的 
未 速度 . 与 相 磁 粒子 的 全 同性 有 关 的 交换 作用 开始 变 得 重要 起 来 ,尽管 普遍 公式 
(148.9) 中 并 没有 计 及 这 一 点 . 有 交换 的 快 电子 散射 截面 由 (137.9) 式 给 出 ,这 
个 公式 采用 的 是 碰撞 前 一 个 电子 为 静止 的 坐标 系 . 对 快 电子 讲 来 ,(137.9) 式 最 
后 一 项 中 的 余弦 函数 可 以 取 作 1. 乘 以 原子 中 的 电子 数 Z 以 后 , 即 得 一 个 电子 和 
一 个 原子 碰撞 的 以 下 截面 式 : 
do =42| | 全 和 rr cos Ddo, (148.16) 
为 方便 计 , 此 式 中 的 散射 角 最 好 用 碰撞 后 电子 具有 的 能 量 来 表达 . 我 们 知 
道 ,能 量 为 E = 了 mw 的 粒子 和 同 质量 的 静止 粒子 相 磁 后 ,所 得 的 粒子 能 量 分 


别 为 





se=Esind, E-e=Ecos td. 
为 了 求 出 有 关 de 区 间 的 截面 ,我 们 按 关 系 式 
sin do =2Tsin eos dd = (7/E)de, 
把 do 化 成 de. 代入 (148. 16) 即 得 最 后 表 式 


1 1 ] 
do, = m2Ze' [= NE 
£ 


Pa Be E: (148. 17 ) 


四 ”物理 上 通常 感 兴趣 的 截面 dc, ,是 对 末 态 原子 角 动 量 的 所 有 空间 取向 求 和 并 对 初 态 角 动量 的 所 
有 空间 取向 求 平 均 以 后 的 截面 . 经 过 这 样 的 求 和 及 求 平均 以 后 ， 
Xawla 10%t 
和 x 轴 的 方向 无 关 . 
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如 果 能 量 es 和 五 -=e 中 有 一 个 远 小 于 另 一 个 ,上 式 三 项 中 只 有 一 项 (第 一 或 第 二 
项 ) 是 重要 的 . 这 是 可 以 预料 的 ,因为 当 两 个 电子 的 能 量 相 差 很 大 时 ,交换 作用 
不 再 重要 , 它 应 回 到 熟知 的 卢 瑟 福 公 式 Q0. 

做 分 截面 对 所 有 角度 积分 (或 对 g 积分 ) 后 给 出 把 原子 激发 到 给 定 态 的 总 
截面 o,. o, 与 人 射电 子 速度 的 关系 ,是 和 偶 极 矩 的 相应 跃迁 矩阵 元 是 否 存在 具 
有 密切 的 关系 . 我 们 先 假定 这 个 矩阵 元 不 等 于 零 . 于 是 当 9 小 时 ,dc 由 
(148. 14) 式 给 出 ,而且 我 们 看 到 , 当 9 减 小 时 对 9 的 积分 是 对 数 发 散 的 . 另 一 方 
面 ,在 大 4 的 区 域内 , 当 g 增 大 时 截面 (对 一 给 定 的 能 量 转 移 已 -已 ) 指 数 式 地 
减 小 ,这 是 因为 (148.9) 和 矩 阵 元 的 被 积 函 数 中 存在 着 一 个 (早已 指出 的 ) 剧 烈 振 
荡 因 子 . 由 此 可 见 , 对 9 积分 时 9 值 小 的 区 域 起 着 主要 作用 ,我 们 可 把 积分 范围 
限制 在 从 (148. 11) 式 的 极 小 值 开始 到 数量 级 为 1/a, 的 某 个 值 为 止 . 

结果 得 

ur， =8[ 襄 ] (ala.10) ln |B, -3 (148. 18) 
其 中 pB, 是 一 个 量 纲 为 1 的 常数 ,我 们 不 可 能 算出 它 的 一 般 形式 @. 

太一 方面 ,如 果 偶 极 矩 矩阵 元 对 于 所 考虑 的 跃迁 讲 来 等 于 零 , 那 么 对 gq 的 积 
分 无 论 对 小 的 gqg( 可 从 (148. 15) 式 看 出 ) 以 及 对 大 的 g 都 是 很 快 地 收敛 的 . 积分 
的 最 重要 区 域 为 q ~1/ao. 这 时 不 可 能 得 到 普遍 的 定量 公式 ,我 们 只 能 推出 这 样 
的 结论 :o, 将 和 速度 的 平方 成 反比 : 


Lv 
0 三 时 六 (148. 19) 
7) 





这 可 从 普遍 公式 (148.9) 直接 看 到 , 按 该 式 当 g~1/a, 时 dc, 将 和 1/v 成 正比 . 
我 们 来 求 散射 到 某 一 给 定 立 体 角 元 而 不 管 原子 进入 哪个 态 的 非 弹 性 散射 截 
面 dc, ,为 此 ,需要 把 (148.9) 式 对 所 有 n 关 0 的 态 求 和 ,也 就 是 对 基态 以 外 的 所 
有 原子 态 ( 包 括 离散 谱 和 连续 谱 ) 求 和 . 我 们 不 去 考虑 大 角度 区 间 和 小 角度 区 
间 , 而 假定 (v6/v)”<< <<1, 于 是 按 (148. 12) ,g 和 能 量 转 移 值 无 关 @. 
后 一 种 情况 使 我 们 很 易 算 出 非 弹 性 碰撞 的 总 截面 , 亦 即 求 和 式 


J， 对 于 正 电 子 和 原子 的 碰撞 不 存在 交换 效应 , 卢 瑟 福 公式 
do = 
£ FE 到 
对 所 有 的 g >> 1/ao 成 立 . 
@ ”我 们 假定 了 E, - Eo. 具有 原子 中 电子 能 量 so 的 数量 级 . 对 于 更 大 的 能 量 转 移 (E, -已 ~E >> so )， 
(148. 14) 和 (148. 18 ) 仍 不 能 适用 ,因为 此 时 的 偶 极 矩 矩阵 元 变 得 很 小 ,不 能 只 取 y 的 宕 级 数 展 式 的 第 一 项 . 
@ (148.9) 式 的 求 和 也 对 E,, - Eo >> so 的 态 进行 ,此 时 (148. 12 ) 式 不 再 成 立 .但 对 具有 大 能 量 转 
移 的 跃迁 来 讲 , 有 效 截面 比较 小 ,这 些 项 在 求 和 式 中 并 不 重要 . 所 加 的 条 件 << 1 使 我 们 可 以 不 必 考 虑 交 
换 效 应 . 
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= 并 dc,=8n 人 5 所 ial [ya 
9 

| 人 二 1 (148. 20) 
为 此 我 们 注意 到 ,根据 和 矩阵 乘法 规则 ,对 任意 一 个 量 f 有 

2 = 2 falfon) = 2 ff ) w= ) o0 
上 式 是 对 所 有 的 n 求 和 ,包括 n= 0. 因而 

> a 3 I th (148: 21) 
把 此 式 应 用 于 f= 》 ee。 “““ ,我们 有 


sp 全 站 用 古本 全 


去 中 …》 代表 对 原子 基态 求 平 均 ( 取 00 对 角 和 矩阵 元 ). 根据 定义 ,平均 值 
《>e “““) 就 是 基态 原子 的 原子 形状 因子 (gq). 大 括号 内 的 第 一 项 可 写成 


2 
We ee| =Z+ > Te 
& El a b 
从 而 得 一 般 公 式 
Fe2\ 2 a 二 
dc = (= pA Pg Vy (148. 23) 


当 g 很 小 可 按 4 的 军 展 开 (v6/v << gao。<<1, 相 当 于 角度 (v6/v)? << 8 << v/v) 
时 ,此 式 可 大 为 化 简 . 为 方便 计 , 我 们 不 去 展开 (148. 23) 式 ,而 把 (148. 14) 式 的 do 
重新 对 n 求 和 . 利用 f=d, 的 (148.21) 式 并 记得 (d,〉=0, 求 和 后 得 


ar ={ 2) cry (148. 24) 
[| x 1 


把 上 式 和 小 角度 弹性 散射 截面 式 (139.5) 比较 一 下 是 有 意义 的 ,后 者 和 
无 天 ,散射 到 do 立体 角 元 内 的 非 弹 性 截面 则 随 8 的 减 小 而 按 1/# 的 规律 
增长 . 

对 于 v/v<< 妇 <<1( 因 而 gao。>>1) 范 围 内 的 妇 角 ,(148. 23) 大 括号 内 的 第 
二 和 第 三 项 都 很 小 ,我 们 简单 地 有 

dr -Z| 入 多 (148. 25) 
也 就 是 对 Z 个 原子 电子 的 卢 瑟 福 散 射 (没有 交换 作用 ) ,我 们 记得 ,对 于 弹性 散 
射 有 (139.6) 式 , 它 不 是 和 2 而 是 和 2 成 正比 . 


最 后 ,对 角度 积分 后 ,我 们 得 到 对 所 有 的 角度 以 及 对 原子 的 任意 激发 而 言 的 
非 弹 性 散射 总 截面 o,. 和 计算 (148. 18 ) 式 的 o, 完全 一 样 ,可 得 
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(148. 26) 


yy 
六 
© 


1. 求 快 电子 被 氮 原 子 (处 于 基态 ) 非 弹性 散射 的 角 分 布 (v << <<1). 
解 : 对 和 毛 原 子 而 言 ,(148.23) 大 括号 内 的 第 三 项 等 于 零 , 而 原子 形状 因子 
(gq) 已 在 $139 例题 中 算出 .把 它 代 入 得 


4 ] 
do, 一 去 | -一 
( ”4 


2. 基态 氮 原 子 受 电子 碰撞 而 激发 到 第 nn 个 离散 谱 能 级 (n 是 主 量子 数 ), 求 
微分 截面 . 

解 :最 好 用 物 物 坐 标 计算 矩阵 元 . 取 z 轴 沿 矢量 g 的 方向 ,此 时 有 ea … = er 
=e7? "”%. 基态 波 函 数 呈 yoo =T et*W2 形 式 . 仅 当 跃 迁 到 m=0 的 态 时 矩 
阵 元 才 不 等 于 零 . 这 种 态 的 波 函 数 为 

] _ 
pe 
(n=ni+n,+1). 所 求 的 矩阵 元 由 以 下 积分 式 给 出 : 





(mma0le® "1000) = | e¥ "yo 2mdédn, 


这 个 积分 可 用 数学 附录 $f 中 所 引 的 公式 加 以 计算 . 结果 得 : 
ig .rr 2 We i hd i 区 2 2 
| (nin,0le”"I000) 1” =2°n’g Tn ys Con) Cm n,) +(gn) ]， 
nl1+n,=n-1 值 相 同 的 态 都 有 相同 的 能 量 . 在 nn 为 给 定 的 情形 下 ,对 所 有 可 能 
的 ni -ma 值 求 和 ,并 把 结果 代入 (148.9) , 即 得 所 求 的 截面 : 
-2 Aull + (Con) dg 
dc, = 2 "| 3 + (gn) | 0 
3. 试 求 氮 原子 第 一 激发 态 被 激发 的 总 截面 . 
解 :公式 





2°7 dg 
Vv 
9| 4 | 


尚 需 对 从 gws = (已 -|)/v=3/8v 到 gq =2v 的 所 有 g 值 积分 ,只 保留 的 最 高 





QD 所 有 题 都 采用 原子 单位 . 
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次 项 . 经 过 初等 积分 后 结果 得 外 


2°7 23 47 
oa = 了 3 人 | = 0 555In 


4. i 给 定 方向 的 有 效 蕉 面 ;次 级 
电子 的 能 量 远 小 于 初级 电子 的 能 量 , 故 交 换 作 用 可 以 略 去 (H.S.W. Massey, C. 
Mohr ,1933 ) . 

解 : 初 态 的 原子 波 函 数 为 Wo = 三 "ee “. 末 态 的 原子 已 电离 ,从 中 发 射出 的 


电子 具有 波 矢 量 K( 和 能 量 e = 了) 这 个 态 由 (136.9) 的 函数 落 (-) 描写 ,其 中 





的 出 射 部 分 (在 无 穷 远 处 ) 只 有 沿 k 方向 传播 的 一 个 平面 波 ,WC-) 函数 已 按 
K/2T 空 间 的 6 函数 归 一 化 ,因此 由 它 算出 的 截面 是 对 dk/(2m)， 亦 即 
Kk dkdo,/(2T) 而 言 的 ,do, 是 沿 次 级 电子 方向 的 立体 角 元 . 于 是 有 


A 
(2m7) kg 


(do 是 对 散射 电子 而 言 的 立体 角 元 ) ,其 中 的 
国王 ] i 人 志和 
MY 


ICkle ”I0)1’dodo, dk 


exp( -19 ， rikr — AF (likr + ur)) 


oA 二 
分 时 采用 抛物 坐标 ,z 轴 沿 kk 方向 ,gp 角 从 (gqg,k) 平 面 算 起 : 
和 | je exp[ - Fa(é - n)cosy + ig Vénsin ycos p — 


式 中 7 是 & 和 9 的 夹 角 . 作 替 代 Vmcos p =u,Vnsing = 后 ,很 易 对 wo 和 小 积 
分 , 积 出 后 得 


[2/ exp{=2 ey +A +(k+gcos De 
T oA 2[i(k + gcos y) - A] 


中 ”对 任意 的 nn 也 能 算出 截面 . 用 数值 计算 法 还 可 以 算出 被 氧 原子 非 弹性 散射 的 总 截面 : 





v2 
0. 160° 
式 中 包括 了 以 下 两 项 贡献 , 即 来 自 原子 离散 谱 状 态 被 激发 的 碰撞 以 及 原子 被 电离 的 碰撞 : 


总 -= 宛 x*0.715In( 


o, =4Tln 





J2 
0. Ww) 





_47T7 2 
om 高 = x0 285In( 0 
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F| 在 过 ixé) dé 
a 
[i(k + gcos y) -| 


此 处 的 积分 可 从 Y=1,n=0 的 (f.3) 式 求 出 . 进一步 的 计算 虽然 宛 长 但 是 是 初等 
的 ,结果 得 到 以 下 的 截面 表 式 : 


2°k'k[g +2gkcos y+ (k’ +1)cos’y] 
mhg [g +2gkcos y +1+rx][(g+x) +1][(g-x)* +1](1- 


—27/K ) 闪 


人 二 


ps 
x exp|[ A 3 
d 


K 
d 
ee i odo. dx 


对 次 级 电子 的 所 有 发 射 角 求 积分 时 可 用 初等 方法 进行 ,结果 得 到 辐射 电子 
能 量 给 定 为 了 Ac 情形 下 散射 的 角 分 布 : 


Zk 
gq —k” +l 
本 [(qtrx) +1] [(g—-x«) +1](1- oY 0 
4 >>1 时 上 式 在 k 二 q 处 具有 很 陡 的 极 大 值 ;在 这 个 极 大 值 附 近 有 
5 dkdo 
3mk [1+(q—-x) ] 
对 do =2T7gdq/k 圭 (2mk/k” )d(g 一 k) 积 分 后 ,得 到 表 式 87Tdk/kki ,正如 我 们 所 
预期 的 那样 , 它 和 (148. 17) 式 中 的 第 一 项 一 致 . 


$ 149 有效 沛 阻 


碰撞 理论 的 应 用 中 ,计算 碰撞 粒子 的 平均 能 量 损失 极为 重要 . 我 们 最 好 用 以 
下 的 量 标志 这 种 能 量 损失 : 


+ 本 (1+ 只 ce 
这- 轴 网 日 | el K 





一 > (E, -E,)do,, (149.1) 

我 们 将 把 这 个 量 称 为 (微分 ) 有 效 滞 阻 , 式 中 的 求 和 当然 既 包 括 离 散 谱 也 包括 连 
续 谱 ,dx 是 对 散射 到 某 一 给 定 立 体 角 元 内 的 情形 而 言 的 . . 
Ms NE 

dc=8| 加 > (h. -BY) |€n De yt 

其 中 的 do 取 自 (148.9) 式 . 正如 推导 (148. 23) 式 那样 ,我 们 排除 了 对 极 小 角度 


区 域 的 考虑 ,并 假定 (v6/v)”<< 8 <<1. 于 是 gq 和 能 量 转移 值 无 关 , 我 们 就 可 以 算 
出 对 n 求 和 的 一 般 形 式 . 


0) | 中 党 (149. 2) 





QD ”如 果 一 个 电子 通过 气体 , 它 在 各 个 原子 上 的 散射 是 彼此 独立 地 进行 的 ,那么 Ndx(N 是 单位 体积 
内 的 气体 原子 数 ) 就 是 电子 在 偏转 到 给 定 的 立体 角 元 的 碰撞 中 单位 路 程 内 所 损失 的 能 量 . 


$149 有 效 滞 阻 .575 . 


这 个 算法 要 用 到 下 面 导 出 的 求 和 定理 . 作为 坐标 函数 的 某 个 量 /, 它 的 矩阵 
元 及 其 对 时 间 导 数 / 的 矩阵 元 由 下 式 联系 : 
(f )m = -T(E, -Eo)f,, (149. 3) 
所 以 有 
2 (BE) fl = > (EB, -Ef lf,)” = 
= Bj os 
原子 的 定 态 波 函数 可 以 选 成 实 函 数 . 此 时 坐标 函数 /的 矩阵 元 就 具有 关系 式 


fo, =fio ,而 对 (149.3) 式 的 矩阵 元 讲 来 就 有 相应 的 关系 式 (f )。, = - ( 广 )。 因此 
以 上 的 求 和 式 还 可 写成 以 下 形式 : 


> (EE = = I a Ys 
以 上 两 式 相 加 后 除 以 2, 即 得 求 和 定理 ， 
DE (149. 4) 
我 们 把 它 应 用 于 | 
EE 
根据 (19.2) 式 ,f 的 时 间 微 商 可 用 以 下 的 算 符 表 出 
f = 2 [六 


代入 (149.4) , 即 得 下 式 
2m Bs :| 
2 mB Bo) lnl Te 10)| =2,， (149.5) 


它 已 实现 了 我 们 所 要 求 的 求 和 计算 . 呈 
因此 得 到 关于 微分 有 效 浊 阻 的 公式 
PT 2 
mv gq mv DW 


它 的 适用 范围 由 以 下 不 等 式 给 出 : 


(149.6) 


QD 推导 这 个 公式 时 ,我 们 从 来 没有 利用 过 指标 “0” 代 表 原 子 基 态 , 因 此 这 个 公式 对 任意 的 初 态 都 是 
成 立 的 . 
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之 

2 2 

[| << 人 <<1, 即 一 <<aog < 
Vo 


其 次 , 当 动 量 转移 不 超过 某 一 值 9, 而 mw/o << aog << w/v。 时 ,我 们 来 求 所 有 
碰撞 的 总 有 效 滞 阻 
«(q)= 了 | (E,-E)do,, (149.7) 
qm 由 (148. 11) 式 给 出 . 式 中 的 积分 号 不 能 搬 到 》 的 前 面 ,因为 4, 依赖 于 六 


我 们 把 积分 区 间 划 分 成 两 段 , 从 gw 到 g。 的 一 段 和 9, 到 9 的 一 段 ,其 中 的 
qo 是 9 的 某 个 值 ,满足 v6/v << goa。<<1. 于 是 在 g,,, 到 9。 的 整个 积分 区 间 内 ,我 
们 可 用 (148. 14) 式 的 do,: 





a 
«(go) =8T 人 天 呈 ) > 1nd10) 1(E, - “5 1 
从 而 
xc(qg) =8T 人 天 站 >, I Cnld.10)°(E,-E,)ln Es (149. 8) 


在 go 到 9, 的 区 间 内 ,可 先 对 nn 求 和 ,给 出 (149.6) 式 的 dk ,然后 对 gq 积分 ,得 出 
K(qgi)—k(go) -4 ZIn (149.9) 


0 


为 了 变换 以 上 的 表 式 ,我 们 利用 (149. 4) 得 出 的 求 和 定理 ,在 该 式 中 令 
4 当 
i = 这 a “3 Rs 


把 六 和 上 广 对 易 ( 现 在 的 户 :等 于 六 得 出 户 P -f= -2/m, 因 而 0 
Ni > i -E)l(nld,10)l*=Z. (149. 10) 


量 Vo, 称 为 各 个 相应 跃迁 的 振子 强度 . 
我 们 引进 原子 的 某 个 平均 能 量 1, 它 由 下 式 定义 


Nln(E, -五 ) 
In 了 = 之 .oln( 机 -名 ) FD Minth. -E,). (149.11) 


2 
然后 应 用 (149. 10) ,可 把 (149. 8 ) 改 成 写 


全 训 吉 4TZe- hn| 5 
mv I 








此 式 和 (149.9) 相 加 ,最 后 得 


中 (149.5) 式 的 附注 对 本 式 也 适用 . 
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_4TZe” qi hv 
Kk(g,) 二 In| 2 
此 式 中 只 出 现 一 个 标志 所 给 原子 的 常数 岂 . 

通过 gq, = mvD9 1/ 用 散射 角 9 表达 g, , 即 得 所 有 散射 到 终生 区 间 内 的 有 
效 沛 阻 : 


(149. 12 ) 





有 Zn |) (149. 13) 
如 果 qjao。 >>1( 即 好 >>v6/v) ,我 们 可 把 x 表 成 人 射电 子 所 能 给 予 原子 的 最 大 
能 量 转移 值 的 函数 . 我 们 在 上 节 中 曾经 指出 ,ga。>> 1 时 原子 被 电离 ,差不多 所 
有 的 动量 ig 和 能 量 都 交 给 了 一 个 原子 电子 ,由 于 hig 和 se 是 一 个 电子 的 动量 和 
能 量 , 即 有 关系 & = 所 g /2m. 把 gi =2me,/ 拓 代入 (149. 12) ,我 们 得 碰撞 中 能 量 
转移 es2s| 的 有 效 沛 阻 : 


(149. 14 ) 





4 
K(e2I) 本 [一 二 


I 

最 后 ,我 们 作 如 下 的 说 明 , 原 子 的 各 个 离散 谱 能 级 主要 来 自 一 个 单 ( 外 层 ) 
电子 的 激发 . 即使 是 两 个 电子 的 激发 , 它 所 需要 的 能 量 通常 足以 使 该 原子 电离 . 
因此 ,在 振子 强度 的 求 和 式 中 ,跃迁 到 离散 谱 态 的 只 是 数量 级 等 于 1 的 那 一 部 
分 ;而 伴 有 电离 的 则 构成 另 一 部 分 ,其 数量 级 为 Z. 由 此 可 知 , 伴 有 电离 的 碰撞 在 
沾 阻 (被 重 原子 滞 阻 ) 中 起 主要 作用 . 


习 题 


试 求 一 个 电子 被 一 个 所 原子 滞 阻 (1=0.55 原子 单位 ) 的 总 有 效 洁 阻 . 对 于 
大 的 能 量 转 移 , 两 个 相 碰 电子 中 较 快 的 一 个 取 作 初级 电子 . 

解 : 当 碰撞 后 的 初级 电子 和 次 级 电子 具有 差不多 大 小 的 能 量 时 ,必须 计 及 交 
换 效 应 . 因此 ,对 于 能 量 转移 介 于 某 值 e,(1 <<si <<v ) 和 最 大 值 


lr-l1,? 
Bum = Hb=7? 


(根据 我 们 对 初级 电子 的 定义 ) 之 间 的 滞 阻 讲 来 ,我 们 须 采 用 (148.17) 式 的 有 效 
截面 : 


2 
mV 


@ 对 氧 原子 ,1=0.55me*/ 有 =14.9 eV. 对 重 原子 ,我 们 采用 托马斯 - 费 米 方法 计算 常数 1, 可 望 得 
到 很 好 的 精确 性 . 很 易 确 立 这 样 算出 的 了 值 如 何 依赖 于 Z. 在 准 经 典 情形 下 ,多 粒子 系统 的 本 征 频 率 相当 
于 它 的 能 级 差 . 原子 的 平均 本 征 频 率 具有 wo/ao 的 数量 级 . 由 此 可 知 ,T~ fivo/ao. 托马斯 - 费 米 模型 中 原 
子 电 子 的 速度 和 2 的 关系 为 2””, 而 原子 的 线 度 按 2 变化. 可见 了 必 正 比 于 Z;1 = 常数 x Z. 根据 实验 
结果 发 现 ,这 个 常数 约 为 10 eV 的 数量 级 . 
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Ee 
K(emm) «(el) = pr 二 oy]de = 人 (1 对 
此 式 加 到 (149.14) 式 上 ,我 们 得 (用 原子 单位 ) 


md lL 
Et 世 | 0.94 
$ 1s0 重 粒 子 和 原子 的 非 弹 性 碰撞 


用 粒子 的 速度 表示 玻 恩 近似 适用 于 重 粒子 和 原子 碰撞 的 条 件 , 仍 和 电子 的 
情形 一 样 ,为 : 





2 >> 20， 
这 可 根据 微 扰 论 适用 性 的 普遍 条 件 ( Uao/ 各 << 1) 立 即 得 出 ,只 要 注意 到 这 个 条 
件 中 不 出 现 粒子 质量 ,而 Vau/ 堪 具有 原子 中 电子 速度 的 数量 级 即 可 . 

在 粒子 和 原子 的 质心 为 静止 的 坐标 系 中 ,截面 由 一 般 公式 (148.3) 给 出 , 式 
中 的 m 目前 是 粒子 和 原子 的 折合 质量 . 但 为 方便 计 ,我 们 考虑 碰撞 前 的 原子 处 
于 静止 的 坐标 系 . 为 此 ,我 们 从 (148. 1) 式 出 发 . 在 碰撞 前 原子 为 静止 的 坐标 系 
中 ,表达 能 量 守 恒 律 的 6 的 条 旦 且 有 央 下 形式 : 


8 3 + + = 对 (150.1) 
式 中 是 入 射 粒子 质量 ,而 M, 是 原子 质量 . 第 三 项 是 原子 的 反 冲 动能 (考虑 原 
子 和 电子 的 碰撞 时 ,这 一 项 可 以 完全 略 去 )， 

对 于 快速 重 粒 子 和 原子 的 碰撞 ,粒子 的 动量 改变 和 它 的 初始 动量 相 比 , 差 不 
多 总 是 很 小 . 如 果 这 个 条 件 成 立 ,我 们 可 以 略 去 8 函数 宗 量 中 的 原子 反 冲 能 量 ， 
得 到 和 (148. 3 ) 完全 一 样 的 公式 ,只 是 该 式 中 的 m 必须 改 成 人 射 粒子 的 质量 M 
(不 是 粒子 和 原子 的 折合 质量 ). 考虑 到 动量 转移 与 初始 动量 相 比 已 经 假定 为 很 
小 ,我 们 可 令 p~p', 于 是 在 碰撞 前 原子 为 静止 的 坐标 系 中 ,截面 式 为 


2 
do. (150; 2) 





人 区 WodrdV 





M?* 
4 靖 
考虑 到 粒子 的 电荷 可 能 不 同 于 电子 ,我们 用 ze? 代替 。* ,其 中 ze 为 人 射 粒子 
的 电荷 . 非 弹 性 散射 的 一 般 公式 ,写成 (148.9) 的 形式 : 


do, = Bal 二 [nl > 。 iv “10)| 3 (150.3) 


a 


QD ”对 于 正 电子 和 氧 原子 的 碰撞 ,没有 交换 效应 ,把 (149. 14) 式 中 的 e, 简单 地 代 以 s,， = Bs 
即 得 总 湿 阻 





= 六 
[ 均 5 
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并 不 含有 粒子 质量 . 由 此 可 见 , 从 它 导出 的 所 有 公式 对 重 粒 子 的 碰撞 仍 能 适用 ， 
只 要 这 些 公式 是 通过 wv 和 9g 表达 的 . 

不 难看 出 ,用 散射 角 如 ( 重 粒 子 和 原子 相 撞 后 的 偏转 角 ) 表 达 的 公式 应 作 起 
样 的 修改 . 为 此 ,我 们 首先 注意 到 , 重 粒子 的 非 弹 性 碰撞 中 必 角 总 是 很 小 的 . 因 
为 , 当 动 量 转移 很 大 时 (与 原子 中 电子 的 动量 相 比 ) ,我 们 可 以 把 和 原子 的 非 弹 
性 碰撞 看 作 是 和 自由 电子 的 弹性 碰撞 . 可 是 , 当 一 重 粒 和子 和 一 轻 粒 子 ( 电 子 ) 碰 
撞 时 , 重 粒子 几乎 是 不 偏离 的 . 换 句 话说 , 重 粒 子 转移 给 原子 的 动量 与 该 粒子 的 
初始 动量 相 比 是 很 小 的 . 大 角度 弹性 散射 是 一 个 例外 ,但 这 种 可 能 性 是 极 小 的 . 

因此 ,在 整个 角度 范围 内 我 们 可 令 








1 下， -Eb, 2 
i | ” + (Mv )',， (150.4) 
除了 极 小 的 角度 外 ,上 式 实 际 上 可 化 成 
另 一 方面 , 当 我 们 考虑 电子 和 原子 的 磁 撞 时 ,我 们 有 (对 于 小 角度 ) 
1 By de 2 
人 | 3 + (mvy) 


由 此 可 得 这 样 的 结论 ,从 电子 和 原子 碰撞 中 所 得 的 公式 ,只 要 这 些 公式 用 速度 和 
偏转 角 表 达 出 来 ,那么 如 果 到 处 进行 以 下 替代 : 


有 (150.6) 
nm 


(包括 立体 角 元 do =2msin 8d 旭 二 2w93d98 的 替代 ) ,就 变 成 重 粒 子 碰撞 的 公式 ， 
入 射 粒子 的 速度 仍 保持 不 变 . 定性 地 说 ,这 意味 着 小 角度 散射 的 整个 图 像 ( 对 给 
定 的 粒子 速度 而 言 ) 被 压缩 了 m/M 信 . 

以 上 所 得 的 规则 也 和 小 角度 弹性 散射 有 关 . 对 妇 << 1 的 (139.4) 式 作 
(150.6) 式 的 变换 ,我们 得 截面 








Ze” MvB\1” dz 
= sa 150.7 
do., 87| | [2 FL ) Fe (150. 7) 


角度 妇 ~1 的 重 粒子 弹性 散射 ,被 化 成 在 原子 核 上 的 户 瑟 福 散 射 . 
具有 大 动量 转移 而 原子 被 电离 的 非 弹 性 散射 需要 作 特 殊 的 考虑 . 和 被 电子 
所 电离 的 情况 不 同 ,这 里 当然 没有 交换 效应 . 重 粒子 的 特征 是 ,大 的 动量 转移 
(ga, >> 1 ) 并 不 意味 着 大 的 偏转 角 , 总 是 保持 很 小 . 辐射 电子 的 能 量 介 于 和 
z +de 之 间 的 电离 截面 可 从 (148. Es 它 可 写成 以 下 形式 : 
d 
do., =87 py 2)] 2 


今 忆 9 /2m = e( 整 个 动量 hig 交 给 了 一 个 原子 电子 ). 此 式 给 出 
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2TZze” de 
2 一 


do (150. 8) 


nv 忆 
在 重 粒 子 和 原子 的 碰撞 中 ,总 截面 和 有 效 滞 阻 特别 有 用 . 非 弹 性 散射 总 截面 
由 以 前 的 (148. 26) 式 给 出 . 总 有 效 滞 阻 可 把 (149. 12) 式 中 的 9 改 成 最 大 动量 
转移 gw 后 得 到 .gw 很 易 用 粒子 速度 表 出 ,方法 如 下 .由 于 jig,,, 与 粒子 原 动 量 
Mv 相 比 仍 是 很 小 , 它 的 能 量变 化 和 动量 变化 的 关系 为 AE =yw ' ig. 男 一 方面 ,对 
于 大 的 动量 转移 ,这 个 能 量 几 乎 都 交 给 了 一 个 原子 电子 ,因此 可 写成 








Ss =fiv* givg 
从 而 有 je 
hg = =2myv”. (150.9) 
我 们 注意 , 非 弹 性 碰撞 中 粒子 的 最 大 偏转 角 为 
_ hgsss 2m 
da Mo 7M 


(150.9) 代 入 (149. 12) 中 ,我 们 得 到 重 粒子 的 总 有 效率 阻 


忆 过 2 
47ZL7z e 2myv 
fe 二 a ne n I 


] 


mv i 


(E50 10) 
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在 碰撞 理论 的 许多 物理 问题 中 ,需要 考虑 到 散射 过 程 怎样 受 散 射 中 心 运动 
的 影响 . 在 一 定 的 条 件 下 ,这 类 问题 可 以 用 费 米 (E. Fermi,1936 ) 建议 的 那 种 微 
扰 论 解决 ,即使 单独 讲 来 微 扰 论 对 每 个 中 心 的 散射 并 不 适用 . 这 类 问题 中 包括 慢 
中 子 对 多 原子 系统 (例如 分 子 ) 的 散射 . 我 们 来 考虑 这 个 特殊 问题 . 

中 子 几 乎 不 被 电子 散射 ,所 以 实际 上 所 有 的 散射 都 发 生 在 原子 核 处 四 .我们 
将 假定 被 单个 核 散 射 的 振幅 小 于 原子 间距 .那么 在 分 子 中 被 每 个 核 散 射 的 振幅 
即使 在 别 的 原子 核 处 也 已 经 很 小 . 在 这 些 条 件 下 ,被 分 子 散射 的 振幅 等 于 被 单个 
核 散射 的 振幅 之 和 . 

微 扰 论 一 般 讲 来 不 能 应 用 于 中 子 和 核 的 散射 :尽管 核 力 的 范围 很 小 ,在 此 范 
围 内 的 作用 却 极 强 . 但 重要 的 是 , 慢 中 子 ( 其 波长 远大 于 原子 核 线 度 ) 散射 的 振 
幅 是 一 个 和 速度 无 关 的 常数 . 令 f, 为 被 第 a 个 核 散 射 的 振幅 ,1f,1 do 是 中 子 被 
一 个 自由 核弹 性 散射 的 微分 截面 (在 它们 的 质心 系 中 ). 

这 个 常数 振幅 可 从 微 扰 论 形式 地 得 到 ,如 有 果 我 们 用 一 个 “点 ” 势 来 描写 中 子 
和 核 的 相互 作用 的 话 : 


中 我们 还 假定 该 分 子 没有 人 磁 矩 . 否则 还 存在 着 来 自 中 子 和 分 子 磁 矩 相互 作用 的 特殊 散射 效应 . 
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U(r) = rh (151. 1) 
式 中 M 是 中 子 和 核 的 折合 质量 . 当 此 式 代 入 玻 恩 公式 (126.4) 中 时 ,5 函数 使 得 
积分 式 成 为 与 9 无 关 的 一 个 常数 . 这 样 定义 的 “ 场 "U(r) 被 称 为 腊 势 . 需要 蝇 再 
的 是 ,作出 这 个 定义 的 可 能 性 是 由 于 ,为 常数 这 一 事实 . 在 中 子 能 量 为 任意 的 一 
般 情形 下 ,散射 振幅 分 别 依赖 于 初 动量 p 和 末 动 量 p', 而 不 只 是 依赖 于 两 者 之 
差 9, 但 玻 恩 近似 给 出 的 振幅 却 只 能 依赖 于 q. 岂 
如 果 散 射 核 在 作 给 定 的 运动 (例如 ,分 子 中 的 各 种 振动 ) ,我 们 对 此 运动 求 
平均 后 , 则 (151.1) 式 的 相互 作用 势 被 “铺展 "到 一 个 尺度 一 般 地 远大 于 散 映 振 
幅 了 的 范围 内 . 对 于 这 样 “铺展 " 开 的 作用 势 讲 来 , 玻 恩 近似 的 适用 条 件 (126.1) 
是 满足 的 ， 
因此 我 们 可 以 用 以 下 寿 势 描写 中 子 - 分 子 作 用 : 
U(r) = -2mh > Wi C151.2) 


式 中 对 分 子 的 所 有 原子 核 求 和 ,R。 是 它们 的 径 矢 ,r 是 中 子 的 径 矢 . 把 上 式 代 入 
(148.3) ,把 m 改 成 M, (MM 是 分 子 和 中 子 的 折合 质量 ) ,我 们 得 质心 系 中 的 中 
子 被 分 子 散射 的 以 下 截面 式 : 


dor, = 和 fe (nle-" m10) do ， (151,.3) 


式 中 的 和 矩阵 元 是 针对 能 量 为 E。 和 EE, 的 核 运动 定 态 波 函 数 而 言 的 ,动量 p 和 Pp 
通过 能 量 守 恒 律 相 联 系 : 
a 2 

(151.3) 式 描写 了 分 子 中 的 核 运动 状态 具有 特定 变化 (0 一 n 跃迁 ) 的 非 弹 性 碰 
撞 ,也 就 是 所 述 问题 的 解 : 从 中 子 对 自由 核 散 射 的 振幅 (假定 为 已 知 ) 出 发 , 计 及 
核 的 内 豪 运 动 以 及 各 个 核 散射 之 间 的 干涉 效应 , 求 出 了 中 子 被 分 子 散 射 的 截面 . 

如 果 核 自 旋 不 等 于 零 , 还 应 考虑 到 散射 振幅 f 依赖 于 中 子 和 散射 核 的 总 目 
旋 这 样 的 事实 . 它 的 做 法 如 下 . 


核 和 中 子 的 总 自 旋 可 取 j。 =i。 + 广 两 个 值 ,i, 是 核 自 旋 . 相应 的 散射 振幅 记 


作 f* 和 .我 们 来 构造 一 个 自 旋 算 符 ,对 于 给 定 的 j, 值 , 它 的 本 征 值 分 别 为 f。 
和 f;. 这 个 算 和 从 就 是 





@ 需要 强调 的 是 ,尽管 寿 势 在 形式 地 应 用 微 扰 论 的 情况 下 能 够 给 出 散射 振幅 的 正确 值 ,但 这 并 不 
意味 着 微 扰 论 真能 适用 于 这 样 的 场 . 对 于 一 个 深度 为 Uo。 并 以 Uoa = 常数 的 方式 趋 于 无 穷 远 的 势 阱 讲 来 
(a 为 阱 半径 , 它 趋 于 零 ) ,条 件 (126.1) ,(126.2) 肯 定 都 不 会 满足 . 


.582 ， 第 十 八 章 ” 非 弹 性 碰撞 








f=a, +b,8 i, (151.4) 
其 中 二 和 有 是 核 和 中 子 的 自 旋 算 符 ,系数 a,。 和 b。 由 下 式 给 出 : 
Be 
(C131. 5) 
ey Ee - 广 ). 


这 是 很 易 证 明 的 ,只 要 注意 到 对 于 给 定 的 j 值 , 算 符 $. i 的 本 征 值 为 
= [jG+1) -Et -| 


应 把 算 符 (151.4) 取 代 (151.3) 式 中 的 了, 并 取 对 应 于 所 考虑 路 迁 的 矩阵 
元 . 如 果 人 入射 中 子 和 靶 核 都 是 非 极 化 的 ,那么 散射 截面 必须 进行 适当 的 平均 . 


习 题 
， 假定 中 子 和 核 的 自 旋 方向 都 是 毫 无 规则 地 分 布 的 ,分 子 中 所 有 的 核 都 不 
本 
解 : 对 中 子 的 和 核 的 自 旋 方向 求 平 均 是 相互 独立 的 ,每 一 种 自 旋 平均 后 得 
零 , 从 而 8 .站 =0. 如 果 分 子 中 没有 两 个 原子 是 相同 的 ,这 就 没有 核 自 旋 的 交换 
作用 ,又 由 于 它们 的 直接 相互 作用 可 以 忽略 ,分 子 中 各 个 核 的 自 旋 方向 可 以 看 作 
是 独立 的 ,因而 (s*' ii)(s' 记 ) 等 形状 的 乘积 平均 后 也 得 零 . 对 于 平方 (s* i) 有 
si =3s(s +1)i(i+1) = i(i+1), 
由 此 得 以 下 平均 截面 式 : 
二 Pp -ig"R, 上 
dio, = ME [| 5 ele | 0) 


2. 试 将 (151.3) 式 应 用 eS Schwinger, E, 
Teller, 1937) 
解 : 在 取 自 旋 算 符 的 矩阵 元 以 前 ,对 和 毛 分 子 散 射 的 (151.3) 式 为 


der， = lalnle™™™ te 0 Fl 二 TO 人才 《7 


i es +1) ， 





Pllnle “| 本 [da 


= (3 + 广 )，5= 广 -三 
+rV2 是 分 子 中 两 个 核 相 对 于 其 质心 的 径 夭 . 
分 子 的 转动 和 振动 态 由 量子 数 天 ,Mi,o( 它 们 的 集合 在 (1) 式 中 用 到 表 出 ) 
所 定义 ,在 H, 分 子 的 电子 基态 中 , 仅 当 总 的 核 自 旋 了 =0( 仲 氢 ) 时 天 才能 取 偶 数 
值 ; 仅 当 1=1( 正 氨 ) 时 天 才能 取 奇 数值 . 因此 有 必要 区 分 两 种 情况 :(1) K 的 末 
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偶 相 同 的 两 个 转动 态 之 间 的 跃迁 ,这 只 有 了 值 不 变 才 行 ( 正 - 正 和 仲 - 仲 跃迁 ) 
(2) KK 的 奇偶 不 同 的 两 个 态 之 间 的 跃迁 ,这 只 有 改变 1 值 才 行 ( 正 - 仲 和 仲 - 正 
跃迁 ). 第 一 种 情况 下 我 们 有 
和 上 = (nleos 79 * 710) 
应 当 记 住 的 是 ,r 变 号 后 转动 波 函 数 要 乘 以 ( -1)*. (1) 式 的 自 旋 算 符 则 变 成 2 
+08 .7 了, 其 中 了 =ii +i,, 根 据 前 面 的 讨论 ,这 个 算 符 对 1 是 对 角 的 . 对 (24 +bs . 
7) 的 平均 和 题 1 一 样 ,给 出 
4a? + 611+1). 


结果 是 
i 家 Te ee PL CM Fp IT 4 Ta (29 
第 二 种 情形 


(wle "Oe ~ (Cinle “10 =i(nlsin 3-4 “7r10) 


nin Ct ;) , 它 只 有 7 的 非 对 角 矩 阵 元 . 这 些 和 矩阵 元 的 模 
量 平方 值 对 末 态 总 自 旋 1' 的 所 有 分 量 求 和 时 ,可 按 [s* (ii -is)]? 的 平均 值 (对 
角 元 ) 算 出 ( 见 534 页 ee 


rE = 二 TC = (2 +22 -7) = 二 [3 a 
结果 是 
do, = (1) (3)T Sl(nlsin zg 710) (f° de (3) 


式 中 的 系数 1 出 现 于 正 - 仲 跃迁 ,系数 3 出 现 于 仲 - 正 跃迁 . 
如 果 中 子 很 慢 , 它 的 波长 甚至 远 超过 分 子 的 线 度 , 则 可 令 (2) 和 (3) 式 矩阵 


元 中 的 cos 9 中 = lsin( 9 r] = 0 ,结果 除 00 对 角 元 外 都 等 于 零 . 这 些 条 
件 下 ,当然 只 可 能 有 弹性 散射 . 这 时 的 弹性 散射 截面 为 
= [3 +f° ) + UT+1)(* -f° )*Jdo. 


3. 求 中 子 对 一 束缚 质子 的 散射 截面 ,该 质子 可 看 作 频 率 为 四 的 各 向 同性 三 
维 振 子 (E. Fermi ,1936 ) . 
解 :考虑 质子 绕 空间 菜 一 固定 点 振动 着 ,根据 (151.3) 式 的 推导 ,必须 令 该 


式 中 的 M,， =M,M。 = 地 M(MM 为 质子 质量 ). 于 是 
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-2 Co fe “ni Fh en (TA iy 
式 中 的 ou =471f1* Pe 
应 于 能 级 ,=fiw(n+3/2); >》 是 对 和 量 给 定 为 nn 的 所 有 n,n, 和 n; 值 求 和 . 
iiwn 吕 数组 是 三 个 线性 振子 波 函 数 的 乘积 ( 见 $33, 题 4). 所 求 的 积分 因而 可 
分 解 成 为 以 下 形式 的 三 个 积分 的 乘积 


% 1qg,% 2 2 > 
1 ep| Re jE Cen) ds 





= VMw/ 所 ) ,把 (a.4) 式 的 H, (%) 代 入 上 式 并 分 部 积分 n, 次 ,结果 为 
1 v o A : 
re 


1 机 mi Rd vis! 


按 二 项 式 定 理 进行 求 和 后 ,最 后 结果 为 
wy 
TnNINE Fa exp| | 
特别 是 ,弹性 散射 截面 (n =0,E =E') 为 

2 

hl a a 
do. =xp| 3)do, 0, =0% | exp| | 

当 E/fw—0 时 ,og,—40,. 
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$ 131 中 对 两 个 粒子 相互 散射 问题 所 用 的 程 函 近似 ,也 能 推广 到 包括 一 
快 粒子 和 一 个 多 粒子 系统 或 “ 靶 ” 的 碰撞 (包括 非 弹 性 ) 过 程 (R. J. Glauber， 
1958 ) . 

这 个 推广 中 ,所 假定 的 原则 和 以 前 一 样 . 人 射 粒子 的 能 量 假定 很 大 ,使 得 
k >> 1U1 和 ka >>1, 其 中 UVU 是 这 个 粒子 和 靶 粒 子 间 的 相互 作用 能 量 ,a 是 此 相互 
作用 的 力 程 . 我 们 考虑 动量 转移 比较 小 的 散射 :入 射 粒子 的 动量 改变 fig 的 它 的 
原 有 值 hk 相 比 很 小 (9 <<%). 这 个 条 件 现 在 不 但 使 得 散射 角 很 小 ,并 且 还 使 能 
量 转移 也 比较 小 

我 们 还 将 假定 入 射 粒子 的 速度 v 远 大 于 靶 内 粒子 的 速度 w : 

0 >> 1 ( 132 1 

对 于 审 电 粒子 和 原子 的 散射 讲 来 ,此 条 件 等 价 于 玻 恩 近似 的 适用 条 件 ( 人 参考 
8$ 148 和 8$ 150). 

如 果 v >> mw ,一 定 有 1UVla/jw <<1. 因此 在 该 情形 下 不 需要 本 节 的 理论 . de 
核 靶 讲 来 ,粒子 间 结 合 的 不 是 库仑 力 而 是 核 力 ,情况 就 不 同 了 . 我 们 将 讨论 
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快 粒子 被 核 散射 这 一 特殊 情形 0 
条 件 (152. 1 ) 使 我 们 有 可 能 考虑 人 射 粒 子 相 对 于 核 中 位 置 固定 的 各 个 核子 
而 言 的 运动 问题 外 ,这 就 是 说 ,粒子 - 靶 系 统 的 波 函 数 可 以 写成 
pr Ri,R,,%) =o(r;R,,R,,…)@.(R, SR ), {132.2.) 
其 中 B,(R,,R,,… ) 是 原子 核 第 i 个 内 态 的 波 函 数 ;R,,R,,… 是 核 内 各 个 核子 的 
径 天 . 因子 g(r;R,,R,,…) 是 正在 进行 散射 的 粒子 波 函 数 (r 是 它 的 径 和 撩 ) ,具有 
给 定 的 玉 , , 尺 ,… 值 ,这 些 值 是 以 下 薛 定 刘 方 程 中 的 参量 : 
[ -二 + SU.(r -BR,)]e = ry, ( 52. 3) 
其 中 U,(r - R,) 是 该 粒子 和 第 a 个 核子 的 作用 能 量 , 而 大 是 粒子 在 无 穷 远 处 的 
动量 @. 
如 果 我 们 求 出 了 具有 以 下 渐 近 式 的 (152. 3 ) 式 之 解 : 
p =e +P(n’ ,nsR, ,Ry ) 2 (132 .水 
( 式 中 =r/r,n =k/k) , 则 (152.2) 式 的 波 函 数 
= + PG, (152.5) 


将 描写 对 碰撞 前 处 于 第 i 个 态 的 原子 核 所 进行 的 散射 :入 射 波 e” “在 (152.5 ) 式 
中 作为 更, 的 相 乘 因子 出 现 . (152. 5 ) 式 中 的 第 二 项 代表 散射 波 . 但 是 , 仅 当 人 射 
粒子 的 能 量 改变 足够 小 ,也 就 是 核 的 内 能 变化 足够 小 时 ,用 这 个 式 子 来 求 散射 振 
幅 才 是 合适 的 . 因此 ,把 粒子 考虑 成 为 是 在 “刚性 固定 ”的 核子 组 的 恒定 场 中 运 
动 (相当 于 方程 (152.3) ) 时 ,我 们 就 略 去 了 这 种 运动 可 能 的 能 量变 化 . 
为 了 把 核 的 内 态 具 有 特定 变化 的 散射 振幅 分 离 出 来 ,应 把 y 写成 以 下 
形式 : 
4 hd CLS2. 6) 
# 


式 中 对 原子 核 的 各 个 态 求 和 ,fi;(n',n) 则 给 出 待 求 的 原子 核 具 有 特定 跃迁 i->f 
的 散射 振幅 , 它 是 散射 角 (n 和 nn' 的 夹 角 ) 的 函数 . 比较 (152.6) 和 (152. 5) 得 


filn',n) = | 本 FG,dr, (152.7) 
其 中 dr =d Rd R,… 是 原子 核 位 形 空间 中 的 体积 元 . 我 们 必须 再 一 次 强调 ,这 


由 条 件 (152.1) 给 出 的 是 任 一 重 核 的 相对 论 速度 v. 在 目前 的 非 相 对 论 理论 表述 中 ,我 们 不 考虑 它 
对 任 一 特殊 散射 过 程 的 实际 适用 性 问题 . 

@ ”这 个 近似 类 似 于 分 子 理论 所 根据 的 那 种 近似 , 即 分 子 中 的 电子 态 是 针对 各 个 原子 核 的 固定 位 置 
来 考虑 的 . 

@ (152.3) 式 中 假定 了 粒子 和 核 的 作用 等 于 它 和 各 单个 核子 的 两 体 作用 之 和 . 
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个 公式 仅 当 i 和 / 态 的 能 量 相差 比较 小 时 才能 成 立 . 
方程 (152.3) 之 解 (152.4) 本身 ,可 用 §131 中 描述 的 方法 求 出 @. 类 似 于 
(131.7) 式 ,我 们 有 


, k i 
Fn ,nsR,,R,,*) =37 | [S,(p,R,,R,,*) 一 1 je ™ "ds (152.,8) 
其 中 
S(p, RR ,<) 二 exp[2i6(p,R,,R,,…)], 


6(p ,Ri,R,,%) = 2 6.(p -R,,), (152.9) 


A | U(r —R.)dz. 


记得 p 是 径 矢 7r 在 (垂直 于 k 的 )xy 平 面 内 的 分 量 ,R,, 是 径 矢 R, 的 上 述 相应 分 
量 :j9 =p' -p 是 散射 粒子 的 动量 改变 ,(152. 8) 式 中 只 出 现 它 的 横 分 量 . 函数 6. 
确定 粒子 被 单个 自由 核子 弹性 散射 的 振幅 : 


[0 -元 | em a (152. 10) 
当 名 =f 时 ,(152.7) 和 (152. 8) 给 出 被 原子 核弹 性 散射 的 振幅 : 
filn’,n) = 产 : | [5(o) -1]e-" rd’p, (152. 115 
式 中 的 横 线 代表 对 原子 核 的 内 态 求 平均 : 
S(p) = | SCp,R, ,R,,.) 1 .CR ,Ra 1s, Fis TY 


此 式 推 广 了 前 面 的 (131.7) 式 . 
令 (152.11) 式 中 的 n' =n 并 应 用 (142.10) 式 的 光学 定理 ,我 们 得 散射 总 
截面 


or =2 [a -ReS) dp. (152. 13) 
弹性 散射 全 截面 o, 是 由 1f,1 对 n' 的 方向 积分 后 得 到 的 . 对 于 小 的 散射 角 
90, 我们 有 gk0, 立 体 角 元 do 二 dq/k. 因而 
.dg 
0. = | bl zp 


采用 (152. 11) 式 的 i, 把 友 f; 写 成 dpd*p' 的 一 个 重 积分 ,利用 下 式 可 实行 对 d*gq 


中 8131 中 曾经 指出 , 波 函 数 的 初始 表 式 (131.4) 只 在 z << ka? 的 距离 处 成 立 . 这 一 点 在 $ 131 的 进 
一 步 推 导 中 并 不 重要 .但 对 一 个 多 粒子 系统 (例如 一 个 原子 核 ) 的 散射 来 讲 , 它 会 导致 男 一 种 限制 ; 
(131.4) 式 必须 在 散射 系统 所 占 的 整个 体积 内 成 立 ,也 就 是 说 ,我 们 必须 有 R。<< ka? ,其 中 R。 是 原子 核 半 
径 ,a 是 势 U 的 力 程 . 
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的 积分 : 
Je "ag=(2")6(p = 
这 个 8 函数 在 对 dp' 的 积分 中 被 积 掉 . 结果 为 
rr. = | [1 (152. 14) 
反应 总 截面 为 
og,=0,-0.= | = 19 Py (152. 15) 
注意 (152. 13) 一 (152. 15) 是 和 一 般 公式 (142.3) 一 (142.5) 一 致 的 :对 后 
者 把 求 和 (对 大 的 1 求 和 ) 改 成 对 p=1/k 的 dp 求 积 分 ,并 把 $, 改 成 S(p) 函数 ， 
我 们 就 得 (152. 13) 一 (152. 15). 
习 题 
1. 试 把 一 个 快 粒子 被 一 个 所 核弹 性 散射 的 振幅 用 该 快 粒子 对 质子 和 中 子 
的 散射 振幅 表达 出 来 (R.J. Clauber,1955 ) . 
解 : 根 据 (152. 11) ,被 气 核弹 性 散射 的 振幅 为 
d) 加 2 : Ca 
f° (9) =35 wR) {exp[2i8,(p - 38)+ 
+2i8,[p 4 和] -1)e wd Rd'p, (C1) 
其 中 由 ,(R) 为 氛 核 中 中 子 (n) 和 质子 (p) 的 相对 运动 波 函 数 ;R=R, -RR,,R, 是 
R 在 入 射 粒 子 波 秋天 的 垂直 平面 上 的 分 量 . (1) 式 大 括号 内 的 差 量 可 以 写成 
(28 128) -1=(e -Te -1) +(0 -1)(e ”1)， 
采用 中 子 /和 质子 1/"" 的 散射 振幅 定义 ,根据 (152.10) 及 其 逆 式 


p 


_271 a) a dg 
exp[2i6,.(p)] -1= L |# (gq) (2m) 





可 对 积分 (1 ) 进 行 变换 ,结果 为 
FAta) = ™ C0 Fg) +f™ 《的 页 (二 人 一 
1 / ] / p 区 i 2 .1 
-a /F207" (Fat )f" (二 4 4 ] dq", (2) 
其 中 
F(y) = | CRY le 


是 氛 核 形状 因 了 于. 
(2) 式 中 令 q=0(F(0) =1) 并 用 (142.10) 式 的 光学 定理 , 求 得 和气 核 散射 总 


EN 


截面 
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n 2 n 
ot" ol" to + -sRe | F(20)/ "(qf a) dg. (3) 


2. 求 一 个 快 氛 核 被 一 个 半径 为 R, 的 重 吸收 核 散 射 后 衰变 成 为 一 个 中 子 和 
一 个 质子 的 截面 ,其 中 R, 远大 于 氛 核 波长 (KkR,。>>1, 其 中 的 是 氛 核 动量 ) 也 远 
大 于 氛 核 半径 (E. I. Deita6epr,1954;R.J. Glauber,1955;A.H. AxHesep; A.T. 
CHMeHKO 1955 ) . 

解 :把 入 射 氛 核 看 作 平 面 波 ,大 吸收 核 (1R,>>1) 起 着 使 波 衍 射 的 不 透明 屏 
幕 的 作用 . 入射 氛 核 的 波 函 数 为 e* “yi(R), 其 中 由 ,(R) 是 氛 核 的 内 部 波 函 数 
[R=R,- RR, 是 核 内 中 于 到 质子 的 径 矢 ,r= 小 (RR,+ RR,) 是 它们 的 质心 的 径 失 ] 
吸收 核 的 存在 “ 移 去 ”了 这 个 函数 中 的 一 个 部 分 ,这 部 分 的 中 子 和 质子 横向 坐标 
(p,。 和 p,) 位 于 原子 核 的 “阴影 "区 内 , 即 半 径 为 R, 的 圆 内 . 因此 波 函 数 变 成 

y=e" "SS(p,,p,) WlR), 
当 p,,ps 宇 Ro 时 式 中 的 S=1, 而 当 p, 或 p, 小 于 R。 时 S=0Q@. 这 个 波 函 数 若 没 有 
因子 , 则 相当 于 (131.5) 形 式 的 入 射 波 表示 式 ( 略 去 衍射 对 射线 的 弯曲 ), 因 
而 S 因子 具有 和 $131 及 $152 中 同样 的 含义 . 

类 似 于 (152.13) 和 (152.14) 式 , 氛 核 散射 的 总 截面 o,( 包括 所 有 的 非 弹 性 
过 程 ) 和 弹性 散射 截面 o, 分 别 为 


co =2 | (1 -S$S)dp，a = | (Ss-17'ap, 


式 中 p = 二 (p。 +P,) 并 且 应 用 了 S 为 实 量 的 事实 .5 的 平均 是 对 氛 核 基态 而 


— 
瑟 


S(p) | SadR. 
至 于 ,采用 以 下 逻 数 就 足够 了 : 


-kxR 
K € 
tk -人 


此 式 在 中 子 和 质子 间 核 力 的 力 程 外 距离 R 处 成 立 ( 参 考 (133.14) 式 ;k = 
Vmlel/ 太 ,lel 是 氛 核 的 结合 能 ,m 是 核子 质量 ). 根 据 S 的 定义 ,如 果 有 一 个 核 
子 或 者 两 个 核子 都 进入 半径 为 Ro 的 圆 内 并 被 原子 核 吸收 掉 , 则 1 -5S 不 等 于 零 : 
从 而 


osu= | (1-3)dp=70, 3 


QD 和气 和 原子 核 的 库仑 作用 已 略 去 . 
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为 分 获 一 个 或 两 个 炉子 的 截面 . 另 一 方面 ,0 =Ceg +a。+oaes， 其 中 onsv 为 竺 
求 的 氛 核 "衍射 "衰变 截面 . 故 

vax =70,-0.= 301-3)do (和 ) 

当 Rok >>1 时 ,在 积分 式 (2) 中 小 距离 (~1/k, 是 从 原子 核 边缘 算 起 的 是 重 


要 的 ,于 是 沿边 缘 的 积分 给 出 一 个 因子 2TRR，, 沿 垂直 方向 的 积分 可 把 阴影 区 看 
作 以 直线 为 界 那样 去 计算 , 取 此 直线 为 y 轴 ,并 取 Y 轴 从 阴影 向 外 ,我 们 有 


yn 下 SiTT Bay ld, 
其 中 的 积分 
Bd 厂 有 W J (R)dXdYdZ, 
对 给 定 的 x = 本 (天 + 所 ) ,上 式 是 在 XX,,X， 之 0 的 区 域 上 积分 ,也 就 是 在 1X1 = 
于 -下 1 <2x 区 域 上 积分 . 把 积分 变量 变换 成 和 尺 以 及 YZ 平面 内 的 极 角 后 
(此 时 dydZ_*2mRdR) ,这 个 积分 变 成 
SU Bl dn 人 dé, (3) 


含有 这 个 S(x) 函数 的 积分 (2) ,可 利用 下 式 通 过 重复 分 部 积分 算出 : 
| EE -二 0) 全 = 
结果 为 
mr A 
oax =3 Ro ln2 二 


在 同一 条 件 KR >>1 下 ,俘获 截面 为 
万 民 ， 
0O 和 俘获 二 TiVo rr 
[(1) 式 对 p >R。 区 的 积分 可 用 (3) 式 算出 ,对 p<R, 区 的 积分 给 出 TR,]. 这 个 
截面 包括 整个 氛 核 的 被 售 以 及 俘获 一 个 核子 而 释放 另 一 个 ( 剥 裂 反 应 ). 后 一 种 
反应 截面 是 按照 只 有 一 个 核子 射 入 阴影 区 时 的 碰撞 面积 (对 Wi 平均 以 后 ) 而 算 
出 的 ,并 有 





Th, 
OU 二 一 全 
俘获 ,n 停 获 ,p 4k 


( R. Serber ,1947 ) . 
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$a 厄 米 多 项 式 


万 程式 
Y -2xy' +2ny =0 (a.1) 


属于 用 拉 普 拉 斯 方法 能 解 的 类 型 . 
这 个 方法 可 用 于 以 下 类 型 的 任 一 线性 方程 : 


> (o， + bt) , 
式 中 的 系数 不 超过 x 的 一 次 宕 ,其 求解 步骤 如 下 . 我 们 作 下 列 多 项 式 
P(t) = 可 ant ， Q(t)= 3 bt" 
及 由 它们 所 组 成 的 函数 ” 
Z(t) -TP Gd 
它 确 定 到 一 个 常数 因子 为 止 .所 考虑 方程 之 解 可 表 成 下 列 复 积分 形式 ， 
y= | 2 erd, 


基 中 所 取 的 积分 路 线 C 使 积分 为 有 限 且 不 等 于 零 ,并 且 , 当 : 走 完 曲线 C 以 后 
(曲线 C 可 以 是 封闭 的 ,也 可 以 是 不 封闭 的 ) ,函数 
V=e” OZ 
回 到 原 值 . 
在 方程 式 (a.1) 的 情形 下 ,我们 有 
] 


= 3 
已 = 六 4 这 二 = “2, 二 一 Te se 





改 其 解 为 


QD 可 参考 ,E. Goursat, Cours d， Analyse Mathe’ matique, Gauthier - Villars, Paris, vol. JI , ;或 斯 米尔 诺 
夫 著 《高 等 数学 教程 ), (中 译本 :第 三 卷 第 三 分 册 , 第 五 章 § 107) ,高 等 教育 出 版 社 . 
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2 
y= emp -二 ) 2 (a 之) 





在 物理 应 用 中 我 们 只 需 考虑 > -的 情况 . 对 这 些 值 而 言 ,积分 路 线 可 


取 曲 线 C, 或 C,( 附 录 图 1) ;这些 曲线 满足 所 需 条 件 , 因 为 函数 V 在 曲线 两 端 
(1:=+%m 或 1= -o) 等 于 零 山 . 

我 们 来 求 参量 的 值 ,使 得 方程 (a. 1) 之 解 对 x 的 所 有 有 限 值 而 言 是 有 限 
的 . 当 x 一 +eo 时 ,此 解 不 比 * 的 有 限 次 寡 更 快 地 趋向 无 穷 大 . 我 们 先 考虑 非 整 
数 的 nn 值 .此 时 (a.2) 式 沿 C 和 CC， 的 积分 给 出 方程 (a.1) 的 两 个 独立 解 . 按照 
t=2(x 一 ) 的 关系 引进 变量 后 , 沿 C, 的 积分 可 变换 成 以 下 形式 , 式 中 略 去 了 
一 个 入 数 因子， 


r=e | SEE 《人 


0 > 


其 中 积分 是 沿 u 复 平面 上 的 C', 曲线 进行 的 ,如 附录 图 2 所 示 . 
| C0» C» | es 
6 | W OO 
= 


附录 图 1 附录 图 2 


当 x 一 + w 时 ,整个 积分 路 线 C' 移 向 无 穷 远 处 ,(a.3) 式 中 的 积分 按 e 一 规 
律 趋 于 零 . 但 当 x - % 时 ,积分 路 线 延 及 整个 实 轴 ,(a.3) 式 中 的 积分 并 不 指数 
式 地 趋 于 零 , 从 而 y(*) 函数 按 e” 规律 趋向 无 穷 大 . 同 理 ,容易 证 明 (a2) 沿 曲线 
C', 的 积分 当 x 一 + % 时 指数 式 地 发 散 . 

当 nn 为 正 整数 时 (包括 零 ), 沿 积分 路 线 的 直线 部 分 的 积分 相互 抵消 ,而 
(a.3) 式 中 沿 C 和 C', 的 两 个 积分 现在 变 成 一 个 绕 w =x% 点 的 封闭 曲线 的 积 
分 , 故 解 为 


2 


a 


这 个 解 满足 所 述 条 件 . 按照 熟知 的 求解 析 函 数 导数 的 柯 西 公式 
Prny = 


2 (FB 


(DD 这些 路 线 对 负 整 数 的 n 不 适用 , 因 积分 (a.2) 沿 这 些 路 线 将 恒 等 于 零 . 
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可 知 y(x) 除 了 一 个 常数 因子 外 就 是 一 个 厄 米 多 项 式 


= 


H.,(%) =( -1) "ee (a. 4) 
H, 多 项 式 按 * 的 降 短 展 开 , 旦 下 列 形式 : 
By = opto nD 
人 


它 只 含 宇 称 与 n 相同 的 各 种 项 次 .我 们 写 出 前 面 几 个 厄 米 多 项 式 : 
HO=1,H =2x,H, =4% =2,H, =8x =12x， 
H, =16x” -48x ”+ 12. (a.6) 
计算 归 一 化 积分 时 ,我 们 把 (a.4) 代 入 ee H,, 并 进行 分 部 积分 次 ,得 


| e “Hz(z)dx = 洲 ( -1)"H,(#) Tie "ds = 全 ed 
但 是 d HZdx* 是 一 个 常数 2"n1. 故 
放 a PE Ci 
8$b 艾 里 函数 
方程 
Re Ch. 1) 


也 属于 拉 普 拉 斯 类 型 ( 见 $ a). 根 据 一 般 方法 ,我 们 作 下 列 函 数 : 


了 3 本 本- 
,了 =e' :， 


有 
故 其 解 可 表 成 下 列 形式 : 
y(x) = 常数 x ) 6 (Cb. 2) 


所 选 的 积分 路 线 C ,必须 使 V 函数 在 该 曲线 的 两 
问 都 等 于 零 . 这 两 个 端点 因而 必须 在 上 复 平 面 上 
的 Ref >0 区 域内 (附录 图 3 中 的 阴影 区 ) 趋向 
无 穷 远 . 

对 所 有 x 而 言 均 为 有 限 的 解 ,可 取 图 中 所 示 
的 积分 曲线 C 得 到 . 这 条 曲线 可 以 任意 移动 ,只 
要 它 的 两 个 端点 仍 留 在 原来 的 两 个 阴影 区 (附录 
图 3 中 的 工 和 亚 ) 内 并 趋向 无 穷 远 .我 们 注意 到 ， 
如 果 所 取 的 曲线 位 于 五 和 工 两 个 阴影 区 内 , 当 附录 图 3 
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x 一 % 时 ,所 得 之 解 为 无 穷 大 . 
把 C 移 到 虚 轴 的 位 置 ,(b.2) 函数 呈 下 列 形式 (用 t=iv 代入 ): 


ea eos (ux + 3 du (bb:3) 


函数 (b.2) 中 的 常数 已 取 作 -ix2 VT ,这 样 得 到 的 B(x) 函数 称 为 艾 里 函数 由. 
用 鞍点 法 计算 积分 (b.2), 可 得 x 值 很 大 时 的 B(x) 渐 近 式 .对 x>0 而 言 ， 


被 积 函数 中 的 指数 需 当 ! = + 时 有 一 个 极 值 ,这 个 被 积 函数 的 “最 陡 下 降 方 
向 "平行 于 虚 轴 . 因此 欲求 * 为 很 大 正 值 时 的 渐 近 式 ,我 们 把 指数 宕 展 成 :+ Vs 
的 震级 数 ,并 沿 平行 于 虚 轴 的 C, 直线 (图 3 ) 积分 ;C,， 和 虚 轴 的 间距 04 =V*. 用 
$= Ax +iw 代 入 ,我 们 得 
D(x nh xp ( -Siw ) du 
族 
3/2 
D(x) ~ erp ( = | (b. 4) 

可 见 为 委 大 正信 时 ,0s) 数 指数 式 减 

为 了 求 * 为 很 大 负 值 时 的 渐 近 式 ,我 们 注意 到 ,x <0 时 指数 寡 在 1=i VixT 
和 ;= -i VixT 处 有 一 极 值 ,这 两 点 处 的 最 陡 下 降 方向 与 实 轴 分 别 夹 - 二 m 角 和 
二 角 . 取 折线 C;( 距离 为 0B = VixT) 为 积分 路 线 ,经 过 某 些 简单 变换 后 ,我 
们 得 

3 4 


因此 在 * 为 很 大 负 值 的 区 域内 ,@(x) 函数 具有 振荡 性 . 可 以 指出 ,B(x) 函数 的 
第 一 个 极 大 值 (最 大 极 值 ) 为 $B( -1.02) =0.95. 


艾 里 函数 可 以 用 地 阶 的 贝 塞 尔 函 数 来 表述 很 容易 证 实 (b.1) 方 程 具有 下 
列 解 : 


G(x) = 一 sin( 了 lzl22 + 7). (b. 5) 
Ix| 


QD 我 们 按照 B.A. 福 克 (@ork) 所 设 的 定义 ; 见 工 . 区 JakoBIHeBa， 艾 里 函数 表 . 莫斯科 :科学 出 版 社 
1969. B(x) 是 福 克 所 定义 的 两 个 函数 之 一 , 记 作 V(x). 文献 中 还 会 遇 到 艾 里 函数 的 另 一 种 定义 , 它 与 (b. 


3) 差 一 个 常 因子 :4i(x) -所 0 
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其 中 Za(x) 为 了 阶 贝 塞 尔 方 程 的 任意 解 . 与 (b. 3) 式 相同 的 解 为 


i (3 
*>0 时 ,B(x) = [1 ($e ) 一 了 (S$ " ) | = 3 一 及 


x <0 时 ,G(x) | (了 lx】 Ea 四 | (b. 6) 
其 中 
Lr) =i (i ,RK (# ll a 
利用 北 推 公式 


K, (4) ~ Kai(%) = ~ SLK, (x), 
2R" (BE) = t=) 
很 易 求 出 艾 里 限 数 的 导数 
@'(xz) = -一 Ko (Sw ), (>0) (b.7) 


/3m 


党 三 有 时 、 


D(0) = VT =0. 629, 





OD'(0) = -— = -0.459. 
2/T 
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$c 勒 让 德 多 项 式 
勒 让 德 多 项 式 P,( cos 9) 由 下 式 定义 : 


We 浊 2g _ 1) 
P,( cos 0 ) = i 和 tae 1 ) 
满足 下 列 微分 方程 
1 d : dP, 
rs | 二 二) 了 三 和 Ke 
连带 勒 让 德 多 项 式 由 下 式 定 义 : 
d”P,(cos 只 人 人 


P, (cos 0) =sin 0 (cos’0-1)',(c.3) 
或 者 ,等 价 地 定义 为 


Pi (cos 0)=(=1)" 


i 
(dcos 6)" 211 (dcos 98) 一" 


(Ll+m)! i 人 
(Tm) 2 (dcos 0)'™" 


其 中 m =0,1,… ,i, 连 带 多 项 式 满足 下 列 方程 


(ge 8 一 1 Ce4) 





直 二 
A + | = Pe 
勒 让 德 多 项 式 的 归 一 化 积分 式 为 
La [可 GO de 


(=eos 9). 把 (ec.1) 代 和 人 上 式 , 并 进行 1 次 分 部 积分 后 ,得 








( -1) 二 人 | d 3 _ 1 加 (20)1 Se 
227 (071)? (gb 二 二 dk 1) Wy p (1 一 友 2 dy 
作 变 换 w= 地 (1 -4) ,使 该 积分 变 成 欧 拉 B 积分 ,结果 为 
1 2 
| [PC J dp =37 7 (ec.6) 
同 理 ,容易 证 明 ! 值 不 同 的 P,(w) 函数 是 彼此 正 交 的 . 
EL P,(p)P(p)dm =0, 7 天 1 Cb 7 


连带 勒 让 德 多 项 式 的 归 一 化 积分 可 用 类 似 方 法 算出 . 把 [Pr (4)] 写成 
(c.3) 和 (c.4) 式 的 乘积 , 作 7-m 次 分 部 积分 ;结果 得 


Lert ap 二 (c. 8) 








QD 球 谐 函 数 的 理论 已 有 许多 论述 极 佳 的 数学 文献 . 为 参考 计 , 我 们 在 这 里 仅 给 出 一 些 主要 的 关系 
式 ,不 准备 系统 讨论 这 种 也 数 的 理论 . 
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容易 证 明 A bm 相同 ) 的 PY 函数 彼此 正 交 : 
a p"(p)P"(u)dn =0,1#1 (c.9) 

三 个 勒 让 德 函 数 的 乘积 的 积分 计算 , 见 $ 107. 
下 列 加 法 定理 对 勒 让 德 多 项 式 成 立 . 设 y 为 球 角 9,p 和 6',o' 所 决定 的 两 个 


空间 方向 的 夹 角 :cos y = cos Ocos 0 + sin Osin 0'cos(w -op') , 则 有 
P,(cos y) =P, sy 0)P,(cos 0')+ 





+ 2 人 i iPr (eos 0)P (cos 0')cos m(@ -wp’), (c.10) 
个 定理 也 可 用 (28.7) 定 义 的 于 类 
pn n) = Ve (c.11) 


n 和 nn' 是 两 个 单位 矢量 . Y,, (n) 的 宗 量 是 n 相对 于 某 一 固定 坐标 系 的 球 角 . 
如 果 (6. 10) 式 乘 以 P(ecos 9) 并 对 do= 师 bdbdp 积分 . 式 右 所 有 含有 
cos mp -9') 因 子 的 各 项 对 wp 积分 后 等 于 零 ;应 用 (ec.6) 和 (c.7) ,我 们 得 


| P(eos y)P,(cos 9)do = 5 P,( cos 0'). 
此 式 可 写成 下 列 对 称 形式 ， 
Pa :ns) Pm, «nm,)do, -6 eT (c. 12) 


其 中 于 ,ma ,ns 是 三 个 单位 矢量 ,积分 是 对 n, 的 方向 而 言 的 . 
后 ,我们 给 出 前 几 个 归 一 化 的 Y, 球 函 数 : 





YY So 业 a 3 +tig 
a Y =i 0 De 5 
和 /二 eas 0， 和 [Bcos gsin Ge *™, 
Eg 3 2 kN Ry, +2ig 
a fem 3e0s 0), J 32 Sin ge ™, 





Lm = | , cos 0($cos ”0 -3) ， 
106T 
3 sin 0(Scos 0-1)e:™, 
站 二 刘 57eos bsin ge* ?9 ， ¥ sin Ge*™. 
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$d 合流 超 几 何 函 数 
合流 超 几 何 函 数 定 义 为 级 数 
F(a,y,z) =1+ pi 
此 级 数 对 z 的 所 有 有 限 值 都 是 收敛 的 ;参量 a 是 任意 的 ,而 参量 y 假定 不 等 于 零 
或 负 整 数 . 如 果 a 是 一 个 负 整 数 (或 零 ), 则 (a,y,z) 变 成 一 个 lal 次 多 项 式 . 
F(a,y,z) 函数 满足 微分 方程 
zu +(Yy-2z)u -au=0, (dd. 2) 
它 很 易 直 接 验 证 .用 w=z wu 代入 方程 ,上 式 可 变换 成 另 一 个 同样 类 型 的 
方程 . 





和 (d.1) 


zu +(2-y-2z)uv,-(a-y+1)u,=0. 人 
由 此 可 知 y 为 非 整 数 时 ,方程 (d.2) 尚 有 特 解 z 7?F(a-y+1,2-7y,z), 它 和 (d. 
1 ) 式 线性 无 关 , 故 方程 (d.2) 的 通 解 为 
w=CF(a,y,2) +Cz 7?F(a-y+l,2-y，,z). (d.4) 
第 二 项 和 第 一 项 相反 ,在 z=0 处 有 一 奇 点 . 
方程 (d.2) 为 拉 普 拉 斯 型 , 它 的 解 可 用 围 线 积分 来 表达 . 根据 一 般 方法 作 
盟 数 
Pl) Sar- Qty seE=1), WOE "(p=)" 
则 
.= | pe (d.5) 


所 选 的 积分 路 线 必须 使 V(t) =e 关 -1) “函数 走 完 该 曲线 后 回 到 原 值 . 对 
(d. 3 ) 方 程 应 用 同一 方法 ,可 得 v 的 另 一 围 线 积 分 : 

u =z ?| el A 
作 替 换 zz 一 上 后 ,这 个 积分 化 成 下 列 方便 形式 : 

0 ae=a) i (d.6) 


而 V 函数 则 变 成 
信和 人 
(d.6) 中 的 被 积 式 一 般 讲 来 具有 两 个 奇 点 ,在 1=z 和 t=0 处 .我 们 取 积 分 
围 线 C, 它 从 无 穷 远 处 (Re 二 - % ) 来 沿 正 方向 绕 过 这 两 个 奇 点 后 ,再 回 到 无 穷 


QD 7 为 负 整 数 时 的 方程 (4.2) 不 需 专门 研究 ,因为 通过 变换 [此 变换 给 出 (4d.3) 式 ] 它 可 以 化 成 7 
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远 处 去 (附录 图 5). 因 为 V(it) 在 围 线 两 端 等 于 零 , 所 以 这 个 围 线 满足 所 需 条 件 . 
(d.6) 式 沿 围 线 C 的 积分 在 z=0 处 无 奇 点 ;因此 , 它 除了 一 个 常数 因子 外 ,必须 
和 F(a,y,z) 函数 相同 ,F(a,y,z) 在 z=0 处 是 没有 奇 点 的 . 当 z=0 时 ,被 积 函 数 
的 两 个 奇 点 重合 ;根据 伽 马 函数 论 中 的 一 个 熟知 公式 呈 ， 
| i : Ca 
由 于 F(a,y,0) =1, 显 然 有 
F(a ,ys) = e (t=2) "1 Yd Gd 8) 


(4.5) 中 的 被 积 函数 在 1=0 及 1=1 处 具有 奇 点 .如 果 Re(y -a) >0, 并 且 
a 不 是 正 整 数 , 则 积分 路 线 可 取 围 线 C', 它 从 t=1 点 出 发 , 沿 正方 向 绕 +=0 点 再 
回 到 41=1 点 处 (附录 图 6); 当 Re(y -a) >0 时 ,函数 V(1) 绕 此 围 线 一 周 而 回 到 
原来 的 零 值 @. 由 此 定义 的 积分 在 z=0 处 也 没有 奇 点 , 它 和 F(a,y,z) 的 关系 为 


ve ee es 
二 人 e010 de (d9) 
积分 式 (d.8),(d.9) 应 作 下 列 说 明 . 当 a 和 为 非 整 数 时 ,被 积 函 数 不 是 单 
值 函 数 . 它们 在 每 一 点 所 取 之 值 , 已 经 假定 满足 这 样 的 条 件 , 即 复 量 的 需 次 所 取 


的 辐 角 具有 最 小 的 绝对 值 . 





人 
附录 图 5 附录 图 6 
注意 下 列 有 用 的 公式 : 
F(a,y,2) =e F(y -a,y, 一 2) ， (d.10) 


如 果 在 积分 式 (d.8) 中 作 替 换 1-t+z, 立 即 可 得 上 式 . 

我 们 曾经 指出 ,如 果 a = -n(n 为 正 整 数 ) , 则 函数 F(a,y,z) 变 成 一 个 多 项 
式 . 可 以 求 得 这 种 多 项 式 的 简洁 表达 式 . 在 积分 式 (d.9) 中 作 替 换 t 一 1 -twz 后， 
再 应 用 柯 西 公式 , 即 得 


(人 可 参考 Whittaker 和 Watson ,Course of Modern Analysis ,Cambridge,1944 ,，$ 12.22. 
@ 如 果 y 为 正 整 数 , 则 C' 可 取 同 时 绕 ! 上 =0 及 :=1 点 的 任 一 围 线 . 
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1 
y(y+1):…(y+n-1) 
如 采 尚 有 Y=m(m 为 正 整数 ) ,我 们 得 下 列 公式 

a dd"*"- 
m(m+1): rr dz 
(d.8) 式 中 作 蔡 换 二 z -上 后 ,再 对 积分 式 采 用 柯 西 公式 , 即 得 上 式 . 

多 项 式 FF( nen 
多 项 式 相符 ; 


We 
dp a 
mm de = i ne. dig) 


m=0 时 荆 " 多 项 式 用 L,(z) 标 记 并 称 为 拉 盖 尔 多 项 式 ;由 (d. 13) 式 得 
1 (2 -ee 2). 


(d. 8) 的 积分 表 式 便于 得 出 z 很 大 时 的 合流 超 几 何 函 数 渐 近 式 . 我们 把 积分 
围 线 变形 成 C, 和 C, 两 条 围 线 (图 5) ,分 别 绕 过 上 =0 和 +=z 点 ;C, 的 下 支 假 定 与 
C, 的 上 支 在 无 穷 远 处 相 接 . 我 们 在 被 积 函 数 的 括号 内 取出 ( -z) ,可 得 按 z 的 
负 寡 次 展开 的 表 式 . 在 沿 围 线 C, 的 积分 式 中 , 作 替 换 :>t +z; 则 围 线 C, 变 换 成 
C1. 故 (qd.8) 式 可 表 成 


(= 人 (et), Cds 1 


(二 La ji (1 








F(oy 三 a -2) “G(a,a—-y+l1,—2z)+ 
2 G(Y-a,l1 -a,z), (d. 14) 
其 中 的 
G(a,B,z) =- | (1 十 一 - | "ae (td 13.) 


(d. 14) 式 中 -zz 和 z 的 寡 次 所 取 的 辐 角 必须 具有 最 小 的 绝对 值 . 最 后 ,被 积 
蝎 数 中 的 (1 +t/z)“ 展 成 i/z 的 寡 级 数 ,并 应 用 (d.7) 式 ,可 得 G(a,8,z) 的 渐 近 
级 数 

G(a,B,z) =1+ 0 + 人 区 让 
(d.14) 和 (d. 16) 式 给 出 了 F(a,y,z) 函数 的 渐 近 展 式 . 

y 为 正 整数 时 ,方程 式 (d. 2 ) 的 通 解 (d.4) 中 的 第 二 项 ,或 则 和 第 一 项 相符 
(如 果 Yy=1) ,或 则 毫 无 意义 (如 果 y >1). 在 这 种 情形 下 ,(d. 14) 式 中 的 两 项 ， 
即 分 别 沿 围 线 C, 和 C, 的 两 个 (d. 8 ) 积 分 式 ,可 以 取 作 (d.2) 式 的 两 个 线性 独立 


600 . 数学 附录 
一 一 
解 LC, ,C, 围 线 和 C 一 样 ,满足 所 需 条 件 , 因 此 沿 这 两 个 围 线 的 积分 都 是 (d. 2) 式 
之 解 ]. 这 两 个 解 的 渐 近 式 可 从 早已 得 到 的 公式 给 出 ; 留 下 的 问题 是 求 它 们 的 z 
的 升 医 展 式 . 为 此 ,我 们 从 (d. 14) 式 以 及 z'?F(a -y+1,2 -y,z) 所 满足 的 类 似 
公式 出 发 . 根据 这 两 个 公式 ,我 们 把 G(a,a i 这 -2) 表 成 F (as ys2》 和 和 
F(a -7yY+1,2-yY,z); 然 后 令 y =P+e(p 是 一 个 正 整数 ) ,并 取 极 限 -0, 利 用 
洛 毕 达 定 则 求 出 此 未 定式 . 经 过 较 长 的 计算 后 ,给 出 下 列 展 式 : 

2 ve" I(p-o). 人 
cla,a p+1, ) = i {1 F(a,p,z) + 


> [I(pT(a+ts)[y(a+s) -y(p+s) = 
I(a)T(s+p)T(s+1) 


二 ‘rT(s)T(a-s)T(p) -， 
9 TT 0 “小 be 
式 中 光 表示 合 马 函数 的 对 数 导数 ;yy(a) =T'( a)/T( a). 
$e 超 几 何 函 数 
超 几 何 函 数 由 |z| <1 圆 内 的 下 列 级 数 定义 : 
-8 Aa eB 
A 了 ey rT 5 (e. 1 ) 


lz| >1 时 ,由 以 上 级 数 解析 延 拓 求 得 [ 见 (e. 6) ]. 超 几 何 函 数 是 下 列 微分 方程 
的 一 个 特殊 积分 : 
z(1 -za)u +[y-(a+B+1)z]ju’ -aBu=0. ( e.2) 
参量 a 和 8B 是 任意 的 ,而 y 关 0, -1， -2,… ,F(a,B,y,z) 函数 显然 对 称 于 参量 a 
和 BUD. (e.2) 方 程 的 第 二 个 独立 解 为 
2 FP(B=y tL,oa-y+1,2 ~ ya) 

它 在 z=0 处 有 一 奇 点 . 

为 参考 计 , 下 面 将 给 出 超 几 何 函 数 所 满足 的 一 些 关 系 式 . 

F(a,B,y,z) 晴 数 可 以 对 所 有 的 z 值 表 出 , 当 Re(y -a) >0 时 ,可 表 为 下 列 
积分 式 


本 a 
F(a,B,7,z) = -天 四 CC 志 时 2 而 (1 -iz) -dz 


(e.3) 


QD 合流 超 几 何 函 数 可 由 F(a,B,y,z) 取 下 列 极限 求 得 
FCO, yz ee F(a,B,Y,z/B). 
文献 中 还 把 超 几 何 函 数 记 作 ,F(a,B,y,z) ,合流 超 几何 函数 记 作 ,Fi (a,y,z). 下 下 面 的 左 标 和 右 标 分 别 
代表 级 数 项 中 分 子 上 和 分 母 上 的 参量 数 . 
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所 取 的 围 线 C "如 附录 图 6 所 示 . 应 用 直接 代入 法 容易 验证 这 个 积分 式 确实 满足 
方程 (e.2) ;上 式 中 所 选 的 常数 因子 ,应 使 得 z=0 时 函数 值 等 于 1. 

方程 (e.2) 中 作 替 换 w= (1 -z)” ”Au 得 到 一 个 同一 类 型 的 方程 , 原 式 中 的 
Q,B,Y 分 别 被 y -a,y -B,7 诸 参 量 所 代替. 因此 ,有 等 式 

F(a,B,y,2) =(1-2)7 “TF(y-a,y-B,y,z) (e.4) 

上 式 两 边 满足 同一 方程 式 ,并 且 在 z=0 处 它们 的 值 相等 . 

将 积分 式 (e. 3) 作 替换 tt/(1 -z+zi) ,可 得 出 以 z 和 z/(z-1) 为 变量 的 两 
个 超 几 何 函 数 之 间 的 下 列 关 系 式 : 


ye (e.5) 


2 一] 
此 式 中 的 多 值 函 数 (1 -z) (及 以 后 所 有 各 式 中 类 似 的 函数 ) 所 取 之 值 ,决定 于 
这 样 的 条 件 , 即 复 量 的 需 所 取 的 辐 角 具有 最 小 的 绝对 值 . 
其 次 ,我 们 给 出 以 z 和 1/z 为 变量 的 超 几 何 函数 之 间 的 下 列 重要 公式 ,但 不 
加 证 明 . 
-TOIB-o), _,-. We 
F(a B,Y,s) Sry a ) F (asa+! y,a+l1 -Bp, = ) + 


和 —2) 可 -YB+l1 -ao 一) (e.6) 
这 个 公式 把 F(a,B,y,z) 表 为 |z| >1 时 为 收敛 的 一 个 级 数 ,这 就 是 原 级 数 (e@.1) 
的 解析 延 拓 . 
下 烈 公子 
人 和 +B+1-y,l] —-z)+ 
nn -2z)” “fF(y-a,y -By+l=-Qa-Bl -zz) (67) 
把 z 和 1-z 的 超 几 何 函 数 联系 起 来 ;其 推导 过 程 与 (e. 6) 式 相似 . 把 (e.7) 和 
(e.6) 式 合并 ,可 得 下 列 关 系 式 
F(a,B,Yy,z) = 和 -2Z) “F(a,y -Ba+!1 -8 一 + 
ae 一 多 ) (By-aB+l -a ) ， (e.8) 
F(a,B,Y,z) de -yy,a+B+]1 -y, oe ) 十 


dL he ds a wp! -By By -a -Bp,:— )- 








LT( a)T(B) z 
(e.9) 


(e.6) 到 (e.9) 各 式 右边 的 每 一 项 都 是 超 几何 方程 的 一 个 解 . 
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如 有 果 a( 或 B) 是 一 个 负 整 数 (或 零 ),a = -nn, 则 超 几 何 函数 变 成 n 次 多 项 
式 ,并 可 表 成 下 列 形式 


TY = R . | 
FE( =R3B,Y;%) = 人 Rs (1 -2) “| (e. 10 ) 


FA i 
此 式 与 下 列 雅 可 比 多 项 式 只 差 一 个 常数 因子 . 





p(*%) (7z) | _n,a+b eh | 和 
nl 2 
Bt -1)" vw -a 有 = 过 G+n b+i+n 
np (1 开业 记 的 rE z) 地 下 450 (e.11) 


a =b=0 时 , 雅 可 比 多 项 式 就 是 勒 让 德 多 项 式 . n =0 时 ,Pe =1. 
$f 含有 合流 超 几 何 函 数 的 积分 计算 
让 我 们 考虑 下 列 积分 式 
2 | e arF(a yjz)dz， (1) 


假定 它 是 收敛 的 ,那么 ,必须 使 Rev> -1 和 Re 和 A >1Re 1; 如果 a 是 一 个 负 整 
数 , 后 一 条 件 可 用 Re A >0 代替 . 

应 用 F(a,y, 有 z) 的 积分 表 式 (d.9) ,并 把 围 线 积分 和 与 dz 的 积分 对 调 , 容 易 
得 出 : 


Be T=)i() -CA-hy, oo yw etd = 
0 $j 0 


本 Ses ws Pe 
2 a 人 
考虑 到 (e.3) 式 ,我 们 最 后 和 
eR (£2.) 
当 F(a,v+1,y,k/A) 函 数 变 成 一 个 多 项 式 时 ,积分 辽 , 可 用 初等 函数 表示 出 来 : 
Er ta (£3) 


,Tv+1)(A-k)”™" 


ee 一 一 | 入- A= 7 (£4 
en Bt dt (A -A (£4) 
四 
™ li (1-a)J(2 -a)… 本 


x | 二 la + 
+n!l (m=-n=1)y"(m=1)A"™ "(AB)" "ex 


na Ve 
a 区 





xX 
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其 中 m,n 都 是 整数 , 且 0<n=<m - 2. 
其 次 ,让 我 们 计算 下 列 积分 


J ,= 「 i -n,y,kz)] dz, 名 沽 注 


其 中 n 是 一 个 正 整 数 , 并 且 Re > >0. 为 了 计算 这 个 积分 式 ,我 们 从 一 个 更 普遍 
的 积分 式 出 发 ,被 积 函 数 中 的 e “因子 改 成 e“. 其 中 一 个 F( -n,y, 放 ) 函数 可 
写成 围 线 积分 (d. 9) ,然后 应 用 (人 3) 式 对 dz 积分 : 


1 二 Ba 直 1 耻 语 才 
js Li qi Tiy4+a) ~ 


x | ( -8) 四 和 | 二 —n,y,kz)didz = 
0 Gr 


T(1l +n)T (YT(Y) 


] 
ee 
( ) FT (y+n) 
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x 4 wp Te Mik 
请 


xf(l < 和 =- 


和 A 的 导 次 导数 显然 可 用 “上 的 于 次 导数 来 代 符 ;然后 再 令 A = 大, 就 回 到 积分 二. 


了 TOa+DICOT (7) 、 


人 T° (y+n)k’ 


x 四 Cd -1 -区 人 (一 站 "Td 


分 部 积分 n 次 后 . d" /dz 算 符 就 转移 到 表 式 ( -1)”” (1- 昌 天 ”身上 ,然后 用 
莱 布 尼 茨 公式 展开 此 导数 . 结果 得 到 许多 积分 式 之 和 ,其 中 的 每 一 个 积分 式 都 能 
化 成 熟知 的 欧 拉 积分 式 . 最 后 可 得 所 求 积 分 的 下 列表 式 : 

本 让 (到 ) 天 
~ (TFI 

。 {1 3 OY 1 (£.7) 


气 [(s+1)!] 7y(7+1)…(7+s5) 
容易 看 出 J, 积 分 间 具 有 下 列 关 系 式 
所 (f 8) 
其 中 p 是 任意 整数 . 
同样 地 可 计算 积分 
下: 过 [ ez F(a,y,kz)F(a',y,k'z)dz, ($9 


我 们 把 F(a’,y,k'z) 函数 表 成 围 线 积 分 (d. 9), 然 后 利用 n=0 的 (f.3) 式 对 
dz 积 
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ue 村 .要 I(l=oa)T(y) 二 -1 和 Ya Ly! -zsC A—k') 

J 27i L(y-a’) p$, 人 人 C7 四 本 
xF(a,y,kz)dzdt 

nt lm ty) De 亲 丈 本 二 
2 TOy- Q ) p$. (- 了 CA 
XxX(A-hk't—k) “di. 


作 替 换 i 一 At/(k't+ 和 A -hk') ,这 个 积分 变 成 (e.3) 形 式 , 结 果 得 


+a -7y -a IV -a / kj” 
T= bl a | 


CE 0 
如 采 a( 或 a') 是 负 整 数 ,a = -n, 上 式 可 用 (e.7) 式 改写 成 
下 (和 二 本 二 全。 不 于 一 了 2 二 -a! 
i I(y +*w)T(y= gu Se 


A(A-k—-k') ). (£.11) 


Es a 
xF |( N,Q ,—n+a + Y = CR hy 


最 后 ,让 我 们 考虑 下 列 形式 的 积分 
(oat N= he i =p,E'z)ds.. XE12) 
假定 参量 值 使 该 积分 绝对 收敛 ;s 和 p 都 是 正 整 数 .应 用 (f.10) ,其 中 最 简单 的 积 





分 式 J] (&ya'》 为 
Jy (oa') =2T(y (RtE) ?EE) (kk-k)-® x 
| 一 
xF| a,a er (f 13) 
如 有 果 a( 或 a') 是 一 个 负 整 数 ,a = -n, 应 用 (f. 11) 式 ,我 们 还 可 写成 
00 / w= & (Y= w+ 1) 二 st 国 
n 一 
ss A 
x( | -n,a’,a +] 一 于 一 yy， ( 竺 和 | 
(f. 14) 


Jy (a,a') 的 一 般 公式 也 可 以 推导 出 来 ,但 是 它 过 于 复杂 不 便 应 用 . 更 方便 的 办 
法 是 应 用 递 推 公式 , 它 可 以 把 地 (a,a’) 的 积分 式 化 成 =p =0 的 积分 式 . 我 们 
把 它 写 出 来 ,不 加 证 明 Q. 公式 


dL we) =L{i (a, a') -J (a-1,a’)}, (E13) 


QD 具体 推导 见 W. Gordon ,Annalen der Physik[ 5 ]2 ,1031 ,1929. 


$f 含有 合流 超 几何 函数 的 积分 计算 * 605 . 


可 使 及 (aa ) 化 成 了 =0 的 积分 式 . 然 后 ,公子 


s+ } 二 站 7 六 / 
”oe ) -wal |- ) 一 AQ + 大 Q —k :| (a,a ) + 


+s(y-l1+s =20a)J “(a,a’) +2a's] "(a,a +1) | 
(£, 16) 
最 后 可 使 YY(a,a') 化 成 =p =0 的 积分 式 . 
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